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Deklaratë

Kapitulli 1 përmban njohuri nga Teoria e Kategorive që kanë të bëjnë kryesisht me
veti të funktorëve të bashkëngjitur dhe zgjerimet e Kanit si edhe disa rezultate të
Algjebrës Homologjike që lidhen me vetinë homologjike FPn të moduleve. Përveç
vërtetimeve të pohimeve 1.4.10 dhe 1.4.11 të cilat janë të autores, gjithçka tjetër
mund të gjendet tek [10], [21], [30], [42], [45] dhe [47].

Rezultatet origjinale të autores ndodhen tek kapitujt 2,3,4 dhe 5 përveç §4.1 ku je-
pen njohuri hyrëse nga pretufat dhe riparaqitjet e gjysmëgrupeve inversivë me anën
e simetrive të pjesshme të një pretufe dhe që gjenden tek [39] dhe [55], si edhe të
§5.1 ku përshkruhen disa rezultate të Mitchell tek [50] që kanë të bëjnë me unazën e
incidencës së një sistemi reduktimi dhe një rezultat i Isbell nga [22] për ekzaktësinë e
funktorit kolimit. Gjithashtu në këtë paragraf gjenden pa vërtetim disa pohime të [20]
që nevojiten në vërtetimin e pohimeve të kapitullit.
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Abstrakt: Në kapitullin e dytë ne provojmë se një monoid inversiv S është i tipit FP∞ vetëm kur

përmban një idempotent minimal dhe kur grupi i imazhit maksimal të S-së është po ashtu i tipit

FP∞. Lidhur me konditën bi-FP∞, ne provojmë ndër të tjera se nëse një monoid i Klifordit është

i tipit bi-FP∞, atëherë ai përmban një numër të fundëm idempotentësh dhe grupi i imazhit të tij

maksimal është po ashtu i tipit bi-FP∞. Gjithashtu provojmë se nëse një monoid S përmban një ideal

plotësisht të thjeshtë I me njësh, atëherë S është i tipit bi-FP∞ vetëm në qoftë se I dhe filteri S \ I
janë të tipit bi-FP∞. Ky pohim tregon se kondita bi-FP∞ është më e natyrshme se ajo FP∞. Në ka-

pitujt e tretë dhe të katërt ne studiojmë dy kategori të veçanta që i shoqërohen një monoidi inversiv

S, kategorinë e pjestimit D(S) dhe atë të S-pretufave. Lidhur me to, ne tregojmë se S-pretufat janë

izomorfe me AbD(S) duke marrë si rrjedhim i kësaj ekzistencën e një izomorfizmi midis grupeve të

kohomologjisë sipas Lausch të S dhe atyre sipas Renault. Gjithashtu vërtetojmë se për rastin kur S

ka një numër të fundëm idempotentësh, ka vend një analoge e kriterit Bieri-Eckmann për funktorët

nga kategoria AbD(S) gjë që na lejon të gjejmë një lidhje midis konditës FP∞ për D(S) me atë

për S-në. Në kapitullin e pestë ne japim një karakterizim algjebrik për një sistem reduktimi (A,→)

që të jetë Noterian në terma të unazës së incidencës [ZA] të sistemit si dhe një tjetër karakterizim

algjebrik për një sistem reduktimi që të jetë konfluent në terma të sheshtësisë së një moduli që lind

nga sistemi.

Fjalë kyçe: Monoid inversiv, ideal, grup i imazhit maksimal, grupet e kohomologjisë, kondita funds-

hmërie FP∞, kriteri Bieri-Eckmann, pretufa, sistem reduktimi, konfluencë, Noterian.

Abstract: In the second chapter we prove that an inverse monoid S is of type FP∞ if and only if it

contains a minimal idempotent and the maximum group image of S is again of type FP∞. Regarding

the condition bi-FP∞, we prove among other things that if a Clifford monoid is of type bi-FP∞,

then it contains finitely many idempotents and its maximum group image is of type bi-FP∞. Also we

prove that if a monoid S contains a completely prime ideal I which has a unit element, then S is of

type bi-FP∞ if and only if I and the corresponding filter S \ I are both of type bi-FP∞. This makes

bi-FP∞ condition a more natural finiteness condition than FP∞. In the third and fourth chapters

we study two particular categories associated to an inverse monoid S, the division category D(S)

and that of S-presheaves. Related to these categories we prove that S-presheaves are isomorphic to

AbD(S) and obtain as a corollary of this the existence of an isomorphism between the cohomology

groups after Lausch of S and those of Renault. We also prove that when S has finitely many idem-

potents, an analogue of the Bieri-Eckmann criteria for functors from AbD(S) holds true, and use

this to relate the condition FP∞ for D(S) to that of S. In the fifth chapter we give an algebraic

characterization for a reduction system (A,→) to be Noetherian in terms of its incidence ring [ZA]

and another algebraic characterization for a reduction system to be confluent in terms of the flatness

of the a module arising from the system.

Key words: Inverse monoid, ideal, maximal group image, cohomology groups, finiteness condition

FP∞, Bieri-Eckmann criteria, presheaves, reduction system, confluent, Noetherian.
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Hyrje

Qëllimi i kësaj teze është të hedhë më tej dritë mbi kohomologjinë e disa sisteme-
ve algjebrikë të veçantë siç janë monoidët në përgjithësi apo monoidët inversivë në
veçanti, si edhe të sistemeve të reduktimit me anën e të cilave paraqiten monoidët.
Tri janë drejtimet në të cilat jemi përqëndruar.
Drejtimi i parë: Studimi i konditave të tipit FPn për monoidët inversivë. Së pa-
ri kujtojmë se një monoid S (jo domosdoshmërisht inversiv) do të quhet i tipit
majtas-FPn (n ≥ 0) në qoftë se ekziston një rezolucion projektiv i tipit të fundëm
Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Z→ 0 në ZS-Mod. S do të quhet i tipit majtas-FP∞ në
qoftë se është i tipit majtas-FPn për çdo n ≥ 0. Duali i këtij përkufizimi për konditën
djathtas-FPn do të kërkonte ekzistencën e një rezolucioni të ngjashëm në Mod-ZS.
Në fakt, siç është treguar tek [16], këto dy nocione përputhen për monoidët inversivë,
kështu që sa herë që themi FPn për ta, do të nënkuptojmë majtas-FPn, perveç rasteve
të veçanta në të cilat do të vihet paraprakisht në dukje se me çfarë modulesh jemi
duke u marrë. Kondita FPn për monoidët inversivë është përgjithësim i të qënit të
tyre me përftim të fundëm pasi është treguar tek [32] se të qënit FP1 të një monoidi
inversiv S është ekuivalente me të qënit e S-së me përftim të fundëm. Interesi kryesor
në studimin e monidëve FPn qëndron në faktin që të qënit FPn është rrjedhim i faktit
që monoidi jepet nga një sistem reduktimi konfluent dhe përfundues. Ndonëse dy ve-
titë e fundit nuk janë ekuivalente me atë FPn, shpresohet nga kërkuesit në këtë fushë
që kjo e fundit së bashku me ndonjë veti po të natyrës homologjike të ekuivalento-
het me dy vetitë e sipërpërmendura gjë që do të përbënte një arritje të rëndësishme
në këtë fushë. Duhet theksuar se studimi i vetive homologjike të monoidëve është
shumë më i vështirë se ai i grupeve ndaj do të ishte e arsyeshme që problemi i stu-
dimit të kohomologjisë së një monoidi të sillej në atë të studimit të kohomologjisë
së ndonjë grupi apo familje grupesh që i shoqërohen atij monoidi. Për herë të parë
një përqasje e tillë është adaptuar nga Gray dhe Pride tek [15] të cilët tregojnë që
një monoid i Klifordit S është i tipit FPn vetëm kur S përmban një idempotent
minimal e dhe nëngrupi maksimal i S që përmban e është i tipit FPn. Për klasën
më të gjërë të gjysmëgrupeve inversivë, ata tregojnë nën supozimin që gjysmëgrupi
përmban një idempotent minimal, që është i tipit FPn vetëm kur nëngrupi i tij mak-
simal që përmban këtë idempotent është i të njëjtit tip. Ideja jonë për të studiuar
kohomologjinë e monoidëve inversivë nëpërmjet grupeve është paksa e ndryshme nga
ajo e [15]. Në vend të H-klasave të Grinit të monoidit inversiv S, ne konsiderojmë
grupin G të imazhit maksimal të S-së që me përkufizim është S/σ ku σ është kon-
gruenca në S e përbërë nga çiftet (s, t) të tilla që ekziston një idempotent e ∈ S i
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tillë që se = te. Lidhur me këtë ne kemi treguar në teoremën 2.3.1 se S është i tipit
FP∞, atëherë dhe vetëm atëherë kur S përmban një idempotent minimal dhe G është
i tipit FP∞. Aparati që përdorim për vërtetimin e teoremës është disi i sofistikuar dhe

shfytëzon ekzistencën e një bashkëngjitje funktorësh AbZG
J∗ // AbZS
J̃

oo ku J̃ është i

bashkëngjitur i majtë i J∗. Kjo së bashku me disa fakte të tjera që lidhen me natyrën
e monoidit, na mundëson të vërtetojmë në teoremën 2.2.2 ekzistencën e izomorfizmit
ExtnZG(Z,M) ∼= ExtnZS(Z,J∗M). Ky izomorfizëm është përdorur më tej së bashku me
kriterin Bieri-Eckmann për konditën FP∞ për të përfunduar vërtetimin. Vëmendje të
veçantë i është kushtuar dhe dimensionit kohomologjik të një monoidi inversiv. Është
treguar në pohimin 2.2.3 se sa herë një monoid inversiv S përmban një idempotent
minimal, dimensioni i tij kohomologjik përputhet me atë të grupit të imazhit maksimal
të tij. Interesant është edhe rrjedhimi 2.2.4 i ketij pohimi i cili pohon se dimensioni
kohomologjik i një monoidi të lirë të Klifordit është një. Ky rezultat është i ngjashëm
me atë të teoremës 4.5 tek [13] dhe tregon që monoidët e lirë të Klifordit janë mi-
dis kandidatëve të tjerë për të provuar një analoge të teoremës së Stalling-Swan për
gjysmëgrupet inversivë me anë të kohomologjisë së Eilenberg-Mac Lane. Kujtojmë
që teorema Stalling-Swan pohon se një grup e ka dimensionin e kohomologjisë një
vetëm kur ai është i lirë. Përqasja jonë e studimit të monoidëve inversivë me anën
e grupit të vet të imazhit maksimal na çoi në futjen e një koncepti të ri të indeksit
për gjysmëgrupet inversivë të ndryshëm nga indeksi i Grinit i diskutuar psh tek [12]
dhe [14]. Konkrektisht, themi se një nëngjysmëgrup i plotë H i një monoidi inversiv
S është me indeks të fundëm në S në qoftë se grupi i imazhit maksimal të H ka indeks
të fundëm në grupin e imazhit maksimal të S. Duket se ky përkufizim është adekuat
pasi duke përdorur rezultatin e teoremës 2.3.1 ne vërtetojmë në pohimin 2.3.4 se në
qoftë se S është një monoid inversiv dhe H një nëngjysmëgrup me indeks të fundëm
në S, atëherë S është i tipit FP∞ vetëm kur H është i të njëjtit tip, pohim i cili ka
analogun e vet në kohomologjinë e grupeve.
Më tej ne shqyrtojmë konditën bi-FPn për monoidët e Klifordit të cilët janë mo-
noidë inversivë idempotentët e të cilëve janë qëndrorë. Kujtojmë që një monoid S
është i tipit bi-FPn (n ≥ 0) kur ekziston një rezolucion projektiv i tipit të fundëm
Pn → Pn−1 → · · · → P0 → ZS → 0 në ZSe-Mod ku ZSe është shënimi i shkurtuar
për algjebrën mbështjellëse ZS⊗ZZSopp të unazës monoidale ZS. Sikurse më parë, S
do të quhet i tipit bi-FP∞ kur është bi-FPn për çdo n ≥ 0. Kjo konditë fundshmërie
është futur për herë të parë nga Otto dhe Kobayashi tek [45] ku mes të tjerash është
treguar se bi-FPn sjell majtas/djathtas-FPn. Ndërkaq, Kobayshi ka dhënë tek [32]
shembullin e një monoidi i cili është i tipit majtas dhe djathtas-FP∞ por që nuk është
bi-FP∞. Ky është monoidi L = {1, c1, ..., cn, ...}, me njësh 1 ku ci · cj = cmin{i,j} për
çdo i, j ∈ N. Lidhur me këtë konditë ne tregojmë në teoremën 2.4.3 se në qoftë se
S është një monoid i Klifordit i tipit bi-FP∞, atëherë ai përmban numër të fundëm
idempotentësh dhe grupi i vet i imazhit maksimal G është i tipit bi-FP∞. Ndërkaq
mbetet problem i hapur vërtetimi i të anasjellës. Megjithatë, në rastin e zinxhirëve të
grupeve, dmth të monoidëve inversivë semilatisa e të cilëve formon një zinxhir, kemi
rrjedhimin 2.6.4 i cili pohon se një zinxhir grupesh S është i tipit bi-FP∞ vetëm kur
|E| < ∞ dhe për çdo e ∈ E, H-klasa e Grinit He është e tipit bi-FP∞. Duhet thek-
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suar se ky rezultat është rrjedhim i një pohimi më të përgjithshëm, atij të teoremës
2.6.3 që pohon se në qoftë se S është një monoid, I 6= S një ideal plotësisht i thjeshtë
me njësh dhe N filteri korrespondues, atëherë S është i tipit bi-FP∞, vetëm kur I
dhe N janë të tipit bi-FP∞. Përveç rrjedhojës së mësipërme, ky pohim tregon edhe se
kondita bi-FP∞ është më e natyrshme se ajo FP∞. Po e shpjegojmë më poshtë këtë
gjë. Pohimi 3.1 i [33] tregon se në qoftë se një monoid S ka zero, atëherë ai është i
tipit majtas dhe djathtas-FP∞. Një konsekuencë e pakëndshme e kësaj është se nëse
një monoidi M pa zero i cili nuk është i tipit majtas apo djathtas-FP∞, i shtojmë
artificialisht një element zero, përftojmë një monoid të ri S i cili do të jetë me pat-
jetër majtas dhe djathtas-FP∞. Teorema jonë 2.6.3 në fakt tregon se kjo anomali nuk
ndodh me konditën bi-FP∞ pasi nëse një monoidi M pa zero jo të tipit bi-FP∞ i
shtojmë një zero, formohet një monoid S që ka si ideal plotësisht të thjeshtë me njësh
zeron e shtuar dhe për filtër ka M . Është e qartë nga teorema se S s’mund të jetë
bi-FP∞ pasi M nuk është i tillë.
Një tjetër konditë homologjike për monoidët është ajo dobësisht-bi-FPn. Një monoid
S do të quhet i tipit dobësisht-bi-FPn (n ≥ 0) kur ekziston një rezolucion projektiv
i tipit të fundëm Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Z → 0 në ZSe-Mod. Monoidi S do të
quhet i tipit dobësisht-bi-FP∞ kur është dobësisht-bi-FPn për çdo n ≥ 0. Kjo konditë
është futur nga Alonso dhe Hermiller tek [2] dhe është treguar nga Pride tek [57]
se të qënit e S dobësisht-bi-FP∞ është ekuivalente me të qënit njëherazi majtas dhe
djathtas-FPn. Në teoremën 2.5.1 ne vërtetojmë se në qoftë se S është një gjysmëgrup
dhe L një ideal me njësh i S-së, atëherë S është e tipit dobësisht bi-FP∞ vetëm kur
L është i po atij tipi. Ky rezultat ka si analog të vetin teoremën 3 të [15] e cila
formulohet si teorema jonë por që ka në formulim konditën majtas FPn në vend të
asaj dobësisht bi-FP∞. Theksojmë se në vërtetimin e teoremës 2.5.1 si edhe të asaj
2.6.3 është përdorur një rezultat themelor i Adams dhe Rieffel tek [1]. Në një situatë
të ngjashme me tonën, Adams dhe Rieffel gjejnë një izomorfizëm midis grupeve të
kohomologjive të gjysmëgrupit dhe idealit të tij, i cili së bashku me kriterin Bieri-
Eckmann na mundëson vërtetimin e rezultateve tona. Një rrjedhim për monoidët e
Klifordit është ai 2.5.3 i cili pohon se një monoid S i Klifordit është i tipit dobësisht
bi-FP∞ vetëm kur përmban një idempotent minimal ε dhe H-klasa e Grinit Hε është
e tipit dobësisht bi-FP∞.
Drejtimi i dytë. Studimi i kohomologjisë së strukturave që i shoqërohen një mo-
noidi inversiv. Për të ndjekur këtë drejtim kemi pasur një motivim kryesor. Krahas
kohomologjisë së Eilenberg-MacLane-it që ne kemi marrë në konsideratë në këtë tezë,
ekzistojnë edhe dy lloje të tjera kohomologjish, ajo sipas Lausch dhe Loganathan, dhe
ajo sipas Renault. Nuk do të ndalemi këtu për të përshkruar hollësisht secilën pasi kjo
do të bëhet në kapitujt përkatës, por do të tregojmë se në cilat kategori i kanë koefi-
cientët këto kohomologji me qëllim që ti japim kuptim rezultateve tona të kapitujve
3 dhe 4. Së pari, kohomologjia sipas Lausch dhe Loganathan e një monoidi inversiv
S është përcaktuar në kategorinë funktoriale AbD(S) ku D(S) është kategoria që ka
për objekte idempotentët e S dhe morfizmat e→ f janë treshet (e, x, x′) ku x′ është i
anasjelli i x dhe e ≥ xx′, x′x = f . Grupet në fjalë të kohomologjisë jepen nga barazi-
met Hn(D(S), A) = ExtnD(S)(∆Z, A) për çdo n ≥ 0 dhe çdo A ∈ AbD(S). Loganathan
provoi në [43], pohimi 3.6 që për çdo G-modul në sensin e zakonshëm ka një izomor-
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fizëm kanonik Hn(G,A) = Hn(D(S), D(π)∗A), ku D(π)∗ : Mod(G) → Mod(D(S))
është funktori i induktuar nga projeksioni natyral π : S → G. Fakti që ky rezultat
është analog me rezultatin tonë të teoremës 2.2.2, na shtyu natyrshëm të shohim se
si lidhen konditat FPn për D(S) dhe S me njëra-tjetrën. Kujtojmë nga [17] se një
kategori D do të quhet e tipit FPn në qoftë se ekziston një rezolucion projektiv i tipit
të fundëm Pn → Pn−1 → ··· → P0 → ∆Z→ 0 në AbD ku ∆Z është funktori konstant
në Z. Si fillim vërtetuam në teoremën 3.2.2 kriterin Bieri-Eckmann për një kategori të
vogël aditive D me një numër të fundëm objektesh që është: në qoftë se D është një
kategori e vogël aditive me një numër të fundëm objektesh, M një D-modul dhe n ≥ 0,
atëherë pohimet e mëposhtme janë ekuivalente: (i) ExtkD(M, •) është i vazhdueshëm në
zero për çdo k ≤ n; (ii) M është i tipit FPn. Duke përdorur këtë kriter, izomorfizmin
e pohimit 3.6 të [43] dhe teoremën 2.3.1, vërtetuam pohimin 3.3.1 që pohon se në
qoftë se S është një monoid inversiv me një numër të fundëm idempotentësh i tillë
që kategoria e pjestimit D(S) është e tipit FPn për ndonjë n ≥ 0, atëherë monoidi S
është i të njëjtit tip. Mbeten të hapura dy probleme. Së pari, a mund të hiqet dorë
nga kufizimi për të pasur një numër të fundëm idempotentësh? Vërejmë se ky kusht
përdoret në vërtetimin e lemës 3.2.1 që i paraprin vërtetimit te kriterit. Së dyti, a ka
vend i anasjelli i pohimit 3.3.1? Në fakt ky është pjesë i një problemi më të madh të
hapur, atij të krahasimit direkt të dy kohomologjive, asaj të Eilenberg-MacLane me
kohomologjinë e Lausch-Loganathan.
Kapitulli i katërt i kushtohet krahasimit të kohomologjisë së Renault dhe asaj të
Lausch-Loganathan. Sikurse e thamë, koeficientët në përcaktimin e kohomologjisë së
Lausch-Loganathan janë D(S)-module kurse ato të përcaktimit të kohomologjisë si-
pas Renault janë S-pretufat e cila është kategoria që ka për objekte riparaqitjet e
S me anë të simetrive të pjesshme të pretufave të grupeve abelianë mbi E(S) dhe
morfizmat ndërmjet dy riparaqitjeve α : S → T (X) dhe β : S → T (Y ) janë morfiz-
ma S-modulesh τ : X → Y ndërmjet S-moduleve korrespondues të tillë që ∀s ∈ S,
τ(α(s)(x)) = β(s)(τ(x)). Ideja për të krahasuar dy kohomologjitë merr shtysë nga
teoremat 1.1 dhe 1.2 të [35] të cilat sigurojnë se ka vetëm një funktor kohomologjie
me burim një kategori abeliane dhe me fund Ab. Në këto kushte, po të tregojmë
se S-pretufat është izomorfe me AbD(S), kemi mbaruar punë. Kjo arrihet në dy eta-
pa. Së pari tregohet në teoremën 4.2.5 se S-pretufat është izomorfe me AbP (S) ku
P (S) herësi i P(S) sipas kongruencës mbi hom-setet e P(S) të gjeneruar nga çiftet
(e, s) ∼ (e, es) dhe (e, e) ∼ ide dhe P(S) është kategoria që ka si objekte idempotentët
E të S dhe morfizmat e → f janë çifte (e, s) ∈ E × S të tilla që f = s−1es, ndërsa
kompozimi jepet nga (s−1es, t)(e, s) = (e, st). Së dyti, tregohet në pohimin 4.2.6 se
P (S) = D(S) dhe kjo së bashku me teoremat 1.1 dhe 1.2 të [35] sjellin rezultatin
e rrjedhimit 4.2.7 që pohon se grupet e kohomologjisë të një gjysmëgrupi inversiv të
përcaktuara nga Lausch janë izomorfe me ato të përcaktuara nga Renault.
Drejtimi i tretë. Interpretimi algjebrik i nocionit të konfluencës dhe një diskutim për
λ-konfluencën në grupe. Konfluenca është një nocion bazë dhe shumë i rëndësishëm
në teorinë e sistemeve të reduktimit. Nga pikpamja e algjebristit, do të ishte e
dëshirueshme të gjendeshin kushte të nevojshme dhe të mjaftueshme (mundësisht
të natyrës algjebrike) nën të cilat një monoid jepet nga një sistem reduktimi konflu-
ent. Dihet se sa herë një monoid jepet nga një paraqitje e fundme sistemi i reduktimit
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të së cilës është konfluent dhe përfundues, atëherë monoidi është i tipit bi-FP∞, fakt
ky i vërtetuar nga Kobayashi tek [31] dhe Pasku tek [53]. Fatkeqësisht e anasjella nuk
është e vërtetë megjithëse përpjektjet vazhdojnë ende për të kuptuar se në ç’mënyrë
të qënit konfluente e paraqitjes së një monoidi influencon vetitë algjebrike të mo-
noidit. Në kapitullin e pestë ne kemi ndërmarrë një hap fillestar në këtë përpjektje
duke u munduar të shprehim algjebrikisht nocionin e konfluencës me qëllim që ta
përdorim më tej këtë interpretim për të diskutuar në terma algjebrikë problemin e
λ-konfluencën në grupe. Për tja arritur kësaj, kemi përdorur disa rezultate të Mit-
chell dhe Isbell tek [50] dhe [22] që kanë të bëjnë me vetitë homologjike të unazës së
incidencës së një kategorie të vogël aditive si dhe me ekzaktësinë e funktorit kolimit.
Po shpjegojmë së pari se çfarë është unaza e incidencës e një kategorie aditive. Sa
herë është dhënë një kategori e vogël aditive C ndërtojmë një unazë unitare [C] bas-
hkësia korresponduese e të cilës është bashkësia e |C| × |C| matricave të trajtës [αp,q]
ku αp,q ∈ C(p, q) dhe çdo rresht dhe kolonë ka një numër të fundëm elementësh të
ndryshëm nga zero. Veprimet e mbledhjes dhe të shumëzimit në [C] përcaktohen duke
përdorur mbledhjen dhe kompozimin në C në këtë mënyrë: [αp,q]+ [βp,q] = [αp,q +βp,q]
dhe [αp,q] · [βp,q] = [γa,b] ku γa,b =

∑
c∈|C|

αa,c · βc,b. Është treguar në teoremat 7.1 dhe

7.1* të [50] që kategoria e moduleve të djathtë Ab[C] lidhet me kategorinë e funktorëve

kovariantë aditivë AbC me anë të funktorëve ekzaktë Ab[C] T // AbC
R, S

oo ku R dhe S

janë përkatësisht të bashkëngjitur të djathtë dhe të majtë për T . Ngjashmërisht, për

rastin kontravariant ekzistojnë çiftet e të bashkëngjiturve Ab[C]∗ T ∗ // AbC
∗

R∗, S∗
oo . Duke

përdorur bashkëngjitjet e mësipërme, është treguar që për çdo F ∈ AbC dhe G ∈ AbC∗

ekziston një ekuivalencë natyrale S∗G ⊗[C]∗ SF ' G ⊗C∗ F . Nga ana tjetër, në arti-
kullin [22] të Isbell dhe Mitchell është provuar që kategoritë C për të cilat funktori
kolimit Lim−−→C : AbC → Ab është ekzakt, janë pikërisht ato kategori afinizimi i të cilave
aff C ka komponentë të filtruar. Të gjitha sa thamë ne i sjellim së toku për të karak-
terizuar algjebrikisht konfluencën në mënyrën e mëposhtme. Për një sistem reduktimi
(A,→) të dhënë shënojmë me FΓA kategorinë e lirë të përftuar nga grafi i reduktimit
ΓA i sistemit dhe me A herësin FΓA/ ∼ ku ∼ është kongruenca e gjeneruar nga të
gjitha çiftet (α, β) ku α, β ∈ FΓA(a, b) dhe a, b variojnë në A. Vërejmë se të thuash
që (A,→) është konfluent është njësoj si të thuash që aff A i ka komponentët e lidhur
të filtruar, atëherë në vend që të shohim direkt për konfluencën e (A,→), duhet të
shohim për konditat nën të cilat aff A i ka komponentët e filtruar. Duke përdorur
bashkëngjitjet e gjetura nga Mitchell në rastin e kategorive AbA dhe Ab[A] si edhe
ekuivalencën natyrale që rrjedh prej tyre, kemi mundur të vërtetojmë në teoremën
5.3.1 se një sistem reduktimi (A,→) është konfluent vetëm kur S∗∆Z është një [ZA]∗

modul i sheshtë, ku ∆Z është funktori konstant në Z mbi ZA∗.
Një problem i cili ka tërhequr vëmendje vitet e fundit është ai i λ-konfluencës në
grupet dhe që shtrohet si më poshtë. Le të jetë P = 〈x, r〉 një paraqitje monoidi për
një grup G dhe le të jetë (Pg,→g) sistemi e reduktimit që i korrespondon elementit
g ∈ G. Shtrohet pyetja, nëse sistemi (Pe,→e) është konfluent, a është i tillë edhe ai
(Pg,→g) për çdo g ∈ G? Ne nuk kemi qënë në gjendje ta vërtetojmë apo ta hedhim
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poshtë këtë hamendje, por duke përdorur rezultatin e teoremës 5.3.1, kemi gjetur se
për ç’kusht të nevojshëm dhe të mjaftueshëm të natyrës homologjike ndodh kjo në
rastin kur (Pe,→e) është konfluent dhe përfundues. Konkretisht, në pohimin 5.4.1
kemi vërtetuar se po të jetë P = 〈x, r〉 një paraqitje monoidi e një grupi G e tillë që
sistemi i reduktimit (Pe,→e) është i plotë, atëherë për çdo g ∈ G, (Pg,→g) është kon-
fluent vetëm kur ekziston v ∈ Ig i tillë që (ϕv)S

∗
e∆Z ∼= S∗g∆Z ku me Ig kemi shënuar

të gjithë të pareduktueshmit e sistemit Pg. Në këtë mënyrë vërtetimi i konfluencës
kthehet në vërtetimit të një izomorfizmi.
Meqënëse një pjesë e mirë e tezës përdor limitet, kolimitet, funktorët e bashkëngjitur,
zgjerimet e Kanit si dhe çështje të Algjebrës Homologjike që lidhen me to siç janë kon-
ditat FPn dhe kriteri Bieri-Eckmann, funktori i ndryshimit të unazës dhe dimensioni
kohomologjik, ne vendosëm që të kemi një kapitull hyrës të zgjeruar ku të përfshijmë
të gjitha këto në mënyrë sa më të plotë me qëllim që leximi i pjesës tjetër të tezës të
jetë sa më i kuptueshëm.
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Kapitulli 1

Njohuri hyrëse

1.1 Limitet dhe kolimitet e funktorëve

Le të jenë dhënë J dhe C dy kategori dhe F : J → C një funktor kovariant. Për
çdo objekt L ∈ C të fiksuar, shënojmë me LJ : J → C funktorin konstant në L,
domethënë që LJ (j) = L për çdo j ∈ J dhe që LJ (α) = 1L për çdo shigjetë α
të J -së. Me përkufizim çdo transformim natyral i LJ në F do të quhet kon nga
objekti (kulmi) L tek baza F . Në qoftë se C është një tjetër objekt i fiksuar i C dhe
f : C → L, atëherë morfizmi f indukton një transformim natyral fJ : CJ → LJ .
Familja përkatëse e shigjetave që përcakton këtë transformim do të përbëhet nga
vetëm një e tillë, pikërisht shigjeta f .

Përkufizim 1.1.1 Do të quajmë limit të funktorit F çiftin (L, λ) ku L ∈ C dhe
λ : LJ → F është një transformim natyral i quajtur kon limit që kënaq vetinë
universale të mëposhtme: për çdo transformim natyral (kon) ξ : CJ → F , ekziston
vetëm një morfizëm f : C → L i tillë që ξ = λfJ . Zakonisht objekti L shënohet me
simbolin Lim←−−(F ).

Pohim 1.1.2 Në qoftë se funktori F : J → C ka limit çiftin (L, λ), atëherë L është
unik me afërsinë e izomorfizmit.

Vërtetim. Vërtetimi bazohet në vetinë universale të limitit. Në qoftë se (L′, λ′)
është një tjetër limit për F , atëherë ekziston shigjeta f : L′ → L e tillë që λ′ = λf .
Po të zbatojmë edhe njëherë vetinë universale të L′ lidhur me L, gjendet shigjeta
g : L → L′ e tillë që λ = λ′g. Nga dy barazimet e fundit marrim λ′ = λ′gf dhe nga
vetia universale e L′ lidhur me vetveten kemi që gf = 1L′ . Në mënyrë të ngjashme
mund të përftohet barazimi fg = 1L që tregon se objektet L dhe L′ janë izomorfe.

Shëmbull 1.1.3 Le të jetë J një kategori diskrete, domethënë që perveç objekteve
dhe morfizmave njësha tek çdo objekt, nuk ka morfizma të tjerë. Do të tregojmë se
ekziston limiti i çdo funktori F : J → R-Mod dhe se Lim←−−(F ) =

∏
i∈J

F (i). Së pari është

e qartë që projeksionet πi :
∏
i∈J

F (i)→ F (i) luajnë rolin e një transfomimi natyral nga
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(∏
i∈J

F (i)

)
J

tek F . Në qoftë se ξ : AJ → F është një transformim natyral, ky mund

të identifikohet me një familje morfizmash ξi : A→ F (i) për çdo i ∈ J . Përcaktojmë
tani pasqyrimin f : A→

∏
i∈J

F (i) të tillë që për çdo a ∈ A, f(a) = (ξi(a))i∈J . Shihet

se πf = ξ pasi për çdo i ∈ J , kemi që ξi(a) = πi(f(a)). Nga ana tjetër mund të
shihet lehtësisht se pasqyrimi f i përcaktuar më lart është i vetmi që kënaq barazimin
πf = ξ rrjedhimisht çifti (

∏
i∈J

F (i), πi) është limiti i kërkuar.

Mund të ndërtohen shembuj të ngjashëm me të mësipërmin, psh. në Set ekziston
limiti i një funktori F me fillim një kategori diskrete J dhe është pikërisht produkti
i drejtë

∏
i∈J

F (i). Këta shembuj dhe të tjerë të ngjashëm me ta na motivojnë të futim

një kuptim të ri. Në qoftë se {Ci|i ∈ J } është një familje objektesh në një kategori C,
atëherë produkt të Ci-ve në C do të quajmë limitin, në qoftë se ekziston, të funktorit
F : J → C që çdo objekti i të kategorisë diskrete J i lidh objektin Ci të familjes në
shqyrtim. Pra produktet janë rast i veçantë i limiteve. Veçantia qëndron në faktin se
kategoria J është diskrete. Që të mos krijohet përshtypja se limitet ekzistojnë vetëm
kur J është diskrete kemi sjellë pohimin e mëposhtëm.

Pohim 1.1.4 Le të jetë J një kategori çfarëdo dhe F : J → R-Mod një funktor
kovariant. Ekziston Lim←−−(F ).

Vërtetim. Shënojmë me P =
∏
i∈J

F (i) dhe si zakonisht me πi : P → F (i) projeksionet

përkatës. Le të jetë tani

L = {(xi)i∈J ∈ P ;F (α)(xi) = xj për çdo shigjetë α : i→ j},

dhe shënojmë me λi = πi|L për çdo i ∈ J . Duke pasur parasysh faktin që F (α) është
homomorfizëm, mund të tregohet lehtë se L është nënmodul i P dhe për më tepër çdo
λi është homomorfizëm. Në qoftë se tani ξ : AJ → F është një transformim natyral,
atëherë çdo ξi është një homomorfizëm dhe f : A → L i tillë që f(a) = (ξi(a))i∈J
është homomorfizëm dhe i vetmi i tillë që λi ◦ f = ξi që tregon se çifti (L, λ) është
limit i F në R-Mod.

Kategoritë për të cilat ekziston në to limiti i çdo funktori kovariant do të quhen
të plota. Porsa pamë se R-Mod është kategori e plotë. Në qoftë se A është një ka-
tegori e plotë dhe J një kategori çfarëdo, atëherë mund të ndërtohet funktori limit
Lim←−− : AJ → A i tillë që F 7→ Lim←−−(F ) ndërsa përcaktimi mbi shigjetat bëhet duke
pasur parasysh vetinë universale të limitit. Në qoftë se J dhe C janë dy kategori,
mund të ndërtohet i ashtëquajturi funktor diagonal ∆ : C → CJ i cili çdo objekti
c ∈ C i lidh funktorin ∆(c) = cJ : J → C që është funktori konstant në objektin
c. Në qoftë se f : c → c′ është shigjetë në C, atëherë ∆(f) : ∆(c) → ∆(c′) është
transformimi natyral që përbëhet vetëm nga komponentja f : c→ c′ në C. Lidhur me
dy funktorët e porsa përcaktuar, në rastin kur si A merret R-Mod, ka vend pohimi
i mëposhtëm.
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Pohim 1.1.5 Funktorët Lim←−− dhe R-ModJ (ZJ , •) : R-ModJ → R-Mod janë na-
tyralisht izomorfë.

Vërtetim. Për çdo F ∈ R-ModJ ndërtojmë pasqyrimin

Ψ : R-ModJ (ZJ , F )→ Lim←−−(F ) të tillë që τ 7→ t

ku t përcaktohet si më poshtë. Meqë ZJ është funktori konstant me vlerë Z, atëherë
duke qënë se Z është grup i lirë abelian, dhënia e familjes {τ(i)|i ∈ J } që përcakton
transformimin τ , është e njëjtë me caktimin për çdo i ∈ J të një elementi τi(1) tek
çdo F (i) të tillë që për çdo shigjetë αi,j : i → j në J të kemi F (αi,j)(τi(1)) = τj(1).
Por siç u pa tek pohimi 1.1.4, ky përcaktim nuk jep gjë tjetër veçse një element të
Lim←−−(F ). Është triviale që Ψ është homomorfizëm grupesh dhe injektiv. Syrjektiviteti
po ashtu bëhet i qartë po të zbatohet një proçes i anasjellë. Natyraliteti në F tregohet
lehtësisht po të kihet parasysh vetia universale e limitit.
Po japim tani një shembull më ekzotik se të mëparshmit i cili do të përdoret në
kapitullin e dytë.

Shëmbull 1.1.6 (Monomorfizmat si limite) Çdo monomorfizëm në kategorinë
R-Mod është limit i një funktori. Le të jetë ι : A→ B një monomorfizëm. Shënojmë
me ν : B → B/ι(A) epimorfizmin kanonik i cili ka për bërthamë pikërisht modulin
ι(A) dhe me θ : B → B/ι(A) homomorfizmin zero. Shënojmë me J =↓↓ kategorinë
që ka dy objekte dhe vetëm dy morfizma të ndryshëm nga morfizmat njësha që janë
paralelë me njëri-tjetrin. Le të jetë F : J → R-Mod funktori që njërin nga dy
morfizmat paralelë e çon tek ν dhe tjetrin tek θ. Është e qartë nga përcaktimi i F -së
që A së bashku me ι formojnë një kon me kulm A dhe bazë F . Ky kon është kon
limit. Vërtet, në qoftë se f : A′ → A është një homomorfizëm i tillë që νf = θf ,
atëherë imf ⊆ ι(A). Tani homomorfizmi ϕ = ι−1f : A′ → A është i vetmi me cilësinë
që ι ◦ ϕ = f prandaj çifti (A, ι) është limiti i F .

Koncepti që do të futim tani është ai dual i limitit. Njëlloj siç bëmë në rastin e
përkufizimit të limitit, do të futim edhe këtu kuptimin dual të konit që është ko-koni
si dhe të ko-konit limit. Ko-kon nga një funktor F : J → C për tek një objekt K ∈ C
është një transformim natyral i F për tek KJ .

Përkufizim 1.1.7 Le të jenë dhënë J dhe C dy kategori dhe F : J → C një
funktor kovariant. Do të quajmë kolimit të F në C çiftin (K,λ) ku K ∈ C dhe
λ : F → KJ një transformim natyral i quajtur ko-kon limit që kënaq vetinë universale
të mëposhtme: për çdo transformim natyral (ko-kon) ξ : F → CJ ekziston vetëm një
shigjetë f : K → C e tillë që fJλ = ξ. Zakonisht kolimitin e shënojmë me simbolin
Lim−−→(F ) ose ndonjëherë me Colim

→
(F ).

Pohim 1.1.8 Në qoftë se funktori F : J → C ka kolimit çiftin (K,λ), atëherë K
është unik me afërsinë e izomorfizmit.

Vërtetim. Le të jetë (K ′, λ′) një tjetër kolimit i funktorit F . Nga vetia universale e
K lidhur me K ′ kemi ekzistencën e një shigjete f : K → K ′ të tillë që fλ = λ′ kurse
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nga vetia universale e K ′ lidhur me K kemi ekzistencën e një shigjete g : K ′ → K
të tillë që gλ′ = λ. Nga dy barazimet marrim gfλ = λ dhe nga vetia universale e K
lidhur me K kemi që gf = 1K . Në mënyrë të ngjashme përftojmë që fg = 1K′ çka
tregon se K ∼= K ′.
Nje shembull me interes është dhe i mëposhtmi.

Shëmbull 1.1.9 Le të jetë (Ai)i∈J një familje objektesh nga R-Mod, pra një familje
modulesh të majtë. Do të tregojmë se kolimiti Lim−−→(F ), ku F është funktori që çdo
objekti i i lidh modulin Ai, ekziston dhe është e ashtëquajtura shumë e drejtë e
moduleve Ai, ose koprodukt i familjes Ai, të cilën e shënojmë me simbolin ⊕

i∈J
Ai dhe

që me përkufizim ka për elemente familjet e indeksuara (ai)i∈J ku ai ∈ Ai për çdo
i ∈ J dhe që janë pothuajse kudo zero. Bashkësia ⊕

i∈J
Ai shndërrohet në modul po

të futim veprimet e mbledhjes dhe të shumëzimit me elemente të R si më poshtë:
(ai)i∈J + (bi)i∈J = (ai + bi)i∈J , dhe r · (ai)i∈J = (r · ai)i∈J për çdo r ∈ R dhe
(ai)i∈J , (bi)i∈J ∈ ⊕

i∈J
Ai. Shënojmë me ιi : Ai → ⊕

i∈J
Ai pasqyrimin që x 7→ ιi(x)

ku ιi(x) është sistemi i indeksuar që në koordinatën me indeks i ka elementin x
dhe në të tjerat ka zero. Kjo familje pasqyrimesh është një familje monomorfizmash
modulesh dhe kënaq vetinë universale të përkufizmit të kolimitit, pra ⊕

i∈J
Ai është

vërtet koprodukti i familjes Ai.

Shembulli i mësiperm është në fakt një aspekt i veçantë i pohimit të mëposhtëm.

Pohim 1.1.10 Le të jetë J një kategori çfarëdo dhe F : J → R-Mod një funktor
kovariant çfarëdo. Ekziston kolimiti Lim−−→(F ) në R-Mod.

Vërtetim. Shënojmë me P = ⊕i∈JF (i) dhe me ιi : F (i) → P injeksionet përkatës.
Shënojmë me K nënmodulin e P të gjeneruar nga të gjithë diferencat ιj(F (α)(x))−
ιi(x) ku α : i → j është shigjetë në J dhe x ∈ F (i) çfarëdo. Le të jetë L = P/K
dhe π : P → L epimorfizmi kanonik përkatës. Do të tregojmë se L = Lim−−→(F ).

Si fillim vërejmë se familja e homomorfizmave λi = π ◦ ιi : F (i) → L është një
transformim natyral i F në LJ . Le të jetë dhënë tani ndonjë transformim natyral ϕ :
F → AJ . Shënojmë ϕ∗ : P → A homomorfizmin e vetëm që ai indukton me kushtin
që ϕ∗ ◦ ιi = ϕi për të gjitha i ∈ J . Nga fakti që ϕ është transformim natyral marrim
që ϕj(F (α)(x)) = ϕi(x) për çdo α : i→ j në J dhe çdo x ∈ F (i). Kjo sjell që Kerϕ∗

përmban K dhe si pasojë ϕ∗ faktorizohet në mënyrë të vetme në trajtën ϕ∗ = ϕ̄ ◦ π.
Homomorfizmi ϕ̄ kënaq vetinë që për çdo i ∈ J , ϕ̄ ◦ λi = ϕ̄ ◦ π ◦ ιi = ϕ∗ ◦ ιi = ϕi që
përfundon vërtetimin.
Kategoritë për të cilat ekziston në to kolimiti i çdo funktori do të quhen kategori të ko-
plota. Ashtu sikurse R-Mod, edhe Ab, Grp dhe Set janë të tilla. Ngjashmërisht me
rastin e limiteve, mund të përcaktojmë edhe në rastin e kolimiteve funktorin kolimit
Lim−−→ : AJ → A sa herë që A është kategori e ko-plotë. Për A = R-Mod ka vend ky
pohim.

Pohim 1.1.11 Funktorët Lim−−→ dhe ZJ ⊗J • : R-ModJ
∗ → R-Mod janë natyralisht

izomorfë.
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Vërtetim. Para se të kalojme tek vërtetimi i pohimit, kujtojmë nga Algjebra Ho-
mologjike se në qoftë se F ∈ R-ModJ dhe G ∈ R-ModJ

∗
, atëherë F ⊗J G =(

⊕
i∈J

F (i)⊗Z G(i)

)
/M ku M është nëngrupi i shumës së drejtë i përftuar nga ele-

mentë të formës F (α)(y)⊗Zx−y⊗ZG(α)(x) për çdo y ∈ F (i), x ∈ G(j) dhe α : i→ j.
Në rastin tonë, po të vendosim ZJ në vend të F , nga fakti që Z⊗Z G(i) ∼= G(i) dhe
nga pohimi 1.1.10, duke arsyetuar modulo M nuk përftojmë gjë tjetër veçse modulin
Lim−−→(G). Natyraliteti është i lehtë për t’u treguar.

Më tej po japim shembullin e kobërthamave si kolimite të cilin do ta përdorim në
kapitullin e dytë.

Shëmbull 1.1.12 (Kobërthamat si kolimite) Kujtojmë se në qoftë se

A
f // B

h // C // 0

është varg ekzakt në R-Mod, atëherë h quhet kobërthamë e f dhe shënohet me
h = cokerf . Është e qartë që C ∼= B/imf . Ashtu si tek shembulli 1.1.6 konsiderojmë
të njëjtin funktor F : J → R-Mod. Është e qartë që çifti (C, h) është ko-kon me bazë
F dhe kulm C. Për të treguar se ai është ko-kon limit supozojmë se g : B → D është
një homomorfizëm i tillë që gf = gθ. Por kjo sjell që imf ⊆ kerg dhe rrjedhimisht
kemi një homomorfizëm g̃ : B/imf → D të induktuar që plotëson kushtin g̃ ◦ h = g.
Ky është qartësisht unik me këtë cilësi.

Shembulli i mëposhtëm tregon se ngjashmërisht me monomorfizmat për të cilat pamë
se ishin limite, epimorfizmat do të jenë kolimite.

Shëmbull 1.1.13 (Epimorfizmat si kolimite) Çdo epimorfizëm në R-Mod është
kolimit i një funktori. Vërtetimin e këtij fakti nuk po e bëjmë pasi ai është dual i atij
të shembullit 1.1.6.

1.2 Funktorët e bashkëngjitur

Në algjebrën homologjike me interes janë ata funktorë të cilët ruajnë limitet apo ko-
limitet pasi me ta lidhen kondita fundshmërie për modulet siç është për shembull ajo
FP∞ që është fuqizim i të qënit të modulit me paraqitje të fundme. Në përfundim të
këtij paragrafi ne do të japim kushte të mjaftueshme për një funktor që ai të ruajë
limitet dhe kolimitet. Këto kushte kanë të bëjnë me të ashtëquajturat çifte të bas-
hkëngjitura funktorësh. Para se të japim përkufizimin e funktorëve të bashkëngjitur,
po japim dy shembuj që jo vetëm motivojnë dhënien e përkufizimit por edhe e bëjnë
më të lehtë të kuptuarit e tij.
[i.] Shqyrtojmë situatën e mëposhtme

Set
V //VctK
U

oo
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ku me VctK kemi shënuar kategorinë e hapësirave lineare mbi një fushë K, U është
funktori harraq dhe V është funktori që çdo bashkësie X i lidh hapësirën lineare
V (X) me bazë X. Dihet nga teoria e hapësirave lineare që çdo pasqyrim g : X →
U(W ) zgjerohet në mënyrë të vetme në një transformim linear f : V (X) → W .
Korrespondenca ψ : g 7→ f ka pasqyrim të anasjellë ϕ : f 7→ f |X , ku f |X është
ngushtimi i f në bazën X. Në këtë mënyrë kemi bijeksionin e mëposhtëm

ϕ : VctK(V (X),W ) ∼= Set(X,U(W )).

Ky pasqyrim është natyral në të dy variablat. Për variablin e parë kjo do të thotë se
për çdo pasqyrim h : X ′ → X diagrami më poshtë është komutativ

VctK(V (X),W )

VctK(V h,W )

��

ϕ // Set(X,U(W ))

Set(h,U(W ))

��
VctK(V (X ′),W )

ϕ // Set(X ′, U(W )),

pasi h∗g = g ◦ h. Njëlloj përkufizohet dhe vërtetohet edhe natyraliteti në variablin e
dytë.

[ii.] Në kategorinë Set çdo pasqyrim g : S × T → R i dy variablave mund të konside-
rohet si një pasqyrim ϕg : S → Hom(T,R) i një variabli në S me vlera pasqyrime të
një variabli në T . Në mënyrë eksplicite ai është përcaktuar si vijon: [(ϕg)s]t = g(s, t)
për të gjitha s, t ∈ S × T . Nga sa thamë kemi një bijeksion

ϕ : Hom(S × T,R) ∼= Hom(S,Hom(T,R))

i cili është natyral në të tri variablat. Në qoftë se mbajmë T të fiksuar dhe përcaktojmë
funktorët F,G : Set→ Set të tillë që F (S) = S×T dhe G(R) = Hom(T,R), atëherë
bijeksioni më sipër merr formën

Hom(F (S), R) ∼= Hom(S,G(R))

për të cilin mund të provohet lehtësisht se është natyral në të dy variablat S dhe R.
Kalojmë tani në dhënien e përkufizimit formal.

Përkufizim 1.2.1 Le të jenë A dhe X dy kategori. Bashkëngjitje e X në A është një
treshe 〈F,G, ϕ〉 : X → A ku F dhe G janë funktorë

X
F // A
G
oo

ndërsa ϕ është një bijeksion i cili i lidh çdo çifti objektesh x ∈ X dhe a ∈ A një
bijeksion bashkësish

ϕ = ϕx,a : A(Fx, a) ∼= X(x,Ga) (1.1)

i cili është natyral në x dhe në a. Funktorin F do ta quajmë të bashkëngjitur të majtë
të atij G dhe funktorin G do ta quajmë të bashkëngjitur të djathtë të F -së. Imazhin
ϕ(f) të çdo shigjete f : Fx → a me anën e ϕ-së do ta quajmë të bashkëngjitur të
djathtë të f -së. Anasjellas, imazhin ϕ−1(g) të çdo shigjete g : x → Ga me anën e të
anasjellit ϕ−1 të ϕ do ta quajmë të bashkëngjitur të majtë të g-së.
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Natyraliteti i ϕ-së nënkupton që për çdo k : a→ a′ dhe h : x′ → x të dy diagramat e
mëposhtëm janë ndërrimtarë.

A(Fx, a)

A(Fx,k)

��

ϕ // X(x,Ga)

X(x,Gk)

��
A(Fx, a′)

ϕ // X(x,Ga′)

A(Fx, a)

A(Fh,a)

��

ϕ // X(x,Ga)

X(h,Ga)

��
A(Fx′, a)

ϕ // X(x′, Ga)

Po të zëvendësojmë tek (1.1) Fx në vend të a dhe po të shënojmë me ηx = ϕ(1Fx),
mund të shihet që funksioni x 7→ ηx është një transformim natyral IX → GF sepse
për çdo x, x′ ∈ X dhe për çdo shigjetë h : x′ → x diagrami i mëposhtëm

x′

h

��

ηx′ // GFx′

GFh
��

x
ηx // GFx

është komutativ. Vërtetimi i komutativitetit të këtij diagrami mund të bëhet lehtë
duke ndjekur diagramin e mëposhtëm komutativ.

A(Fx′, Fx′)

ϕ

��

A(Fx′,Fh) // A(Fx′, Fx)

ϕ

��

A(Fx, Fx)

ϕ

��

A(Fh,Fx)oo

X(x′, GFx′)
X(x′,GFh)

// X(x′, GFx) X(x,GFx),
X(h,GFx)
oo

Bijeksioni ϕ mund të shprehet me anën e shigjetave ηx si më poshtë:

ϕ(f) = G(f)ηx për çdo f : Fx→ a; (1.2)

sepse nga natyraliteti i ϕ në variablin e dytë kemi barazimin e mëposhtëm.

ϕ(f) = ϕ(f ◦ 1Fx) = Gf ◦ ϕ1Fx = Gf ◦ ηx.

Llogaritjet më lart bëhen më evidente po qe se vizualizohen duke ndjekur njëshin tek
diagramat e mëposhtëm.

A(Fx, Fx)

A(Fx,f)
��

ϕ // X(x,GFx)

X(x,Gf)

��
A(Fx, a)

ϕ // X(x,Ga)

1

��

// ηx

��
f ◦ 1 // ϕ ◦ f = Gf ◦ ηx

Në mënyrë simetrike me përcaktimin e ηx për çdo x ∈ X, ne mund të përcaktojmë
për çdo a ∈ A një shigjetë εa që ka veti të ngjashme me ηx. Për çdo a ∈ A, shënojmë
me εa = ϕ−1(1Ga). Kjo do të thotë se

εa : FGa→ a, εa = ϕ−1(1Ga), a ∈ A.
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Mund të tregohet lehtësisht se ε është një transformim natyral ε : FG→ IA dhe se

ϕ−1(g) = εa ◦ Fg për çdo g : x→ Ga.

Tani, në qoftë se marrim x = Ga dhe aplikojmë (1.2) sikur në rolin e f të jetë
εa = ϕ−1(1Ga), atëherë do të marrim

1Ga = ϕ(εa) = G(εa) ◦ ηGa.

Kjo do të thotë se transformimi natyral kompozim

G
ηG // GFG Gε // G

është transformimi identik. Të gjitha sa thamë mund të përmblidhen në këtë teoremë.

Teoremë 1.2.2 Çdo bashkëngjitje 〈F,G, ϕ〉 : X → A përcakton:

(i) Një transformim natyral ηx : IX → GF të tillë që për çdo objekt x ∈ X, ηx
është shigjetë universale nga x në G dhe i bashkëngjituri i djathtë i çdo shigjete
f : Fx→ a është shigjeta

ϕf = Gf ◦ ηx : x→ Ga; (1.3)

(ii) Një transformim natyral ε : FG→ IA të tillë që për çdo objekt x ∈ X, εa është
një shigjetë universale nga F në a dhe i bashkëngjituri i majtë i çdo shigjete
g : x→ Ga është shigjeta

ϕ−1g = εa ◦ Fg : Fx→ a. (1.4)

Për më tepër, kompozimet e mëposhtme janë përkatësisht transformimet identike në
G dhe në F

G
ηG // GFG Gε // G, F

Fη // FGF εF // F (1.5)

Transformimet η dhe ε do të quhen përkatësisht njëshi dhe ko-njëshi i bashkëngjitjes.
Teorema e mëposhtme tregon se një bashkëngjitje mund të përcaktohet jo domosdos-
hmërisht nga dhënia e bijeksionit ϕ por edhe nga njëshi dhe ko-njëshi duke marrë
parasysh cilësitë e tyre.

Teoremë 1.2.3 Çdo bashkëngjitje 〈F,G, ϕ〉 : X → A është plotësisht e përcaktuar
nga secila prej të dhënave të listës së mëposhtme.

(i) Funktorët F,G dhe një transformim natyral η : 1X → GF e tillë që çdo ηx :
x→ GFx është një shigjetë universale nga x në G. Atëherë ϕ është përcaktuar
nga barazimet (1.3).
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(ii) Funktori G : A → X dhe për çdo objekt x ∈ X një objekt F0x ∈ A dhe një
shigjetë universale ηx : x → GF0x nga x në G. Atëherë funktori F si funksion
objektesh ka F0 dhe mbi shigjetat h : x → x′ është përcaktuar nga barazimi
GFh ◦ ηx = ηx′ ◦ h.

(iii) Funktorët F dhe G dhe një transformim natyral ε : FG → IA të tillë që çdo
εa : FGa→ a është shigjetë universale nga F në a. Ndërsa ϕ−1 është përcaktuar
nga (1.4).

(iv) Funktori F : X → A dhe për çdo a ∈ A një objekt G0a ∈ X dhe një shigjetë
universale εa : FG0a→ a nga F në a

(v) Funktorët F dhe G dhe një transformim natyral η : IX → GF dhe ε : FG→ IA
të tillë që kompozimet (1.5) janë transformimet natyrale identike. Në këtë rast
ϕ është përcaktuar nga (1.3) dhe ϕ−1 nga (1.4).

Për shkak të (v) ne shpesh bashkëngjitjen 〈F,G, ϕ〉 : X → A e shënojmë në trajtën
〈F,G, η, ε〉 : X → A.

Vërtetim. Në qoftë se kemi të dhënat e (i) atëherë fakti që ηx është universale do të
thotë që për çdo f : x → Ga ekziston ekzaktësisht një g e tillë që ta bëjë diagramin
djathtas komutativ

Fx

g,

��
a

x

f ""

ηx // GFx

Gg
��

Ga.

Por kjo do të thotë që barazimi θ(g) = Gg◦ηx përcakton një bijeksion θ : A(Fx, a)→
X(x,Ga) i cili është natyral në x sepse η është natyral dhe gjithashtu natyral në a
sepse G është funktor. Pra θ jep një bashkëngjitje 〈F,G, θ〉. Në rast se η ishte njëshi i
përftuar nga një bashkëngjitje 〈F,G, ϕ〉 atëherë, nga përcaktimi i θ-s më lart, marrim
që ϕ = θ. Të dhënat e (ii) mund të transformohen në formën e të dhënave të (i)
dhe atëherë ato do të përcaktonin një bashkëngjitje. Në fakt tek (ii) na është dhënë
vetëm një shigjetë universale 〈F0x, ηx〉 për çdo x ∈ X; ne do të tregojmë se ka
vetëm një mënyrë për ta bërë F0 funksion të objekteve të një funktori F me kushtin
që η : IX → GF është transformim natyral. Më konkretisht, për çdo h : x → x′

universaliteti i ηx pohon që ka ekzaktësisht vetëm një shigjetë (ajo e diagramit majtas)
që e bën diagramin djathtas ndërrimtar:

F0x

��
F0x

′

x

h
��

ηx // GF0x

��
x′

ηx′ // GF0x
′

Zgjedhim këtë shigjetë të jetë Fh : F0x→ F0x
′; ndërrimtaria sjell që η është natyrale

dhe së fundi, është fare e thjeshtë të tregohet se zgjedhja e Fh e bën F funktor.
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Vërtetimet e (iii) dhe (iv) janë duale të njëra-tjetrës. Provojmë së fundi (v). Për këtë
përdorim η dhe ε për të përcaktuar funksionet

A(Fx, a)
ϕ // X(x,Ga)
θ

oo

të tillë që ϕf = Gf ◦ ηx për çdo f : Fx → a dhe θg = εa ◦ Fg për çdo g : x → Ga.
Meqënëse G është funktor dhe η transformim natyral, marrim

ϕθg = Gεa ◦GFg ◦ ηx = Gεa ◦ ηGa ◦ g.

Por supozimi (1.5) sjell që Gεa ◦ ηGa = 1, atëherë ϕθ = id. Në mënyrë të ngjashme
marrim θϕ = id që do të thotë se ϕ është bijeksion me të anasjellë θ. Gjithashtu ϕ
është natyral dhe rrjedhimisht një bashkëngjitje.

Rrjedhim 1.2.4 Çdo dy të bashkëngjitur të majtë të një funktori G : A → X janë
natyralisht izomorfe.

Vërtetim. Për vërtetimin do të bazohemi në faktin që një shigjetë universale është e
vetme me afërsinë e izomorfizmit. Në qoftë se janë dhënë bashkëngjitjet 〈F,G, ϕ〉 dhe
〈F ′, G, ϕ′〉, atëherë siç e kemi parë, për to ekzistojnë shigjetat universale ηx : x→ GFx
dhe η′x : x→ GF ′x, dhe atëherë, nga komenti i mësipërm, kemi ekzistencën e një izo-
morfizmi të vetëm θx : Fx → F ′x të tillë që Gθx ◦ ηx = η′x. Së fundi është e lehtë të
verifikohet që θ : F → F ′ është natyral.

Më tej do të tregojmë se bashkëngjitjet mund të kompozohen dhe se kompozimi i
tyre është gjithashtu një bashkëngjitje.

Teoremë 1.2.5 Jepen dy bashkëngjitje

〈F,G, η, ε〉 : X → A 〈F̄ , Ḡ, η̄, ε̄〉 : A→ D.

Funktorët kompozim japin bashkëngjitjen

〈F̄F, ḠG,Gη̄F · η, ε̄ · F̄ εḠ〉 : X → D.

Vërtetim. Duke aplikuar njëherë bashkëngjitjen e dytë dhe pastaj të parën marrim
bijeksionet natyrale në x ∈ X dhe d ∈ D:

D(F̄Fx, d) ∼= A(Fx, Ḡd) ∼= X(x,GḠd)

që tregon se F̄F është i bashkëngjitur i majtë i GḠ. Po të shënojmë tani d = F̄Fx
dhe ti aplikojmë dy bijeksionet më lart mbi njëshin 1 : F̄Fx → F̄Fx shohim se

njëshi i bashkëngjitjes kompozim është x
ηx // GFx

Gη̄Fx // GḠF̄Fx , domethënë
pikërisht Gη̄F ·η siç kërkohej. Në mënyrë të ngjashme gjejmë se ko-njëshi është ε̄·F̄ εḠ
që përfundon teoremën.
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Më tej po japim një tabelë modeste çiftesh funktorësh të bashkëngjitur njëri nga të
cilët është funktori harraq.

Funktori harraq I bashkëngjituri i majtë F
U : R-Mod→ Set X → FX moduli i lirë me bazë X
U : Grp→ Set X → FX grupi i lirë me bazë X
U : Ab→ Grp G 7→ G/[G,G] grupi faktor komutator

U : R-Mod→ Ab A 7→ R⊗Z A
U : Rng→Mon S 7→ ZS unaza monoidale

Me interes është të dimë se kush janë të bashkëngjiturit, nëse ka të tillë, të funk-
torit diagonal ∆. Pohimi i mëposhtëm jep përgjigjen në rastin kur në C ekzistojnë
limitet dhe kolimitet e të gjithë funktorëve me burim kategorinë J . Më parë vërejmë
se ekzistojnë funktorët Lim−−→ : CJ → C dhe Lim←−− : CJ → C që çojnë çdo funktor të CJ

përkatësisht tek kolimiti dhe limiti i tij. Kurse përcaktimi në shigjetat (transformimet
natyrale në këtë rast) bëhet duke pasur parasysh vetinë universale të kolimiteve dhe
limiteve përkatësisht.

Pohim 1.2.6 Funktori Lim−−→J : CJ → C është i bashkëngjitur i majtë i ∆ : C → CJ

dhe funktori Lim←−−J : CJ → C është i bashkëngjitur i djathtë i ∆ : C → CJ .

Vërtetim. Vërtetimin do ta bëjmë vetëm për rastin e Lim−−→J pasi rasti i Lim←−−J është

dual. Do të na nevojitet të tregojmë se për çdo F ∈ CJ dhe çdo c ∈ C ekziston një bi-
jeksion natyral ϕ : CJ(F,∆(c)) ∼= C(Lim−−→J(F ), c). Nga vetia universale e Lim−−→J për çdo

transformim natyral τ ∈ CJ(F,∆(c)) ekziston vetëm një shigjetë t ∈ C(Lim−−→J(F ), c)

që kënaq kushtin t◦λ = τ ku λ është ko-koni që jep kolimitin Lim−−→J(F ). Përcaktojmë

ϕ(τ) = t i cili është injektiv pasi në qoftë se ϕ(τ1) = t = ϕ(τ2), atëherë τ1 = t◦λ = τ2.
Në qoftë se t ∈ C(Lim−−→J(F ), c), atëherë kompozimi τ = t ◦ λ është një transformim

natyral nga F tek ∆(c), domethënë është nga CJ(F,∆(c)). Nga përcaktimi i ϕ-së dhe
uniciteti i t tek përkufizimi i Lim−−→J(F ), marrim ϕ(τ) = t që tregon se ϕ është syrjek-
sion. Natyraliteti i ϕ-së mund të tregohet lehtësisht. Një mënyrë tjetër vërtetimi do
të ishte të përdornim pikën (i) të teoremës 1.2.3. Në këtë rast trasnformimi natyral
η : 1CJ → ∆◦Lim−−→J është përcaktuar i tillë që për çdo F ∈ CJ , ηF është ko-koni limit

që jep Lim−−→J(F ), shigjetë për të cilën dimë se është universale nga F në (∆◦Lim−−→J)(F ).

Më tej në këtë paragraf do të vërtetojmë një teoremë e cila jep një kusht të mjaftu-
eshëm që një funktor të ruajë të gjithë kolimitet që mund të ekzistojnë në burimin e
vet.

Teoremë 1.2.7 Në qoftë se funktori F : A → X ka të bashkëngjitur të djathtë,
ndërsa funktori T : J → A ka një ko-kon limit τ : T → a në A, atëherë FT ka ko-kon
limit Fτ : FT → Fa.
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Vërtetim. Së pari është evidente që Fτ është një ko-kon në X nga FT në Fa. Në
qoftë se G është i bashkëngjitur i djathtë i F , atëherë në qoftë se aplikojmë izomorfiz-
mat e bashkëngjitjes mbi çdo shigjetë të një ko-koni σ : FT → x, përftojmë shigjetat
(σi)

[ : Ti → Gx për i ∈ J të cilat formojnë një ko-kon σ[ : T → Gx në A. Mirëpo
τ : T → a është shigjetë universale në bashkësinë e ko-konëve në A që dalin prej
funktorit T , atëherë ekziston një shigjetë e vetme h : a → Gx e tillë që hτ = σ[. Po
të aplikojmë edhe një herë bashkëngjitjen marrim një shigjetë të vetme h] : Fa→ x
të tillë që h] · Fτ = (hτ)] = (σ[)] = σ. Uniciteti i shigjetës h] sjell që Fτ : T → Fa
është shigjetë universale.

E thënë ndryshe, teorema pohon se çdo i bashkëngjitur i majtë ruan kolimitet gjë e
cila shkruhet në formën

F (Lim−−→JT ) = Lim−−→J(FT ).

Sigurisht ka vend edhe dualja e kësaj teoreme që pohon se çdo funktor që ka të
bashkëngjitur të majtë ruan limitet.
Më tej do të japim disa veti interesante dhe me mjaft përdorim të funktorit kolimit
dhe për këtë do të na nevojitet ky përkufizim. Një kategori J do të quhet e filtruar
në qoftë se është e tillë që:

(i) Për çdo dy a, b ∈ J , ekziston një c ∈ J dhe shigjetat a→ c e b→ c;

(ii) Për çdo çift shigjetash paralele f, g : a → b, ekziston një shigjetë h : b → c e
tillë që hf = hg.

Në qoftë se (i) i përkufizimit zëvendësohet me

(is) Për çdo kon si : a→ bi, ekziston një plotësues ndërrimtar, domethënë një ko-kon
ti : bi → c i tillë që tisi është i pavaruar nga i-ja,

atëherë kategoria do të quhet fortësisht e filtruar.
Për kategoritë e filtruara së pari ka vend ky pohim.

Pohim 1.2.8 Funktori Lim−−→J : R-ModJ → R-Mod është ekzakt djathtas, dhe në
qoftë se J është e filtruar, atëherë ai është funktor ekzakt.

Vërtetim. Ekzaktësia djathtas rrjedh direkt nga pohimi 1.2.6 dhe teorema 1.2.7 po
të kemi parasysh që kobërthamat janë kolimite (shembulli 1.1.12). Një mënyrë më e
shtjellur vërtetimi do të ishte si më poshtë. Për çdo modul M dhe çdo varg ekzakt

(Aj)→ (Bj)→ (Cj)→ 0

sistemesh kolimite mbi J në R-Mod, kemi diagramin e mëposhtëm ndërrimtar

0 // HomRJ (Cj,∆M) // HomRJ (Bj,∆M) // HomRJ (Aj,∆M)

0 // HomR(Lim−−→JCj,M) // HomR(Lim−−→JBj,M) // HomR(Lim−−→JAj,M)
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ku vargu i sipërm është ekzakt dhe homomorfizmat vertikale janë izomorfizma natyralë
nga pohimi 1.2.6. Atëherë do të kemi ekzaktësinë e rreshtit të poshtëm, e meqënëse
kjo ndodh për çdo modul M do të kemi që edhe vargu

Lim−−→JAj → Lim−−→JBj → Lim−−→JCj → 0

do të jetë ekzakt që provon ekzaktësinë djathtas të Lim−−→J . Për të provuar pjesën
e dytë të pohimit po supozojmë se J është e filtruar dhe duam të vërtetojmë se
Lim−−→JAj → Lim−−→JBj është mono sa herë që Aj → Bj janë mono për çdo j ∈ J .

Vërtet, në qoftë se [a] 7→ 0 ku a ∈ Aj, kjo do të thotë se imazhi b i a-së në Bj kënaq
kushtin [b] = 0. Atëherë ekziston një morfizëm j 7→ j′ në J i tillë që b 7→ 0 në Bj′ pas
aplikimit të homomorfizmit korrespondues Bj 7→ Bj′ . Por në këto kushte imazhi ā i
a-së në Aj′ pasqyrohet në 0 tek Bj′ e rrjedhimisht ā = 0.

Rrjedhim 1.2.9 Kolimitet e filtruar ndërrojnë me homologjinë.

Vërtetim. Vërtet, në qoftë se jepet një kompleks (C•, ∂•), ciklet mund ti konside-
rojmë si bërthama:

0 // Zn
incl // Cn

∂n // Cn−1,

kufijtë si kobërthama:

Zn+1
incl // Cn+1

∂n+1 // Bn
// 0,

dhe atëherë, homologjia do të jetë kobërthamë:

Bn
incl // Zn

π // Hn
// 0.

Le të jetë dhënë një familje kompleksesh e filtruar mbi J

· · · // C
(i)
n+1

∂
(i)
n+1 // C

(i)
n

∂
(i)
n // C

(i)
n−1

// · · ·

e cila indukton kompleksin kolimit

· · · // Lim−−→JC
(i)
n+1

Lim−−→J∂
(i)
n+1 // Lim−−→JC

(i)
n

Lim−−→J∂
(i)
n
// Lim−−→JC

(i)
n−1

// · · ·

homologjia e n-të e të cilit është H̄n = Z̄n/B̄n ku Z̄n = KerLim−−→J∂
(i)
n dhe B̄n =

ImLim−−→J∂
(i)
n+1. Nga pohimi 1.2.8, Lim−−→J ruan gjithmonë kobërthamat dhe ruan bërthamat

sa herë J është e filtruar, rrjedhimisht Z̄n = Lim−−→JKer∂
(i)
n dhe B̄n = Lim−−→JIm∂

(i)
n+1,

gjë që sjell se H̄n = Lim−−→JKer∂
(i)
n /Lim−−→JIm∂

(i)
n+1. Por sikurse pamë më lart, homo-

logjia është kobërthamë dhe Lim−−→J ruan kobërthamat, rrjedhimisht marrim H̄n =

Lim−−→J(Ker∂
(i)
n /Im∂

(i)
n+1) = Lim−−→JH

(i)
n siç edhe kërkohej.

Një veti tjetër interesante që lidhet me kategoritë e filtruara është që kolimitet e
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filtruar ndërrojnë me limitet e fundëm. Më konkretisht, le të jenë dhënë P një katego-
ri e fundme, J një kategori e filtruar dhe F : P × J → R-Mod një funktor. Ekziston
një pasqyrim kanonik k i cili plotëson diagramin

F (p, j)

µp,j

��

Lim←−−PF (p, j)

αj

��

νp,joo µj // Lim−−→JLim←−−PF (p, j)

k

��
Lim−−→JF (p, j) Lim←−−PLim−−→JF (p, j)

νpoo Lim←−−PLim−−→JF (p, j)

Një k e tillë ekziston vërtet. Së pari, ν dhe ν•,j për çdo j janë kone limite, po ashtu µ
dhe µp,• për çdo p ko-kone limite. Meqënëse ν është kon në p ndërsa µ natyral në p,
atëherë për çdo j ∈ J , kompozimi µp,jνp,j është kon në p, dhe si pasojë universaliteti i
ν sjell ekzistencën e një shigjete αj që e bën katrorin majtas ndërrues. Meqënëse µp,•
është kon në j, ashtu do të jetë edhe α nga universaliteti i µ, atëherë ekziston k që e
bën katrorin djathtas ndërrues.
Në këto kushte ka vend kjo teoremë.

Teoremë 1.2.10 Në qoftë se P është kategori e fundme dhe J është e filtruar, atëherë
për çdo funktor F : P × J → R-Mod pasqyrimi kanonik

k : Lim−−→JLim←−−PF (p, j)→ Lim←−−PLim−−→JF (p, j)

është një izomorfizëm.

Vërtetim. Nga ndërtimi i teoremës 1.1.10 kemi që

Lim−−→JF (p, j) ∼= ⊕jF (p, j)/K (1.6)

ku K është nënmoduli i ⊕jF (p, j) i përftuar nga të gjithë diferencat x − x′ ku x ∈
F (p, j), x′ ∈ F (p, j′) sa herë që ekzistojnë shigjetat u : j → k dhe u′ : j′ → k
të tilla që F (p, u)(x) = F (p, u′)(x′). Shënojmë me (x, j) klasën e ekuivalencës së
një elementi x ∈ F (p, j). Meqënëse J është e filtruar, kondita (i) e përkufizimit të
kategorisë së filtruar sjell që çdo listë e fundme (x1, j1), ..., (xm, jm) klasash ekuivalence
mund të shkruhet në formën (y1, k), ..., (ym, k) për një indeks të dytë k. Kondita (ii)
e përkufizmit siguron që çdo barazim midis klasave në listën e dytë ka vend mbas
aplikimit të një shigjete të dytë w : k → k′ të marrë në mënyrë të përshtatshme. Për
çdo funktor G : P → R-Mod, pohimi 1.1.4 tregon se Lim←−−PG(p) = Cone(∗, G), ku

Cone(∗, G) bashkësia e të gjithë koneve τ mbi G me kulm ∗ =
∏

p∈P G(p). Në qoftë
se G(p) = Lim−−→JF (p, j) ku P është e fundme, çdo kon i tillë konsiston në një numër të

fundëm elementësh të Lim−−→JF (p, j) dhe kondita që τ është kon, sjell ekzistencën e një
numri të fundëm ekuacionesh ndërmjet këtyre elementëve. Meqë J është e filtruar, ajo
çka porsa thamë nënkupton që çdo kon τ përbëhet nga elementë të formës τp = (yp, k

′)
për një indeks të vetëm k′, ku yp ∈ F (p, k′) në fakt përcakton një kon y : ∗ → F (•, k′).
Ky kon është element i Lim←−−PF (p, k′) dhe klasa e tij e ekuivalencës (y, k′) është element
i Lim−−→JLim←−−P . Atëherë pasqyrimi

τ 7→ (y, k′) ∈ Lim−−→JLim←−−PF (p, j),

i cili është i pavarur nga zgjedhja e bërë, është inversi i dyanshëm i k-së.
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1.3 Zgjerimet e Kanit

Situata me të cilën do të merremi në këtë paragraf është përgjithësimi i një situate
mjaft të njohur në Algjebrën Homologjike që ka të bëjë me gjetjen e një të bas-
hkëngjituri të djathtë dhe të majtë të funktorit të ndryshimit të unazës. Në qoftë se
është dhënë një funktor K : M → C dhe një kategori A, atëherë ekziston një funktor
AK : AC → AM i tillë që çdo transformimi natyral σ : S → S ′ i lidh transformimin
natyral σK : SK → S ′K. Problemi ynë do të jetë të gjejmë të bashkëngjitur të dja-
thtë dhe të majtë të AK . Në fillim do të trajtojmë këtë problem për të bashkëngjiturit
e djathtë.

Përkufizim 1.3.1 Në qoftë se janë dhënë funktorët K : M → C dhe T : M → A,
zgjerim i djathtë i Kanit i T lidhur me K është një çift R, ε : RK → T ku R ∈ AC
dhe ε është një transformim natyral i cili është universal i konsideruar si shigjetë nga
AK : AC → AM tek T ∈ AM .

Për funktorin R që është unik (për shkak të universalitetit të ε) do të rezervojmë
shënimin RanKT . Universaliteti këtu ka kuptimin e mëposhtëm. Për çdo çift S, α :
SK → T ekziston vetëm një transformim natyral σ : S → R i tillë që α = ε · σK :
SK → T . Korrespondenca σ → ε · σK përcakton një bijeksion:

Nat(S,RanKT ) ∼= Nat(SK, T ). (1.7)

Emri zgjerim i djathtë është zgjedhur për shkak të ndodhjes së RanKT në të djathtë
tek bijeksioni i mësipërm. Ndërkaq dimë se shigjetat universale nga AK : AC → AM

tek të gjithë objektet T ∈ AM formojnë një të bashkëngjitur të majtë të AK . Nga
kjo rrjedh që në qoftë se çdo T ∈ AM ka zgjerim të djathtë të Kanit lidhur me K:
〈R, εT : RK → T 〉, atëherë korrespondenca T 7→ R është pasqyrimi që përcakton të
bashkëngjiturin e djathtë të AK dhe se ε është njëshi përkatës.
Në teoremën që pason do të tregojmë se si një zgjerim i djathtë i Kanit mund të
shihet si limit. Në qoftë se K : M → C është funktor, kujtojmë se për çdo c ∈ C
kemi ndërtuar kategorinë presje (c ↓ K) me objekte çiftet < f,m >, të shkruara f
për shkurtim, ku f : c → Km. Përcaktojmë funktorin projeksion Q : (c ↓ K) → M
me funksion objektesh të tillë që < f,m >7→ m.

Teoremë 1.3.2 Në qoftë se janë dhënë funktorët K : M → C dhe T : M → A të
tillë që kompozimi (c ↓ K) → M → A ka limit në A për çdo c ∈ C koni limit i të
cilit është λ dhe le të jetë

Rc = Lim←−−((c ↓ K)
Q−→M

T−→ A) = LimfTm, f ∈ (c ↓ K). (1.8)

limiti në fjalë. Çdo g : c→ c′ indukton një shigjetë të vetme

Rg : Lim←−−TQ→ Lim←−−TQ
′ (1.9)

e cila është ndërrimtare me konin limit. Këto formula përcaktojnë një funktor R :
C → A dhe për çdo n ∈ M , komponentët λ1Kn = εn të koneve limite përcaktojnë një
transformim natyral ε : RK → T dhe çifti R, ε është nje zgjerim i djathtë i Kanit
lidhur me K.
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Vërtetim. Si fillim shohim se në ç’mënyrë përcaktohet Rg tek (1.9). Në qoftë se jepet
g : c → c′ dhe projeksioni Q′ : (c′ ↓ K) → A, atëherë çdo f ′ : c′ → Km përcakton
f ′g : c → Km ∈ (c ↓ K). Komponentët λf ′g : Rc → Tm formojnë një kon me kulm
Rc dhe meqë koni λ′ është universal, do të ekzistojë një shigjetë e vetme Rg e cila e
bën diagramin

Rc = Lim←−−TQ

Rg

��

λfg′ // Tm

Rc′ = Lim←−−TQ
′
λ′
f ′ // Tm

(1.10)

ndërrimtar për çdo f ′. Kjo zgjedhje e R e bën atë funktor. Më tej, 1Kn është element
i (Kn ↓ K) kështu që koni limit λ ka një komponent λ1Kn : RKn → Tn të cilin e
quajmë εn. Për çdo h : n→ n′ formojmë diagramin

RKn

RKh

��

λKh

##

λ1Kn // Tn

Th

��
RKn′

λ′1Kn′

// Tn′

(1.11)

trekëndëshi i poshtëm i të cilit është ndërrimtar nga vetë përkufizimi i Rg për g = Kh,
kurse i sipërmi është ndërrimtar nga fakti që λ është kon. Kjo tregon se katrori është
ndërrimtar që do të thotë se ε : RK → T është natyral. Le të jetë S : C → A
një tjetër funktor dhe α : SK → T një transformim natyral. Do të ndërtojmë tani
σc : Sc→ Rc nga diagrami më poshtë ku f është shigjeta f : c→ Km.

Rc = LimfTm
λf // Tm

Th // Tm′

Sc

σc

OO 88

Sf
// SKm

αm

OO

SKh
// SKm′

αm′

OO (1.12)

Për çdo shigjetë h :< f,m >→< f ′,m′ > të (c ↓ K), ku f ′ = Kh ◦ f , kuadrati i
djathtë është ndërrues sepse α është natyral. Kjo sjell që shigjetat diagonale αm ◦Sf :
Sc→ Tm formojnë një kon me kulm Sc. Atëherë ekziston një σc e vetme siç tregohet
në (1.12). Për të provuar se σ është natyral për çdo g : c→ c′ formojmë diagramin

λf ′g

��
Rc

Rg // Rc′
λ′
f ′ // Tm

Sc

σc

OO

Sg
// Ac′

σc′

OO

Sf ′
// SKm

αm

OO

S(f ′◦g)

OO

(1.13)
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për çdo f ′ : c′ → Km në (c′ ↓ K). Kuadrati i djathtë dhe ai i jashtëm janë ndërrimtare
nga vetë përkufizimi i σ, ai i sipërm nga përkufizimi i Rg tek (1.9). Për pasojë kuadrati
majtas bëhet ndërrimtar pas kompozimit me λ′f ′ për të gjitha λ′f ′ . Por dimë se λ′

është kon limit, rrjedhimisht kuadrati majtas është ndërrimtar. Përkufizimi (1.12) i
σ i aplikuar për c = Kn, f = 1Kn dhe m = n tregon që αn = λ1KnσKn, e si rrjedhim
që α = ε · σK për ndonjë σ. Nga ana tjetër, diagrami (1.13) tregon se σ është e
vetme me vetinë e mësipërme, kjo sepse vetia përcakton komponenten σKn të σ; për
të përcaktuar komponentet e tjera zëvendësojmë c′ = Kn, f ′ = 1Kn dhe m = n tek
(1.13). Kuadrati i majtë ndërron në qoftë se σ është natyral, dhe atëherë λg ◦σc është
plotësisht e përcaktuar për të gjitha g : c→ Kn. Por λ është kon limit, kështu që σc
është plotësisht e përcaktuar. Pra si përfundim, ε është shigjetë universale çka deshëm
të vërtetonim.
Rrjedhimi i mëposhtëm është evident.

Rrjedhim 1.3.3 Në qoftë se A është e plotë, çdo funktor T : M → A ka një zgjerim
të Kanit lidhur me çdo K : M → C, dhe AK ka të bashkëngjitur të djathtë.

Zgjerimi i majtë i Kanit L = LanKT përshkruhet ngjashmërisht si një çift L, η : T →
LK ku η është shigjetë universale nga T në AK . Kjo indukton një bijeksion

Nat(LanKT, S) ∼= Nat(T, SK) (1.14)

i cili është natyral në S ∈ AC . Kur ekzistojnë kolimitet në A, L jepet me anën e
barazimit

Lc = Lim−−→((K ↓ c) P−→M
T−→ A) (1.15)

ku P është projeksioni 〈m,Km→ c〉 7→ m.

Pohimi që pason tregon se kolimitet dhe limitet po ashtu mund të përshkruhen me
anën e zgjerimeve të Kanit që tregon se koncepti i këtyre zgjerimeve mbart në vetvete
mjaft përgjithësi.

Teoremë 1.3.4 Një funktor T : M → A ka një kolimit atëherë dhe vetëm atëherë
kur ai ka një zgjerim të majtë të Kanit lidhur me të vetmin funktor K1 : M → 1, dhe
atëherë Lim−−→T është vlera e LanK1T mbi të vetmin objekt të kategorisë 1.

Vërtetim. Një funktor S : 1→ A është thjesht një objekt a ∈ A, dhe një transformim
natyral α : T → SK1 për K1 : M → 1 është thjesht një kon me bazë T dhe kulm
a. Meqënëse zgjerimi i majtë i Kanit është i tillë që η : T → LK1 është shigjetë
universale, kjo siguron automatikisht një kon universal me bazë T e rrjedhimisht
kolimitin e funktorit T .
Simetrikisht zgjerimet e djathtë të Kanit lidhur me të njëjtin K1 japim limitet.

1.4 Kriteri Bieri-Eckman për modulet

Në këtë paragraf do të shohim se si kriteri Bieri-Eckman për modulet karakterizon
konditën FPn (n ∈ N∗) për modulet tërësisht me anën e funktorëve Tor dhe Ext.
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Para se të japim përkufizimin e konditës FPn dhe më pas kriterin, po rendisim disa
rezultate nga teoria e moduleve me paraqitje të fundme.

Pohim 1.4.1 Konditat e mëposhtme për një R-modul M janë të njëvlershme.

(i) Ekziston një varg ekzakt Rm → Rn →M → 0 ku m,n ∈ N;

(ii) Ekziston një varg ekzakt P1 → P0 →M → 0 ku P0 dhe P1 janë module projektivë
dhe me përftim të fundëm;

(iii) M është me përftim të fundëm, dhe për çdo epimorfizëm ε : P →M ku P është
projektiv dhe me përftim të fundëm, kerε është me përftim të fundëm.

Vërtetimi i këtij pohimi bazohet në të ashtëquajturen Lema e Schanuel-it.

Lemë 1.4.2 Le të jenë dhënë 0 → K → P → M → 0 dhe 0 → K ′ → P ′ → M → 0
vargje ekzaktë ku P dhe P ′ janë projektivë. Atëherë P ⊕K ′ ∼= P ′ ⊕K.

Vërtetim. Le të jetë Q pullback-u i epimorfizmave të diagramit

P ′

π′

��
P π

//M,

domethënë, Q është nënmoduli i P × P ′ i përbërë nga çiftet (x, x′) të tillë që π(x) =
π′(x′). Mund të tregohet lehtë tani se ekziston një diagram ndërrimtar

K ′��

��

K ′��

��
K // // Q

����

// // P ′

����
K // // P // //M

me rreshta dhe kolona ekzakte. Meqënëse P dhe P ′ janë projektivë, dy vargjet ekzakte
që përmbajnë Q duhet të ndahen dhe në këtë mënyrë marrim P ⊕K ′ ∼= Q ∼= P ′⊕K.

Vërtetimi i pohimit 1.4.1. Implikimet (iii) ⇒ (i) ⇒ (ii) janë evidente. Për të
provuar (ii) ⇒ (iii), vërejmë së pari se M është, në kushtet (ii), me patjetër me
përftim të fundëm, meqë P0 është me përftim të fundëm. Po të aplikojmë lemën e
Schanuel-it marrim P ⊕ ker{P0 → M} ∼= P0 ⊕ kerε. Por krahu i majtë është me
përftim të fundëm nga supozimi, rrjedhimisht i tillë do të jetë edhe kerε.
Moduli M do të quhet me paraqitje të fundme në qoftë se për të plotësohen konditat
e pohimit 1.4.1. Zakonisht themi se kondita (i) e pohimit jep një paraqitje me n
gjeneratorë dhe m relatorë. Ky përkufizim mund të përgjithësohet më tej si vijon.

18



Përkufizim 1.4.3 Një modul M do të quhet i tipit FPn (n ≥ 0) në qoftë se ekziston
një rezolucion projektiv i pjesshëm Pn → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 ku Pi-të janë
me përftim të fundëm. M do të quhet i tipit FP∞ në qoftë se është i tipit FPn për
çdo n ≥ 0.

Është e qartë që FP0 është e njëjtë me të qënit të modulit me përftim të fundëm,
kurse FP1 e njëjtë me të qënit të tij me paraqitje të fundme. Pohimi 1.4.1 mund të
përgjithësohet në mënyrë që të hapë shtegun për përdorimin e përkufizimit të ri.

Pohim 1.4.4 Për çdo modul M dhe n ≥ 0 konditat e mëposhtme janë të njëvlershme:

(i) Ekziston një rezolucion i pjesshëm Fn → · · · → F0 →M → 0 ku çdo Fi është i
lirë me rank të fundëm;

(ii) M është FPn;

(iii) M është me përftim të fundëm, dhe për çdo rezolucion të pjesshëm projektiv
Pk → · · · → P0 → M → 0 ku Pi janë me përftim të fundëm dhe k < n,
ker{Pk → Pk−1} është me përftim të fundëm.

Para se të bëjmë vërtetimin e këtij pohimi do të vërtetojmë një përgjithësim të lemës
së Schanuel-it.

Lemë 1.4.5 Le të jenë dhënë

0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0

dhe
0→ P ′n → P ′n−1 → · · · → P ′0 →M → 0

dy vargje ekzakte ku Pi dhe P ′i janë projektivë për çdo i ≤ n− 1. Atëherë,

P0 ⊕ P ′1 ⊕ P2 ⊕ P ′3 ⊕ · · · ∼= P ′0 ⊕ P1 ⊕ P ′2 ⊕ P3 ⊕ · · ·

Rrjedhimisht, në qoftë se Pi dhe P ′i janë me përftim të fundëm për i ≤ n− 1, atëherë
Pn është me përftim të fundëm vetëm në qoftë se P ′n është i tillë.

Vërtetim. Vërtetimin do ta bëjmë me induksion sipas n. Le të jenë K dhe K ′

përkatësisht bërthamat e Pn−2 → Pn−3 dhe P ′n−2 → P ′n−3. Nga supozimi induktiv
kemi

K ⊕Q ∼= K ′ ⊕Q′

ku
Q = P ′n−2 ⊕ Pn−3 ⊕ · · ·

dhe
Q′ = Pn−2 ⊕ P ′n−3 ⊕ · · ·
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Nga ana tjetër kemi vargjet ekzakte

0 // Pn // Pn−1 ⊕Q // K ⊕Q
∼=
��

// 0

0 // P ′n // P ′n−1 ⊕Q′ // K ′ ⊕Q′ // 0

Meqënëse Pn−1⊕Q dhe P ′n−1⊕Q′ janë projektivë, atëherë lema e Schanuel-it sjell që

Pn ⊕ P ′n−1 ⊕Q′ ∼= P ′n ⊕ Pn−1 ⊕Q,

që është izomorfizmi i kërkuar.
Vërtetimi i pohimit 1.4.4. Implikimi (i)⇒ (ii) është trivial. Shohim tani (ii)⇒
(iii). Në qoftë se M është i tipit FPn, atëherë për çdo k < n ekziston një rezolucion
projektiv i pjesshëm Pk → · · · → P0 → M → 0 ku Pi janë me përftim të fundëm
dhe ker{Pk → Pk−1} është me përftim të fundëm. Nga lema e mësipërme rrjedh që
çdo rezolucion projektiv i pjesshëm P ′k → · · · → P ′0 → M → 0 me P ′i me përftim
të fundëm, e ka ker{P ′k → P ′k−1} me përftim të fundëm, dhe atëherë ka vend (iii).
Së fundi shohim (iii) ⇒ (i): Në qoftë se (iii) është e vërtetë atëherë ne mund ta
ndërtojmë rezolucionin Fn → · · · → F0 →M → 0 hap pas hapi.
Pohimi i mëposhtëm tregon se çfarë ndodh nëse konditat e pohimit 1.4.4 plotësohen
për të gjitha n ≥ 0.

Pohim 1.4.6 Konditat e mëposhtme për një modul M janë ekuivalente:

(i) M ka një rezolucion të lirë dhe me përftim të fundëm.

(ii) M ka një rezolucion projektiv dhe me përftim të fundëm.

(iii) M është i tipit FP∞.

Vërtetim. Implikimet (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) janë evidente. Në qoftë se (iii) është e
vërtetë atëherë mund të përdorim pohimin 1.4.4 (iii) për të ndërtuar hap pas hapi
një rezolucion të lirë të tipit të fundëm, e rrjedhimisht kemi që (iii)⇒ (i).
Për të vërtetuar rezultatin kryesor të këtij paragrafi që është teorema 1.4.12, do të
japim pa vërtetim edhe disa pohime nga [42] të cilat do të nevojiten në vërtetimin e
kriterit Bieri-Eckmann për modulet FP∞.

Lemë 1.4.7 Për një modul M ∈Mod-R pohimet e mëposhtme janë të njëvlershme.

(a) M është me përftim të fundëm.

(b) Për çdo familje (Xi)i∈I nga R-Mod, homomorfizmi

ϕ : M ⊗R
∏
i∈I

Xi →
∏
i∈I

(M ⊗Xi) i tillë që m⊗R (xi)i∈I 7→ (m⊗R xi)i∈I ,

është një syrjeksion natyral.
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(c) Për çdo bashkësi I homomorfizmi natyral ϕ : M ⊗R RI → (M ⊗R R)I = M I

është syrjektiv.

Lemë 1.4.8 Për një modul M ∈Mod-R pohimet e mëposhtme janë të njëvlershme.

(a) M është me paraqitje të fundme.

(b) Për çdo familje (Xi)i∈I nga R-Mod, homomorfizmi

ϕ : M ⊗R
∏
i∈I

Xi →
∏
i∈I

(M ⊗Xi) i tillë që m⊗R (xi)i∈I 7→ (m⊗R xi)i∈I ,

është një izomorfizëm natyral.

(c) Për çdo bashkësi I homomorfizmi natyral ϕ : M ⊗R RI → (M ⊗R R)I = M I

është izomorfizëm.

Lemë 1.4.9 Për një modul M ∈ R-Mod pohimet e mëposhtme janë të njëvlershme.

(a) M është me paraqitje të fundme.

(b) Funktori Hom(M, •) : R-Mod→ Ab ruan kolimitet e filtruar.

Vërtetimet e tre pohimeve që pasojnë janë tonat. Ekzistojnë edhe vërtetime të tjera
për to, psh tek [11], por ne vendosëm të japim vërtetime që bazohen në njohuri që
përfshihen vetëm në tezë.

Pohim 1.4.10 Për një modul M ∈Mod-R dhe n ≥ 1 pohimet e mëposhtme janë të
njëvlershme.

(i) M është i tipit FPn.

(ii) Tork(M, •) ruan produktet e drejtë për 0 ≤ k ≤ n− 1.

Vërtetim. (i)⇒ (ii): Shohim në fillim rastin kur n = 1. Duke qënë se M është e tipit
FP1, ajo do të jetë me paraqitje të fundme, atëherë nga lemma 1.4.8 kemi që M ⊗R •
ruan produktet e drejtë. Mirëpo nga ana tjetër, M ⊗R • ' Tor0(M, •), prandaj kemi
të vërtetë pohimin për n = 1. Së dyti, për n ≥ 2, meqënëse M është FPn, do të
ekzistojë një rezolucion i lirë me përftim të fundëm

P : Rkn → Rkn−1 → · · · → Rk1 → Rk0 →M → 0.

Për çdo familje (Xi)i∈I ∈ R-Mod dhe për çdo 0 ≤ k ≤ n−1, dimë se Tork(M,
∏

i∈I Xi) =
Homologjinë(P⊗R

∏
i∈I Xi). Nga ana tjetër kemi diagramin e mëposhtëm ndërrimtar

Rkn ⊗R
∏

i∈I Xi

ϕn

��

// Rkn−1 ⊗R
∏

i∈I Xi

ϕn−1

��

// · · · // Rk0 ⊗R
∏

i∈I Xi

ϕ0

��

// 0

∏
i∈I(R

kn ⊗R Xi) //
∏

i∈I(R
kn−1 ⊗R Xi) // · · · //

∏
i∈I(R

k0 ⊗R Xi) // 0
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ku pasqyrimet vertikale janë izomorfizma nga [7], §3, shëmbulli 3, rreshti i sipërm
është kompleksi P ⊗R

∏
i∈I Xi dhe për çdo 0 ≤ k ≤ n − 1 homologjia e rreshtit të

poshtëm është izomorfe me
∏

i∈I Tork(M,Xi). Rrjedhimisht marrim izomorfizmin e
kërkuar Tork(M,

∏
i∈I Xi) ∼=

∏
i∈I Tork(M,Xi).

(ii) ⇒ (i): Vërtetimin do ta kryejmë me induksion sipas n ≥ 1. Rastet n = 1 dhe
n = 2 do të kërkojnë trajtim të veçantë. Për n = 1 kemi që Tor0(M, •) ruan produktet
e drejtë. Meqë Tor0(M, •) ' M ⊗R •, mund të shfrytëzojmë lemën 1.4.8 nga e cila
marrim që M është e tipit FP1. Tregojmë vërtetësinë e pohimit për n = 2, domethënë
se sa herë që Tor1(M, •) dhe Tor0(M, •) ruajnë produktet e drejtë, atëherë M është
e tipit FP2. Nga më sipër kemi që M është e tipit FP1 e për pasojë ekziston një
rezolucion i lirë me përftim të fundëm

Rk1 → Rk0 →M → 0.

Po të shënojmë me K bërthamën e pasqyrimit të skajit të majtë, marrim vargun e
shkurtër ekzakt

0→ K → Rk0 →M → 0. (1.16)

Vargu i parë i gjatë ekzakt i Tor i induktuar prej tij, do të ketë si pjesë fundore vargun
ekzakt të mëposhtëm

0→ Tor1(M,X)→ K ⊗R X → Rk0 ⊗R X →M ⊗R X → 0

Për X =
∏

i∈I Xi, kemi diagramin e mëposhtëm komutativ

0

=

��

// Tor1(M,
∏

i∈I Xi)

∼=
��

// K ⊗R
∏

i∈I Xi

ϕ

��

// Rk0 ⊗R
∏

i∈I Xi

∼=
��

//M ⊗R
∏

i∈I Xi

∼=
��

0 //
∏

i∈I Tor1(M,Xi) //
∏

i∈I K ⊗R Xi
//
∏

i∈I R
k0 ⊗R Xi

//
∏

i∈IM ⊗R Xi

ku izomorfizmat e skajeve janë nga supozimi induktiv, kurse i treti nga fakti që Rk0

është i lirë me përftim të fundëm. Gjithashtu të dy rreshtat janë ekzakte dhe në këto
kushte mund të zbatojmë lemën 5, prej së cilës kemi që pasqyrimi ϕ është izomorfizëm
që do të thotë se K është FP1 e rrjedhimisht M është FP2. Së fundi do të vërtetojmë
implikimin e pohimit tonë për n ≥ 3. Po të kemi parasysh se tek (1.16) Rk0 është i
sheshtë, marrim për çdo 2 ≤ k ≤ n− 1 dhe çdo modul X izomorfizmin

Tork−1(K,X) ∼= Tork(M,X). (1.17)

Kurse, nga vërtetimi i rastit n = 2, kemi që Tor0(K, •) ruan produktet e drejtë.
Nëse tani tek (1.17) marrim X =

∏
i∈I Xi, shohim se për 1 ≤ k − 1 ≤ n − 2,

Tork−1(K,
∏

i∈I Xi) ∼=
∏

i∈I Tork−1(K,Xi) e cila së bashku me faktin që Tor0(K, •)
ruan produktet e drejtë dhe supozimin induktiv, na jep që K është e tipit FPn−1, e
për rrjedhojë M është e tipit FPn.

Pohim 1.4.11 Për një modul M ∈ R-Mod dhe n ≥ 1 pohimet e mëposhtme janë të
njëvlershme.
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(i) M është i tipit FPn.

(ii) Extk(M, •) ruan kolimitet e filtruar për 0 ≤ k ≤ n− 1.

Vërtetim. (i)⇒ (ii): Shohim në fillim rastin kur n = 1. Duke qënë se M është e tipit
FP1, ajo do të jetë me paraqitje të fundme, atëherë nga lemma 1.4.9 Hom(M, •) ruan
kolimitet e filtruar, e rrjedhimisht e njëjta gjë ndodh me Ext0(M, •) si ekuivalenti i
Hom(M, •). Le të jetë tani n ≥ 2 dhe

Rsn → Rsn−1 → · · · → Rs1 → Rs0 →M → 0

një rezolucion i lirë me përftim të fundëm i M -së me gjatësi n. Për çdo familje të
drejtuar modulesh (Xi)i∈I kemi diagramin e mëposhtëm ndërrimtar

0 // Hom(Rs0 , Lim−−→IXi)

��

// · · · // Hom(Rsn−1 , Lim−−→IXi)

��

// Hom(Rsn , Lim−−→IXi)

��
0 // Lim−−→IHom(Rs0 , Xi) // · · · // Lim−−→IHom(Rsn−1 , Xi) // Lim−−→IHom(Rsn , Xi)

ku homomorfizmat vertikale janë izomorfizma pasi për çdo 0 ≤ k ≤ n,

Lim−−→IHom(Rsk , Xi) ∼= Lim−−→I(X
sk
i ) ∼= (Lim−−→IXi)

sk

meqë kolimitet e filtruar ndërrojnë me produktet e drejtë të fundëm (teorema 1.2.10),
dhe nga ana tjetër, qartësisht kemi që

(Lim−−→IXi)
sk ∼= Hom(Rsk , Lim−−→IXi).

Ndërkaq për çdo 0 ≤ k ≤ n − 1, homologjia e kompleksit të rreshtit të sipërm
të diagramit nuk është veçse Extk(M,Lim−−→IXi), ndërsa ajo e atij të poshtëm është

Lim−−→IExtk(M,Xi) sepse dimë që homologjia ndërron me kolimitet e filtruar.

(ii) ⇒ (i): Vërtetimin do ta kryejmë me induksion sipas n ≥ 1. Rastet n = 1 dhe
n = 2 do të kërkojnë trajtim të veçantë. Për n = 1 kemi që Ext0(M, •) ruan kolimitet
e filtruar, dhe meqënëse Ext0(M, •) ' Hom(M, •), atëherë nga lema 1.4.9 kemi që M
është FP1. Më tej tregojmë vërtetësinë e pohimit për n = 2, domethënë të tregojmë
se sa herë që Ext0(M, •) dhe Ext1(M, •) ruajnë kolimitet e filtruar, kemi që M është e
tipit FP2. Duke qënë se M është e tipit FP1 meqë Ext0(M, •) ruan kolimitet e filtruar,
atëherë ekziston një rezolucion

Rs1 → Rs0 →M → 0

dhe po të jetë K bërthama e pasqyrimit të fundit majtas, kemi edhe vargun e shkurtër
ekzakt

0→ K → Rs0 →M → 0. (1.18)

Nga teorema e vargut të dytë ekzakt për Ext kemi vargun e mëposhtëm ekzakt

0→ Hom(M,X)→ Hom(Rs0 , X)→ Hom(K,X)→ Ext1(M,X)→ 0.
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Për çdo familje të drejtuar modulesh (Xi)i∈I , marrim diagramin ndërrimtar

Hom(M,Lim−−→IXi)
∼=��

// Hom(Rs0 , Lim−−→IXi)
∼=��

// Hom(K,Lim−−→IXi)

ψ
��

// Ext1(M,Lim−−→IXi)
∼=��

// 0

=
��

Lim−−→IHom(M,Xi) // Lim−−→IHom(Rs0 , Xi) // Lim−−→IHom(K,Xi) // Lim−−→IExt1(M,Xi) // 0

Nga kushtet kemi që homomorfizmi i parë vertikal majtas dhe ai i dytë djathtas janë
izomorfizma, si tek vërtetimi i kushtit të nevojshëm del se homomorfizmi i dytë verti-
kal majtas është po ashtu izomorfizëm, dhe atëherë lema 5 sjell që ψ është izomorfizëm
që do të thotë se K është me paraqitje të fundme, dhe rrjedhimisht M është e tipit
FP2. Supozojmë tani se për çdo n ≥ 3 dhe për çdo 0 ≤ k ≤ n − 1, Extk(M, •) ruan
kolimitet e filtruar dhe duam të tregojmë se M është e tipit FPn. Meqë tek (1.18)
Rs0 është projektiv do të kemi që për 1 ≤ k ≤ n− 2,

Extk(K,X) ∼= Extk+1(M,X),

e rrjedhimisht Extk(K, •) ruan kolimitet e filtruar për çdo 1 ≤ k ≤ n − 2, ndërkaq,
si tek vërtetimi i rastit n = 2, Ext0(K, •) ruan kolimitet e filtruar, dhe atëherë nga
supozimi induktiv do të kemi se K është e tipit FPn−1. Kjo sjell që M është e tipit
FPn siç dëshironim.

Një funktor F : R-Mod → R-Mod do të quhet i vazhdueshëm në qoftë se ai ruan
të gjithë kolimitet e filtruar, domethënë që F (Lim−−→(M)) = Lim−−→(F (M)) për çdo funk-
tor M : J → R-Mod ku J është kategori e filtruar. Një rrjedhim i rëndësishëm i
pohimeve 1.4.10 dhe 1.4.11 është teorema e mëposhtme

Teoremë 1.4.12 (Kriteri Bieri-Eckmann) Le të jetë M ∈ R-Mod. Pohimet e
mëposhtme janë ekuivalente.

(i) M është i tipit FP∞.

(ii) Për çdo n ≥ 0, ExtnR(M, •) ruan kolimitet e filtruar (është i vazhdueshëm).

(iii) Për çdo n ≥ 0, TorR
opp

n (M, •) ruan produktet e drejtë.

Vërejtje 1.4.13 Interesi ynë për pikën (iii) të teoremës 1.4.12 është përdorimi i saj
në vërtetimin e kushtit të mjaftueshëm të teoremës 2.3.1. Në atë rast, rolin e unazës
R e luan unaza monoidale ZS ku S është një monoid inversiv. Dihet që për monoidët
inversivë ZS ∼= ZSopp ku rolin e izomorfizmit e luan pasqyrimi s 7→ s−1. Për këtë
arsye TorZS

opp

n (M, •) tek (iii) i teoremës 1.4.12 zëvendësohet me TorZSn (M, •).

1.5 Konditat FPn dhe bi-FPn për monoidët

Rezultatet e përgjithshme të paragrafit të mësipërm do ti zbatojmë përgjatë tezës
për monoidët dhe për këtë arsye do të japim në këtë paragraf përkufizimet e koditave
FPn dhe bi-FPn për ta.
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Një monoid S do të quhet i tipit FPn për n ≥ 0 kur ZS-moduli trivial Z është i tipit
FPn në kategorinë ZS-Mod. Ai do të quhet i tipit FP∞ kur është i tipit FPn për çdo
n ≥ 0.

Shëmbull 1.5.1 (Monoidët e tipit FPn ku n = 0, 1) Të gjithë monoidët janë të tipit
FP0. Një grup G është i tipit FP1 vetëm kur është me përftim të fundëm (folklor).
Një monoid inversiv është i tipit FP1 vetëm kur është me përftim të fundëm [32].

Shëmbull 1.5.2 (Monoidët e fundëm janë të tipit FP∞) Çdo monoid i fundëm S
është i tipit FP∞. Në këtë rast si rezolucion i lirë me përftim të fundëm shërben i
ashtëquajturi bar rezolucioni johomogjen:

B̄ : · · · // B̄n
∂n // B̄n−1

// · · · // B̄1
∂1 // B̄0

ε // Z // 0

ku për çdo n ≥ 0, B̄n është ZS-moduli i majtë i lirë me bazë bashkësinë e n-sheve
[x1|x2|...|xn] të elementëve të S dhe pasqyrimet që figurojnë aty jepen nga formulat:

∂n[x1|x2|...|xn] = x1[x2|...|xn] +
n−1∑
i=1

(−1)i[x1|...|xixi+1|...|xn] + (−1)n[x1|...|xn−1]

dhe
ε[] = 1.

Ekzaktësia e vargut (B̄) provohet duke treguar se familja e pasqyrimeve

∆̄−1(1) = [], ∆̄n(x[x1|, ..., |xn]) = [x|x1|...|xn] për n ≥ 0

përbën një homotopi kontraktuese. Së fundi, secila prej B̄n është me rank të fundëm
pasi S ka një numër të fundëm elementësh, prandaj S është e tipit FP∞.

Me interes për ne janë edhe monoidët e tipit bi-FPn. Monoidi S do të quhet i tipit bi-
FPn në qoftë se ZS është i tipit FPn në kategorinë ZS ⊗Z ZSopp-Mod. Ky përkufizim
është dhënë për herë të parë nga Otto dhe Kobayashi tek [45]. Në qoftë se monoidi
është i tipit bi-FPn për çdo n ≥ 0, atëherë ai do të quhet i tipit bi-FP∞ . Ka vend
pohimi i mëposhtëm.

Pohim 1.5.3 ( [45], Pohimi 4.2) Në qoftë se monoidi S është i tipit bi-FPn për
ndonjë n ≥ 0, atëherë ai është i tipit FPn.

Vërtetim. Le te jetë

Cn
∂n // · · · ∂2 // C1

∂1 // C0
// ZS // 0 (1.19)

një rezolucion i lirë me rank të fundëm i ZS, pra një kompleks ekzakt ku secila Ck
është një shumë e drejtë e fundme kopjesh të ZS ⊗Z ZSopp. Është e qartë që (1.19)
mund të shihet edhe si një rezolucion i lirë i ZS në Mod-ZS. Po të tensorojmë tani
(1.19) me ZS modulin e majtë trivial Z, atëherë përftojmë kompleksin

Cn ⊗ZS Z // · · · // C1 ⊗ZS Z // C0 ⊗ZS Z // Z // 0 (1.20)

në ZS-Mod i cili është ekzakt sepse për çdo k > 0, Hk(Ck⊗ZS Z) = TorZSk (ZS,Z) = 0
meqënëse (1.19) është një rezolucion i lirë i ZS. Gjithashtu (1.20) është me rank të
fundëm meqënëse i tillë ka qenë edhe (1.19).
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1.6 Dimensioni kohomologjik

Në qoftë se M ∈ R-Mod, do të quajmë dimension projektiv të M -së të cilin e
shënojmë me proj dimR M , inferiorin e n ≥ 0 të tilla që M ka një rezolucion projektiv
me gjatësi n:

0→ Pn → · · · → P0 → 0.

Në qoftë se M nuk ka një rezolucion të tillë të fundëm, do të themi që proj dimR M =
∞. Para se të japim përkufizmin e dimensionit kohomologjik të një monoidi do të na
nevojitet kjo lemë.

Lemë 1.6.1 Konditat e mëposhtme janë ekuivalente:

(i) proj dimR M ≤ n.

(ii) ExtiR(M, •) = 0 për i > n.

(iii) Extn+1
R (M, •) = 0.

(iv) Në qoftë se 0 → K → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 është një varg ekzakt
modulesh ku të gjitha Pi-të janë projektivë, atëherë K është projektive.

Vërtetim. Vargu i implikimeve (iv)⇒ (i)⇒ (ii)⇒ (iii) është i qartë nga përkufizimet,
kështu që mbetet për t’u vërtetuar (iii) ⇒ (iv). Le të jetë dhënë një rezolucion pro-
jektiv si tek (iv), atëherë e plotësojmë atë në mënyrë të çfardoshme në një rezolucion
projektiv të pafundëm

· · · // Pn+1

����

// Pn

����

// Pn−1
// · · · // P0

//M // 0

L
- 

<<

K
- 

<<

Për çdo R-modul N , një (n + 1)-ko-cikël nga HomR(Pn+1, N) është një pasqyrim
Pn+1 → N kompozimi i të cilit me Pn+2 → Pn+1 është zero. Për pasojë çdo ko-cikël
mund të konsiderohet si një pasqyrim ϕ : L → N . Ky kocikël do të jetë një ko-kufi
në qoftë se ϕ zgjerohet në një pasqyrim Pn → N . Kjo do të thotë se (iii) sjell që
çdo pasqyrim mbi L zgjerohet në Pn. Kjo në veçanti ndodh me identikun në L, dhe
atëherë Pn = L⊕K, çka sjell që K është projektive.
Interesi ynë është për modulet mbi unazat monoidale ZS. Me përkufizim do të themi
se një monoid S ka dimension kohomologjik, që e shënojme me cdS, numrin n ∈ N∗
në qoftë se n është më i vogli numër natyror ose zero i tillë që çdo njëra nga konditat
e lemës të jetë e vërtetë.

1.7 Ndryshimi i unazave

Problemi të cilin do të trajtojmë në këtë paragraf është ai i studimit të efektit që ka
mbi grupin ExtnR ndryshimi i unazës R. Më konkretisht, le të jenë R dhe R′ dy unaza
dhe U : R′-Mod→ R-Mod një funktor aditiv. Ka vend teorema e mëposhtme.
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Teoremë 1.7.1 (i) Në qoftë se U ka të bashkëngjitur të majtë F : R-Mod →
R′-Mod dhe në qoftë se U ruan epimorfizmat, atëherë F çon projektivët në pro-
jektivë.
(ii) Në qoftë se U ka të bashkëngjitur të djathtë F̄ : R-Mod→ R′-Mod dhe në qoftë
se U ruan injeksionet, atëherë F̄ çon injektivët tek injektivët.

Vërtetimi i teoremës është rrjedhim i menjëhershëm i lemës së mëposhtme (dhe dualit
të saj), i teoremës 1.2.7, për aplikimin e së cilës kemi parasysh që në një kategori
modulesh monomorfizmat janë limite dhe epimorfizmat janë kolimite, dhe së fundi i
faktit që çdo funktor aditiv i cili ruan bërthamat dhe kobërthamat është ekzakt.

Lemë 1.7.2 Le të jetë dhënë 〈F,G, ϕ〉 : C → D një bashkëngjitje. Në qoftë se G
pasqyron epit në epi, atëherë F pasqyron projektivët në projektivë.

Vërtetim. Për çdo objekt projektiv P në C konsiderojmë diagramin në D,

F (P )

f
��

A
ν // // B

Po të aplikojmë mbi të G-në dhe pastaj të bëjmë kompozimin Gf ◦ ηP = ϕf marrim
diagramin e mëposhtëm

P

ϕf
��

GA Gν // // GB

tek i cili, nga supozimi, Gν është përsëri epi. Nga vetia projektive e objektit P tani
ekziston një shigjetë ψ′ : P → GA në C e tillë që Gν ◦ ψ′ = ϕf . Po të shënojmë
me ψ = ϕ−1(ψ′), e cila është një shigjetë nga D(FP,A), barazimi i fundit shkruhet
Gνϕ(ψ) = ϕf . Po të kemi parasysh ndërrimtarinë e diagramit

D(FP,A)

D(FP,ν)
��

ϕ // C(P,GA)

C(P,Gν)
��

D(FP,B)
ϕ // C(P,GB)

marrim barazimin ϕ(νψ) = ϕf e meqë ϕ është injektiv përfundimisht kemi që f = νψ
e cila vërteton projektivitetin e FP .

Vërejtje 1.7.3 Në mënyrë të ngjashme mund të vërtetohet edhe duali i kësaj leme
për injektivët.

Le të jetë U tani një funktor që kënaq kushtet e teoremës 1.7.1 ndërsa A dhe B dy
module nga përkatësisht R-Mod dhe R′-Mod. Zgjedhim një rezolucion projektiv të
A-së

P : · · · // Pn // Pn−1
// · · · // P0
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dhe konsiderojmë kompleksin

FP : · · · // FPn // FPn−1
// · · · // FP0

i cili nga teorema 1.7.1 është kompleks projektiv nga R′-Mod por ndoshta jo aciklik.
Megjithatë, meqënëse F është ekzakt djathtas (meqë F ka të bashkëngjitur të djathtë
ai ruan kolimitet e për pasojë kobërthamat në veçanti (shiko shembullin 1.1.12)), do
të kemi

H0(FP) = FA.

Tani le të jetë P′ një rezolucion projektiv i FA dhe ψ : FP → P′ pasqyrimi i
komplekseve i induktuar nga 1FA. Duke kombinuar këtë me bashkëngjitjen 〈F,U, ϕ〉
përftojmë ko-kompleksin

HomR′(P
′, B′)

ψ
// HomR′(FP, B′) ∼

ϕ
// HomR(P, UB′)

dhe duke kaluar në homologji përftojmë homomorfizmat

Ψn : ExtnR′(FA,B
′)→ ExtnR(A,UB′) për n = 0, 1, 2, ... (1.21)

të cilët janë natyralë në A dhe B′. Vërejmë tani se nëse F ruan injeksionet, domethënë
nëse F është ekzakt, atëherë FP është rezolucion projektiv i FA dhe për pasojë Ψ
është një izomorfizëm natyral i përcaktuar në mënyrë të vetme nga ϕ. Teoria që
zhvilluam deri tani mund të aplikohet në këtë situatë specifike. Le të jetë dhënë γ :
R→ R′ një homomorfizëm unazash. Dihet që çdo R′ modul M ′ mund të konsiderohet
si R modul nëpërmjet γ duke pozuar

rm′ = γ(r)m′ ku r ∈ R dhe m′ ∈M ′. (1.22)

Këtë modul do ta shënojmë me UγM ′ dhe në këtë mënyrë përcaktohet një funktor
Uγ : R′-Mod → R-Mod të cilin do ta quajmë funktori i ndryshimit të unazave i
induktuar nga γ : R → R′. Kjo është arsyeja që paragrafi në shtjellim ka këtë titull.
Për Uγ ka vend pohimi i mëposhtëm.

Teoremë 1.7.4 Funktori Uγ : R′-Mod → R-Mod ruan epimorfizmat dhe ka të
bashkëngjitur të majtë funktorin F : R-Mod→ R′-Mod të përcaktuar nga barazimi

FM = R′ ⊗RM, ku M ∈ R-Mod; (1.23)

këtu R′ është konsideruar si R modul i djathtë nëpërmjet γ, dhe FM fiton strukturën
e një R′ moduli nga faktori R′ që ka majtas produktit tensorial.

Vërtetim. Në mënyrë të qartë Uγ ruan epimorfizmat. Për të vërtetuar ekzistencën e
një bashkëngjitjeje, së pari kujtojmë që nga teorema themelore e produktit tensorial
kemi izomorfizmin natyral

Γ : R′-Mod(R′ ⊗RM,B′) ∼= R-Mod(M,R′-Mod(R′, B′)).
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Nga ana tjetër mund të ndërtohet një pasqyrim

∆ : R-Mod(M,R′-Mod(R′, B′))→ R-Mod(M,UγB′)

i tillë që
∆(ξ) = ξ̃ ku ξ̃(x) = ξ(x)(1′)

ku 1′ është njëshi i R′ dhe x ∈ M e ξ ∈ R-Mod(M,R′-Mod(R′, B′)) janë çfarëdo.
Vërtetimin e faktit që ∆ është izomorfizëm natyral po e mënjanojmë pasi është ru-
tinë. Së fundi, kompozimi i dy izomorfizmave natyrale Γ dhe ∆ jep bashkëngjitjen e
kërkuar.
E zbatuar në rastin konkret tani (1.21) ka formën

Ψ : ExtnR′(R
′ ⊗R A,B′)→ ExtnR(A,UγB′).

Ka vend rezultati i mëposhtëm.

Pohim 1.7.5 Në qoftë se R′ është i sheshtë si R modul i djathtë nëpërmjet γ, atëherë

Ψ : ExtnR′(R
′ ⊗R A,B′) ∼ // ExtnR(A,UγB′)

është një izomorfizëm natyral.

Vërtetim. Në kushtet e dhëna, funktori F i përcaktuar nga (1.23) është ekzakt.
Në të njëjtën mënyrë me të cilën u veprua për të përftuar (1.21) mund të zbatohet
rezultati i teoremës 1.7.1 (ii) për të përftuar homomorfizma natyrale të trajtës

Ψ̄ : ExtnR′(A
′, F̄B)→ ExtnR(UA′, B). (1.24)

Për më tepër Ψ̄ është izomorfizëm natyral në qoftë se F̄ ruan syrjeksionet, pra kur
është ekzakt. Do ti kthehemi sërish funktorit Uγ : R′-Mod → R-Mod. Ka vend kjo
teoremë për të.

Teoremë 1.7.6 Funktori Uγ ruan injeksionet dhe ka të bashkëngjitur të djathtë F̄ :
R-Mod→ R′-Mod të dhënë nga barazimi

F̄M = R-Mod(R′,M) ku M ∈ R-Mod; (1.25)

këtu R′ konsiderohet si R modul i majtë nëpërmjet γ, dhe F̄M fiton strukturën e një
R′ moduli me anën e strukturës si R′ modul i djathtë që ka R′.

Vërtetim. Ngjashmërisht me vërtetimin e teoremës 1.7.4, ndërtojmë pasqyrimin

Ω : R′-Mod(B′, R-Mod(R′,M))→ R-Mod(UγB′,M)

të tillë që
Ω(ξ) = ξ̃ ku ξ̃(x) = ξ(x)(1′)

për çdo x ∈ UγB′ dhe ξ ∈ R′-Mod(B′, R-Mod(R′,M)). Vërtetohet se ai është izo-
morfizëm natyral që provon bashkëngjitjen.
Po të zbatojmë homomorfizmin (1.24) në kushtet e teoremës 1.7.6, përftojmë homo-
morfizmin natyral

Ψ̄ : ExtnR′(A
′, R-Mod(R′, B))→ ExtnR(UγA′, B).

Ngjashmërisht me pohimin 1.7.5 ka vend ky
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Pohim 1.7.7 Në qoftë se R′ është projektiv si R modul i majtë nëpërmjet γ, atëherë

Ψ̄ : ExtnR′(A
′, R-Mod(R′, B)) ∼ // ExtnR(UγA′, B)

është izomorfizëm natyral.
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Kapitulli 2

Kondita fundshmërie homologjike
për monoidët inversivë

2.1 Disa rezultate paraprake

Një mënyrë e dobishme për të kërkuar informacion të natyrës homologjike për një
monoid inversiv është të studiojmë vetitë homologjike të nëngrupeve të tyre maksi-
malë dhe të shohim se deri në çfarë mase ato pëcaktojnë veti të caktuara të monoidit.
Ka prova të ndryshme të dhëna tek [15] që kjo përqasje është vërtet e dobishme. Në
këtë artikull autorët kanë treguar që një monoid i Klifordit S është i tipit FPn vetëm
kur S përmban një idempotent minimal e dhe nëngrupi maksimal i S që përmban
e është i tipit FPn. Për klasën më të gjërë të gjysmëgrupeve inversivë, ata tregojnë
nën supozimin që gjysmëgrupi përmban një idempotent minimal, që është i tipit FPn
vetëm kur nëngrupi i tij maksimal që përmban këtë idempotent është i të njëjtit tip.
Ndryshe nga [15], në këtë kapitull ne bëjmë një lidhje midis vetive homologjike të
një monoidi inversiv S me ato të grupit të imazhit maksimal të tij G. Ne provojmë
që S është i tipit FP∞ vetëm kur S përmban një idempotent minimal dhe G është i
tipit FP∞. Ne gjithashtu tregojmë që dimensioni kohomologjik i një monoidi të lirë
të Klifordit dhe ai i grupit të imazhit maksimal të tij përputhen. Në këtë rast ne
tregojmë se dimensioni kohomologjik është një, dhe kjo gjë e bën një monoid të lirë të
Klifordit një tjetër kandidat për të provuar një teoremë analoge të Stalling Swan për
gjysmëgrupet inversivë. Në përfundim të këtij kapitulli përcaktojmë indeksin e një
nënmonoidi të plotë të një monoidi inversiv me anë të grupeve të imazhit maksimal
të tyre dhe tregojmë që në qoftë se indeksi është i fundëm, atëherë, monoidi është
i tipit FP∞ vetëm kur nënmonoidi i tij është i të njëjtit tip. Kjo veti ka homologen
e saj në teorinë e kohomologjisë së grupeve. Këto rezultate sigurojnë mjaftueshëm
prova se grupi i imazhit maksimal i një monoidi inversiv përmban informacion vital
të natyrës homologjike i cili mund të përdoret për të studiuar vetitë homologjike të
vetë monoidit, dhe prandaj meriton të studiohet më tej.
Me përkufizim S është një gjysmëgrup inversiv në qoftë se për çdo element x ekziston
një element i vetëm x−1 i tillë që x = xx−1x dhe x−1 = x−1xx−1. Një veti kyçe e
gjysmëgrupeve inversivë është që idempotentët e tyre ndërrojnë. Në qoftë se S është
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një monoid inversiv dhe E semilatisa e tij e idempotentëve, atëherë shënojmë me G
grupin e imazhit maksimal të S; domethënë G ∼= S/σ ku σ është kongruencë mbi S
e përcaktuar si vijon. Për çdo a, b ∈ S, aσb atëherë dhe vetëm atëherë kur ekziston
e ∈ E e tillë që ae = be, ose njësoj, në qoftë se ekziston f ∈ E e tillë që fa = fb. Do
të shënojmë me ν epimorfizmin kanonik përkatës. Njëshi i G do të shënohet me 1.
Përpara se të meremi me studimin e lidhjes së grupeve të kohomologjisë së S-së dhe
të G-së, do të shqyrtojmë një situatë më të përgjithshme. Le të jenë K dhe L monoidë
të konsideruara si kategori të vogla me një objekt të vetëm, të shënuara përkatësisht
me ∗K dhe ∗L, dhe me morfizma, elementët e monoidëve përkatës, dhe supozojmë
që µ : K → L është një epimorfizëm çfardo monoidesh. Përcaktojmë J : K → L
mbi objektet J(∗K) = ∗L dhe për çdo s ∈ K përcaktojmë J(s) = µ(s), dhe mund të
tregohet lehtë që J është funktor duke përdorur faktin që ai rrjedh nga një epimor-
fizëm monoidesh. Funktori J indukton një funktor J∗ : AbL → AbK sipas rregullit
J∗(M) = MJ , për çdo L-modul M ∈ AbL.
Ndërtimi i mëposhtëm është një rast i veçantë i kategorisë presje [47]. Shënojmë me
= ↓ ∗L kategorinë e J-objekteve mbi ∗L si vijon. Një objekt i = ↓ ∗L është një çift
(∗K , a) ku a : ∗L → ∗L është një morfizëm në L. Morfizmi s : (∗K , a)→ (∗K , b) është
një morfizëm s : ∗K → ∗K i tillë që diagrami

J(∗K) = ∗L
J(s) //

a
%%

J(∗K) = ∗L

b
yy

∗L

është komutativ. Me fjalë të tjera, gjendet një morfizëm s : (∗K , a)→ (∗K , b) në qoftë
se bJ(s) = a.

Lemë 2.1.1 Në qoftë se kategoria presje = ↓ ∗L është e filtruar, atëherë J∗ ka të
bashkëgjitur të majtë J̃ dhe të dy funktorët janë ekzaktë.

Vërtetim. Meqënëse të gjitha kolimitet ekzistojnë në Ab, atëherë duali i teoremës
1.3.2 tregon që çdo funktor T ∈ AbK ka një zgjerim të majtë të Kanit LanJT sipas
J të përcaktuar nga

LanJT (∗L) = Lim−−→(= ↓ ∗L
P−→ K

T−→ Ab), (2.1)

ku P është projeksioni (∗K , a) 7→ ∗K . Tani argumenti dual i dhënë në teoremën 1.3.2

tregon që funksioni T 7→ LanJT përcakton një të bashkëngjitur të majtë J̃ të J∗.
Si i bashkëngjitur i majtë, J̃ ruan kobërthamat, kështu për të provuar që ai është
ekzakt mbetet të tregojmë që J̃ ruan monomorfizmat gjithashtu. Le të jetë T1 ↪→ T2

monomorfizëm në AbK , atëherë pohimi 3.1, f. 258 tek [48] tregon që morfizmi i in-
duktuar T1P → T2P është gjithashtu monomorfizëm në Ab=↓∗L . Duke e kondideruar
Ab si kategorinë e Z moduleve të djathtë dhe duke kujtuar që = ↓ ∗L është e filtruar,
ne mund të zbatojmë pohimin 1.2.8 për të treguar që morfizmi tjetër i induktuar
Lim−−→(T1P ) → Lim−−→(T2P ) është monomorfizëm e cila nga (2.1) është e njëjta gjë si të

thuash që LanJT1(∗L)→ LanJT2(∗L) është gjithashtu monomorfizëm. Pohimi 3.1, f.
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258 tek [48] përsëri tregon që LanJT1 → LanJT2 është monomorfizëm duke provuar

kështu ekzaktësinë e J̃ . Do të tregojmë gjithashtu që J∗ është ekzakt. Për këtë ku-
jtojmë fillimisht që J∗ ruan bërthamat si i bashkëngjitur i djathtë. Mbetet të tregojmë
që ruan epimorfizmat gjithashtu. Vërtet, në qoftë se M1 �M2 është epimorfizëm në
AbL, atëherë homomorfizmi i induktuar M1J(∗K) = M1 → M2 = M2J(∗K) është
homomorfizëm syrjektiv K-modulesh të majtë.
Do të shënojmë me Kopp dualin e kategorisë (monoidit) K. Do të japim këtu për ta
përdorur më vonë lemat e mëposhtme vërtetimi i të cilave mund të gjendet në mënyrë
më të përgjithësuar në [50].

Lemë 2.1.2 Për çdo monoid K, ekzistojnë izomorfizma ndërmjet kategorive:

AbK×K
opp ∼=

(
AbK

)Kopp ∼=
(
AbZK)ZKopp ∼= AbZK⊗ZZKopp

.

Këtej e tutje ZK⊗ZZKopp do të quhet algjebra mbështjellëse e ZK dhe do të shënohet
për shkurtim me ZKe. Në mënyrë të ngjashme kemi lemën e mëposhtme.

Lemë 2.1.3 Për çdo monoid S, ekziston një izomorfizëm ndërmjet kategorive aditive
AbS dhe AbZS, ku ZS është aditivizimi i S.

2.2 Grupet e kohomologjisë dhe dimensioni koho-

mologjik

Përderisa po përpiqemi të bëjmë një lidhje midis vetive homologjike të një monoidi
inversiv me ato të grupit të imazhit maksimal të tij, është e natyrshme të konsiderojmë
kohomologjinë e Eilenberg-MacLane të monoidëve e cila me përkufizim jepet nga

Hn(S,M) = ExtnZS(Z,M).

Këtu S është një monoid, M është S-modul i majtë dhe Z është S-moduli trivial.
Lema e mëposhtme është thelbësore në vërtetimin e teoremës 2.2.2.

Lemë 2.2.1 = ↓ ∗G është e filtruar dhe në qoftë se S përmban një idempotent mini-
mal, atëherë = ↓ ∗G është fortësisht e filtruar.

Vërtetim. Le të jenë (∗S, a) dhe (∗S, b) dy objekte të = ↓ ∗G. Mund të zgjed-
him α dhe β ∈ S të tilla që µ(α) = a dhe µ(β) = b, atëherë, nga përkufizimi
α : (∗S, a)→ (∗S, 1) dhe β : (∗S, b)→ (∗S, 1) janë shigjeta në = ↓ ∗G. Së dyti, në qoftë
se s1, s2 : (∗S, a) → (∗S, b) janë shigjeta paralele, atëherë kemi bµ(s1) = a = bµ(s2),
që do të thotë që s1σs2 dhe si rezultat gjendet një e ∈ E i tillë që es1 = es2. Por në
mënyrë evidente, e : (∗S, b)→ (∗S, b) është shigjetë në = ↓ ∗G, për rrjedhojë barazimi
i mësipërm është barazim shigjetash në = ↓ ∗G. Kjo tregon që = ↓ ∗G është kategori
e filtruar. Së fundi, supozojmë që S përmban një idempotent minimal ε dhe le të jetë
si : (∗S, a) → (∗S, ai) ku i ∈ I një kon i dhënë në = ↓ ∗G. Për çdo i ∈ I, zgjedhim
ti ∈ S të tillë që µ(ti) = ai. Për çdo i dhe j ∈ I kemi që aiµ(si) = a = ajµ(sj), prandaj
µ(tisi) = µ(tjsj). Atëherë ekziston një idempotent eij ∈ E i tillë që eijtisi = eijtjsj.
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Duke shumëzuar në të majtë me ε dhe duke kujtuar që ε është idempotent minimal,
përftojmë εtisi = εtjsj. Si më parë, ε : (∗S, 1)→ (∗S, 1) është shigjetë në = ↓ ∗G, për
rrjedhojë familja e shigjetave εti ku i ∈ I është plotësimi ndërrimtar i konit të dhënë
duke treguar që = ↓ ∗G është fortësisht e filtruar.

Teorema e mëposhtme është analoge e teoremës 4.1 të [54] për monoidët inversivë
në përgjithësi dhe gjithashtu analoge e pohimit 3.6 të [43] e cila lidh kohomologjinë
e Lausch të një monoidi inversiv me kohomologjinë e Eilenberg-Mac Lane të grupit
të imazhit maksimal të tij.

Teoremë 2.2.2 Për çdo monoid inversiv S, për çdo n ≥ 0 dhe çdo ZG modul të
majtë M gjendet një izomorfizëm natyral

ExtnZG(Z,M) ∼= ExtnZS(Z,J∗M) (2.2)

ku J∗ = ISJ∗I−1
G , dhe IG, IS janë izomorfizmat e lemës 2.1.3 dhe Z është modul

trivial.

Vërtetim. Nga lema 2.1.1 dhe ajo 2.2.1 kemi ekzistencen e funktorit J̃ . Kompozimi
J̃ = IGJ̃I−1

S : AbZS → AbZG është ekzakt meqënëse IG dhe I−1
S janë ekzaktë. Në

të njëjtën mënyrë ne mund të përftojmë një tjetër funktor ekzakt J∗ = ISJ∗I−1
G :

AbZG → AbZS. Në fakt ky funktor është funktori i ndryshimit të unazave sipas [21].
Meqënëse çdo izomorfizëm është i bashkëngjitur i të anasjellit të tij, nga teorema 1,
f. 103 tek [47] shohim që J̃ është i bashkëngjitur i majtë i J∗. Tani mund të zbatojmë
teoremën 12.1, f. 162 të [21] për të përftuar për çdo n ≥ 0 një izomorfizëm natyral

Φn : ExtnZG(J̃N,M)→ ExtnZS(N,J∗M) (2.3)

për çdo M ∈ AbZG dhe N ∈ AbZS. Po të zëvendësojmë N me ZS-modulin e majtë
trivial Z, atëherë J̃N përputhet me ZG modulin trival Z. Vërtet, siç është provuar
në [21], funktori i ndryshimit të unazave J∗ ka të bashkëngjitur të majtë (i cili duhet

të jetë natyralisht izomorf me J̃) i dhënë nga rregulli N 7→ ZG ⊗ZS N . Për N = Z
shohim që çdo gjenerator g ⊗ZS z i ZG ⊗ZS Z mund të reduktohet si më poshtë:
g ⊗ZS z = 1⊗ZS s · z = 1⊗ZS z ku s ∈ µ−1(g). Për rrjedhim, J̃Z ∼= Z. Duke aplikuar
(2.3) për N = Z, marrim izomorfizmin natyral ExtnZG(Z,M) ∼= ExtnZS(Z,J∗M).

Izomorfizmi i teoremës 2.2.2 tregon që cdG ≤ cdS. Do të provojmë në pohimin më
poshtë që në rastin e monoidëve inversivë të cilët përmbajnë një idempotent minimal
dimensionet kohomologjikë janë të njëjtë dhe më pas përftojmë si një rrjedhim që
monoidët e lirë të Klifordit e kanë dimensionin kohomologjik një.

Pohim 2.2.3 Le të jetë S monoid inversiv që përmban një idempotent minimal ε.
Atëherë dimensioni kohomologjik i S dhe ai i grupit të imazhit maksimal të tij G
përputhen.

Vërtetim. Fillimisht japim strategjinë e vërtetimit dhe pastaj do të procedojmë me
detajet teknike. Thelbi i vërtetimit është të tregojmë që J∗ZG është projektiv si ZS
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modul i majtë nëpërmjet µ dhe më pas përdorim pohimin 1.7.7 i cili jep në këtë rast
një izomorfizëm natyral ExtnZG(Z,HomZS(J∗ZG,B)) ∼= ExtnZS(Z, B) për çdo n ≥ 0
dhe B ∈ AbZS. Kjo implikon menjëherë që cdS ≤ cdG. Kjo, së bashku me vërejtjen
pas teoremës 2.2.2, sjellin që cdS = cdG. Le të tregojmë tani që J∗ZG është projektiv.
Nga teorema 2.2.2 shohim që J∗ZG është një ZS modul i sheshtë, kështu që për të
provuar që ai është projektiv është e mjaftueshme të tregojmë që ai është me paraqitje
të fundme. Vërtet, ekziston një varg ekzakt

ZS ψ→ ZS µ̃→ J∗ZG→ 0 (2.4)

ku µ̃ është zgjerim linear i µ dhe ψ përcaktohet nga ψ(s) = s − sε. Është e lehtë
të shihet që ψ është homomorfizëm ZS modulesh të majtë i cili pasqyron në mënyrë
syrjektive ZS në Ker(µ̃). E fundit rrjedh lehtë nga fakti që Ker(µ̃) gjenerohet si një
grup abelian nga elementët e trajtës s− sε.
Kujtojmë nga [18] që një monoid i lirë i Klifordit mbi një bashkësi X është bashkësia

CMX = {(u,A) ∈ FGX × P(X)|c(u) ⊆ A},

ku FGX është grupi i lirë mbi X, P(X) është bashkësia e të gjitha nënbashkësive të
X, dhe me c(u) shënojmë përmbajtjen e fjalës u, domethënë, bashkësinë e të gjitha
shkronjave nga X që paraqiten tek fjala u. Shumëzimi mbi CMX përcaktohet nga

(v,B)(u,A) = (vu,B ∪ A).

Rrjedhim 2.2.4 Në qoftë se CMX është monoidi i lirë i Klifordit mbi një bashkësi
X, atëherë dimensioni kohomologjik i CMX dhe ai i grupit të imazhit maksimal të tij
G = CMX/σ përputhen dhe janë të barabarta me një.

Vërtetim. Siç mund ta shohim nga më sipër, një monoid i lirë i Klifordit pëmban
idempotentin minimal (1, X), për rrjedhim nga pohimi 2.2.3 kemi që cdCMX = cdG,
pra na mbetet të tregojmë që cdG = 1. Kjo mund të arrihet në qoftë se provojmë që
G është i lirë mbi ndonjë bashkësi. Në fakt ajo është e lirë mbi bashkësinë e klasave të
ekuivalencës {(x, {x})|x ∈ X} modulo σ. Kjo mund të provohet lehtë duke përdorur
vetinë universale të CMX siç përshkruhet në diagramin më poshtë

X ι //

f ""

CMX

ϕ

��

µ // CMX/σ

ϕ̃
yy

H

ku H është një grup çfardo dhe f : X → H është pasqyrim çfardo, ι(x) = (x, {x}), µ
epimorfizmi natyral, ϕ është morfizëm monoidesh i cili zgjeron në mënyrë të vetme f
dhe ϕ̃ është e dhënë nga ϕ̃((u, c(u))) = ϕ((u, c(u))).

Rrjedhimi 2.2.4 është analog i teoremës 4.5 tek [13] dhe tregon që monoidët e lirë
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të Klifordit janë midis kandidatëve të tjerë për të provuar një analoge të teoremës së
Stalling Swan për gjysmëgrupet inversivë me anë të kohomologjisë së Eilenberg-Mac
Lane. Megjithatë duhet përmendur që, ngjashmërisht me kohomologjinë e Lausch,
rasti i dimensionit zero për kohomologjinë e Eilenberg MacLane është mjaft e ndrys-
hme nga ajo e grupeve. Në mënyrë më të shtjellur, për monoidët inversivë E-unitarë
kemi këtë rrjedhim

Rrjedhim 2.2.5 Le të jetë S një monoid inversiv E-unitar. Atëherë S e ka dimen-
sionin kohomologjik zero vetëm kur S është një semilatisë me zero.

Vërtetim. Nga teorema 2.2.2 grupi i imazhit maksimal G duhet të jetë zero, për
rrjedhojë për çdo s ∈ S, (s, 1S) ∈ σ. Meqënëse S është E-unitar, rrjedh që s është
idempotent. Fakti që S ka një zero rrjedh nga [37] dhe gjithashtu nga [16]. E anasjella
është evidente.

Ky rrjedhim është analog i teoremës 4.4 tek [13] dhe gjithashtu analoge e një re-
zultati nga [41].
Mund të nxjerrim një aplikim tjetër të teoremës 2.2.2 në rastin e monoidëve inversivë
abelianë. Kujtojmë nga [51] problemin e mëposhtëm të diskutuar aty për monoidët
abelianë në përgjithësi. Në qoftë se S është një monoid abelian dhe T imazhi ho-
momorfik maksimal me thjeshtim i tij, atëherë për çdo ZS modul D ndërtojmë ZT
modulin D′ = HomZS(ZT,D). Është e mirënjohur ekzistenca e një homomorfizmi
natyral Hn(T,D′) → Hn(S,D). Në qoftë se D është ZS modul trivial, atëherë D′

është thjesht D e parë si një ZT modul trivial. Homomorfizmi i mësipërm tregohet që
është izomorfizëm për D triviale dhe n = 1, 2 por nuk ka qënë e njohur deri tani çfarë
ndodh për n ≥ 3. Në qoftë se S është monoid inversiv abelian, atëherë është e qartë
që T është vetë G, grupi i imazhit maksimal të S. Në këtë rast ne mund të përdorim
izomorfizmin (2.2) për të përftuar një izomorfizëm ExtnZG(Z, D′) ∼= ExtnZS(Z,J∗D′).
Rrjedhimi i mëposhtëm tani është i menjëhershëm.

Rrjedhim 2.2.6 Në qoftë se S është një monoid inversiv abelian dhe G grupi i imaz-
hit maksimal të tij, atëherë për çdo ZS modul trivial D gjendet një izomorfizëm na-
tyral Hn(S,D) ∼= Hn(G,D) për çdo n ∈ N.

2.3 Kondita FP∞ për monoidët inversivë

Kujtojmë nga §1.5 i kapitullit të parë se një monoid çfardo S do të quhet i tipit FPn

për n ≥ 0 në qoftë se moduli trivial Z ∈ ZS-Mod është i tipit FPn. Në qoftë se S
është FPn për çdo n ≥ 0, atëherë do të themi se S është e tipit FP∞. Vërtetimi i
teoremës 2.3.1 do të përdorë kriterin Bieri-Eckmann për vetinë FP∞ të moduleve.

Teoremë 2.3.1 Le të jetë S monoid inversiv dhe G grupi i imazhit maksimal të tij.
Në qoftë se S është e tipit FP∞, atëherë S përmban një idempotent minimal dhe G
është i tipit FP∞. Anasjellas, në qoftë se S përmban një idempotent minimal dhe G
është i tipit FP∞, atëherë S është i tipit FP∞.
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Vërtetim. Në veçanti S është i tipit FP1, për rrjedhojë gjendet një rezolucion i
pjesshëm i lirë i tipit të fundëm i ZS modulit trivial Z:

⊕i∈I1 ZS → ⊕i∈I0ZS → Z→ 0. (2.5)

Mund ta konsiderojmë ZE si ZS modul të djathtë nëpërmjet konjugimit të S mbi E:
e · s = s−1es për çdo s ∈ S dhe e ∈ E. Në qoftë se tensorojmë (2.5) nga e majta me
ZE duke e parë atë si ZE modul të majtë dhe si një ZS modul të djathtë, përftojmë
vargun ekzakt të mëposhtëm në ZE-Mod

⊕i∈I1 ZE ⊗ZS ZS → ⊕i∈I0ZE ⊗ZS ZS → ZE ⊗ZS Z→ 0. (2.6)

Më pas do të provojmë që ZE⊗ZSZ është ZE moduli trivial Z. Vërtet, çdo gjenerator
e⊗ZS z mund të reduktohet si vijon: e⊗ZS z = 1S ⊗ZS e · z = 1S ⊗ZS z, për rrjedhim
ZE ⊗ZS Z ∼= Z si grupe abelianë. Nga ana tjetër, veprimi i çdo idempotenti f mbi
gjeneratorin 1S ⊗ZS z e lë të fiksuar këtë gjenerator. Në mënyrë të ngjashme tregohet
që ZE⊗ZSZS ∼= ZE. Vërtet, çdo gjenerator e⊗ZSs i ZE⊗ZSZS mund të reduktohet si
vijon: e⊗ZS s = s−1es⊗ZS 1S që tregon se elementët e ZE⊗ZS ZS janë Z-kombinime
lineare të elementëve të trajtës e ⊗ZS 1S. Nga kjo është e lehtë të shihet tani pse
ZE ⊗ZS ZS ∼= ZE si ZE module të majtë. Tani duke përdorur ekzaktësinë e (2.6)
dhe izomorfizmat e mësipërm, përftojmë vargun ekzakt të mëposhtëm

⊕i∈I1ZE → ⊕i∈I0ZE → Z→ 0,

duke provuar kështu që E është i tipit FP1. Rezultati kryesor i [32] tregon që E është
unitarisht me përftim të fundëm dhe më pas në të njëjtën mënyrë si në vërtetimin e
teoremës 9 tek [15] mund të tregojmë që E përmban një idempotent minimal.
Për të provuar që G është i tipit FP∞, ne duhet të provojmë që ExtnZG(Z, •) ndërron
me kolimitet e filtruar. Le të jetë lim−→Mi një kolimit i filtruar i një diagrami modulesh
Mi ku i ∈ I. Atëherë kemi izomorfizmin natyral të mëposhtëm

ExtnZG(Z, Lim−−→Mi) ∼= ExtnZS(Z,J∗Lim−−→Mi) nga (2.2)

∼= ExtnZS(Z, Lim−−→J∗Mi) J∗ ka të bashkëngjitur të djathtë [21]

∼= Lim−−→Ext
n
ZS(Z,J∗Mi) S është i tipit FP∞

∼= Lim−−→Ext
n
ZG(Z,Mi) nga natyraliteti i (2.2),

e cila tregon se G është i tipit FP∞ siç edhe kërkohej.
Përpara se të provojmë të anasjellën nën hipotezën e dhënë, do të bëjmë një vëzhgim.
Do të shënojmë me Z, ZS modulin trivial të djathtë Z dhe me Z′, ZG modulin
trivial të djathtë Z. Për çdo grup abelian C, ZS moduli i majtë J∗HomZ(Z′, C) dhe
HomZ(Z, C) përputhen. Sigurisht që, si grupe abelianë ata janë të barabartë. Për të
parë që ata janë të barabartë edhe si module, kujtojmë që veprimi i S mbi elementët
f të J∗HomZ(Z′, C) është përcaktuar duke pozuar s · f(x) = µ(s) · f(x) = f(x · µ(s))
për çdo s ∈ S dhe x ∈ Z′. Por nga përkufizimi i Z′, f(x ·µ(s)) = f(x), dhe si rezultat
s · f = f e cila nënkupton që J∗HomZ(Z′, C) është trivial si një ZS modul i majtë.
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Ngjashmërisht, ne mund të provojmë që grupi abelian HomZ(Z, C) është trivial si një
ZS modul i majtë, për rrjedhojë kemi barazimin. Për çdo ZS modul të majtë A dhe
çdo grup abelian C kemi izomorfizmat natyralë të mëposhtëm.

HomZ(Z′ ⊗ZG J̃A,C) ∼= HomZG(J̃A,HomZ(Z′, C)) shoqërimtaria e bashkëngjitjes
∼= HomZS(A,J∗HomZ(Z′, C)) nga lema 2.1.1

= HomZS(A,HomZ(Z, C)) nga vëzhgimi ynë
∼= HomZ(Z⊗ZS A,C) shoqërimtaria e bashkëngjitjes.

Rrjedh që kemi izomorfizmin natyral në Ab

Nat(HomZ(Z′ ⊗ZG J̃A, •),Z⊗Z •) ∼= Nat(HomZ(Z⊗ZS A, •),Z⊗Z •).

Lema Yoneda tani implikon ekzistencën e një izomorfizmi natyral

Z′ ⊗ZG J̃A ∼= Z⊗ZS A.

Meqënëse J̃ ruan rezolucionet projektive (teorema 12.1, f. 162 e [21]), natyraliteti
i izomorfizmit të mësipërm implikon që për çdo n ≥ 0 gjenden këta izomorfizma
natyralë

TorZGn (Z′, J̃A) ∼= TorZSn (Z, A). (2.7)

Ngjashmërisht mund të provohet që për çdo K ∈ AbG ka një izomorfizëm natyral

TorZGn (Z′, IGK) ∼= TorGn (I−1
G Z′, K). (2.8)

Për të provuar që ZS moduli trivial Z është i tipit FP∞ duhet të tregojmë që
TorZSn (Z, •) ndërron me produktet e drejtë. Le të Ai për i ∈ I një familje ZS modulesh
të majtë. Izomorfizmat natyralë të mëposhtëm janë të vërteta.

TorZSn (Z, Π
i∈I
Ai) ∼= TorZGn (Z′, J̃ Π

i∈I
Ai) nga (2.7)

∼= TorZGn (Z′, IGJ̃I−1
S ( Π

i∈I
Ai)) nga përkufizimi i J̃

∼= TorZGn (Z′, IGJ̃( Π
i∈I
I−1
S Ai)

∼= TorZGn (Z′, IGLim−−→(( Π
i∈I
I−1
S Ai)P )) nga lema 2.1.1

∼= TorZGn (Z′, IGLim−−→( Π
i∈I

(I−1
S AiP ))) ( Π

i∈I
I−1
S Ai)P ∼= Π

i∈I
(I−1
S AiP )

∼= TorGn (I−1
G Z′, Lim−−→( Π

i∈I
(I−1
S AiP ))) nga (2.8)

∼= TorGn (I−1
G Z′, Π

i∈I
Lim−−→I

−1
S AiP ) lema 2.2.1 e pohimi 9.5.3 i [56]

∼= TorZGn (Z′, IG Π
i∈I
Lim−−→I

−1
S AiP )

∼= TorZGn (Z′, Π
i∈I
IGLim−−→I

−1
S AiP ) IG është i bashkëgjitur i djathtë

∼= Π
i∈I

TorZGn (Z′, IGLim−−→I
−1
S AiP ) G është i tipit FP∞
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∼= Π
i∈I

TorGn (I−1
G Z′, Lim−−→I

−1
S AiP )

∼= Π
i∈I

TorGn (I−1
G Z′, J̃I−1

S Ai)

∼= Π
i∈I

TorZGn (Z′, IGJ̃I−1
S Ai)

∼= Π
i∈I

TorZGn (Z′, J̃Ai) nga përkufizimi i J̃

∼= Π
i∈I

TorZSn (Z, Ai) nga (2.7).

Tani duke krahasuar anën a majtë dhe të djathtë të vargut të mësipërm të izomor-
fizmave, marrim rezultatin e kërkuar.

Vërejtje 2.3.2 Mund ta kishim shmangur vërtetimin e sofistikuar të së anasjellës së
teoremës 2.3.1 e cila bazohet në faktin që = ↓ ∗G është fortësisht e filtruar dhe në
vend të kësaj mund të kishim zbatuar rezultatin e [11] i cili pohon që HomR(M, •)
ndërron me kolimitet e drejtuar sa herë që M është një R-modul i majtë me paraqitje
të fundme. Mund ta zbatojmë këtë për HomZS(J∗ZG, •) meqënëse dimë nga pohimi
2.2.3 që J∗ZG është me paraqitje të fundme. Vërtetimi do të ishte si më poshtë.

ExtnZS(Z, Lim−−→Mi) ∼= ExtnZG(Z,HomZS(J∗ZG,Lim−−→Mi)) nga pohimi 1.7.7

∼= ExtnZG(Z, Lim−−→HomZS(J∗ZG,Mi)) nga lema 1.4.9

∼= Lim−−→ExtnZG(Z,HomZS(J∗ZG,Mi)) ZG është i tipit FP∞
∼= Lim−−→Ext

n
ZS(Z,Mi) nga pohimi 1.7.7,

rrjedhimisht, S është i tipit FP∞.

Të qënit i tipit FP∞ i grupit të imazhit maksimal të një monoidi inversiv nuk sjell
që ky monoid përmban një idempotent minimal. Është vërtetuar tek [44] se çdo grup
është në fakt grupi i imazhit maksimal të një monoidi inversiv. Po përshkruajmë më
poshtë se si ndërtohet monoidi me atë cilësi duke bërë më pas të qartë arsyen përse
ai nuk mund të përmbajë një idempotent minimal. Le të jetë 〈X : R〉 një paraqitje
çfardo e një grupi të pafundëm G i cili mund të zgjidhet të jetë i tipit FP∞ dhe
Γ(X,R) grafi i Kejlit i kësaj paraqitjeje. Përcaktojmë M(X,R) bashkësinë e çifteve
(Γ, g) ku g ∈ G dhe Γ është një nëngraf i lidhur dhe i fundëm i Γ(X,R) që përmban
1 dhe g si kulme. Në M(X,R) përcaktojmë veprimin (Γ, g) · (Γ′, g′) = (Γ∪ g ·Γ′, gg′).
Me këtë veprim M(X,R) shndërohet në një monoid inversiv idempotentët e të cilit
janë çiftet (Γ, 1) ku Γ është një nëngraf i lidhur dhe i fundëm i Γ(X,R) që përmban
1, dhe që ka për grup të imazhit të tij maksimal grupin G. Duke marrë parasysh që
grafi i Kejlit është i pafundëm, mund të shihet se M(X,R) s’mund të përmbajë një
idempotent minimal.
Rezultatin e teoremës së mësipërme do ta përdorim për të treguar që vetia FP∞
sillet në mënyrë të mirë lidhur me nëngjysmëgrupet inversivë me indeks të fundëm
në kuptimin e mëposhtëm.

Përkufizim 2.3.3 Le të jetë H një nëngjysmëgrup inversiv i plotë i një monoidi
inversiv S. Do të themi që H është me indeks të fundëm në S në qoftë se grupi i
imazhit maksimal të H ka indeks të fundëm në grupin e imazhit maksimal të S.
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Ky përkufizim ka kuptim meqënëse grupi i imazhit maksimal të H është izomorf me
një nëngrup të grupit të imazhit maksimal të S gjë që mund të kontrollohet lehtë.

Pohim 2.3.4 Le të jetë S një monoid inversiv dhe H një nëngjysmëgrup me indeks
të fundëm në S. Atëherë, S është i tipit FP∞ vetëm kur H është i të njëjtit tip.

Vërtetim. Në qoftë se S është i tipit FP∞ atëherë ai përmban një idempotent mi-
nimal e dhe grupi i imazhit maksimal të tij S është i të njëjtit tip. Meqënëse H
është nëngjysmëgrup inversiv i plotë i S, ai do të përmbajë e. Nga ana tjetër, siç e
përmendëm më parë, H ≤ S ku H është grupi i imazhit maksimal të H, dhe nga
kondita [S : H] <∞. Pohimi 5.1 në [10] implikon tani që H është i tipit FP∞ dhe për
rrjedhojë H është i po atij tipi. Anasjellas, në qoftë se H është i tipit FP∞, atëherë
H dhe rrjedhimisht S përmban një idempotent minimal. Nga ana tjetër, H është i
tipit FP∞, atëherë S është i të njëjtit tip meqë [S : H] < ∞. Rezultati i teoremës
2.3.1 përfundon vërtetimin.

2.4 Kondita bi-FP∞ për monoidët e Klifordit

Sikurse e pamë në §1.5 të kapitullit të parë, një monoid do të quhet i tipit bi-FPn për
n ≥ 0, në qoftë se ZS bimoduli ZS është i tipit FPn në kategorinë ZSe-Mod. Ai do
të quhet i tipit bi-FP∞ në qoftë se është bi-FPn për çdo n ≥ 0.
Do të zbatojmë ndërtimin e përgjithshëm të kategorisë presje = ↓ ∗L të përshkruar
në hyrje në një situatë specifike. Le të jetë S një monoid inversiv, G grupi i imazhit
maksimal të tij dhe µ : S → G epimorfizmi kanonik. Konsiderojmë monoidët S×Sopp
dhe G × Gopp të para si kategori me një objekt të vetëm të shënuar me • dhe ◦
përkatësisht. Si më parë shënojmë me J funktorin e përcaktuar mbi objektet duke
çuar • në ◦ dhe mbi morfizma nga J(s1, s2) = (µ(s1), µ(s2)). Lema e mëposhtme është
thelbësore në vërtetimin e teoremës 2.4.2.

Lemë 2.4.1 = ↓ ◦ është e filtruar.

Vërtetim. Le të jenë (•, (a1, a2)) dhe (•, (b1, b2)) dy objekte në = ↓ ◦. Mund të zgjed-
him α1, α2 dhe β1, β2 ∈ S të tilla që µ(αi) = ai dhe µ(βi) = bi, atëherë, nga përkufizimi
(α1, α2) : (•, (a1, a2)) → (•, (1G, 1G)) dhe (β1, β2) : (•, (b1, b2)) → (•, (1G, 1G)) janë
shigjeta në = ↓ ◦. Së dyti, në qoftë se (s1, s2), (t1, t2) : (•, (a1, a2))→ (•, (b1, b2)) janë
shigjeta paralele, atëherë kemi b1µ(s1) = a1 = b1µ(t1) dhe b2µ(s2) = a2 = b2µ(t2),
e cila do të thotë që s1σt1 dhe s2σt2, dhe si rezultat ekzistojnë e, f ∈ E të tilla që
es1 = et1 dhe fs2 = ft2. Por është e qartë, (e, f) : (•, (b1, b2))→ (•, (b1, b2)) është një
shigjetë në = ↓ ◦, për rrjedhim kemi barazimin (e, f)(s1, s2) = (e, f)(t1, t2) i cili është
barazim shigjetash në = ↓ ◦. Kjo tregon që = ↓ ◦ është kategori e filtruar.
Teorema e mëposhtme është analoge e teoremës 2.2.2 për rastin e bi-moduleve.

Teoremë 2.4.2 Për çdo monoid inversiv S, për çdo n ≥ 0 dhe çdo ZG bi-modul M
ekziston një izomorfizëm natyral

ExtnZGe(ZG,M) ∼= ExtnZSe(ZS,J∗M) (2.9)
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ku J∗ = ISJ∗I−1
G , dhe IG, IS janë izomorfizmat e lemës 2.1.2.

Vërtetim. Nga lema 2.1.1 dhe ajo 2.4.1 kemi ekzistencën e funktorit J̃ . Kompozimi
J̃ = IGJ̃I−1

S : AbZSe → AbZGe është ekzakt meqënëse IG dhe I−1
S janë ekzaktë. Në

të njëjtën mënyrë ne mund të ndërtojmë një tjetër funktor ekzakt J∗ = ISJ∗I−1
G :

AbZGe → AbZSe . Në fakt ky funktor është funktori i ndryshimit të unazave sipas
[21]. Meqënëse çdo izomorfizëm është i bashkëgjitur i të anasjellit të tij, shohim nga

teorema 1, f. 103 tek [47] që J̃ është i bashkëngjtur i majtë i J∗. Tani mund të zbatojmë
teoremën 12.1, f. 162 tek [21] për të përftuar për çdo n ≥ 0 një izomorfizëm natyral

Φn : ExtnZGe(J̃N,M)→ ExtnZSe(N,J
∗M) (2.10)

për çdo M ∈ AbZGe dhe N ∈ AbZSe . Në qoftë se marrim N të barabartë me ZS,
atëherë J̃N përputhet me ZG. Vërtet, siç është provuar në [21], funktori i ndryshimit
të unazave J∗ ka të bashkëngjitur të majtë (i cili duhet të jetë natyralisht izomorf me

J̃) i dhënë sipas rregullit N 7→ ZGe⊗ZSeN . Do të tregojmë që për N = ZS kjo e fundit
është izomorfe me ZG. Për të parë këtë, përcaktojmë fillimisht ψ : ZGe × ZS → ZG
mbi gjeneratorët sipas rregullit ψ((a⊗b), s) = aµ(s)b. Ky është bilinear sepse në qoftë
se s1 ⊗ s2 ∈ ZSe, a⊗ b ∈ ZGe dhe s ∈ S, atëherë

ψ((a⊗ b).(s1 ⊗ s2), s) = ψ(aµ(s1)⊗ µ(s2)b, s)

= aµ(s1)µ(s)µ(s2)b,

dhe

ψ((a⊗ b), (s1 ⊗ s2).s) = ψ(a⊗ b, s1ss2)

= aµ(s1ss2)b.

Rrjedhimisht kemi një homomorfizëm grupesh abelianë

θ : ZGe ⊗ZSe ZS → ZG,

i cili është një homomorfizëm ZGe modulesh të majtë. Vërtet, për çdo a⊗ b, a1⊗ b1 ∈
ZGe dhe çdo s ∈ S kemi

θ((a1 ⊗ b1).((a⊗ b)⊗ s)) = θ((a1a⊗ bb1)⊗ s)
= a1aµ(s)bb1,

dhe

(a1 ⊗ b1).θ((a⊗ b)⊗ s) = (a1 ⊗ b1).(aµ(s)b)

= a1aµ(s)bb1.

Më pas përcaktojmë

θ′ : ZG→ ZGe ⊗ZSe ZS me anë të g 7→ (g ⊗ 1G)⊗ 1S.
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Është e qartë që θ′ është homomorfizëm grupesh. Ai është gjithashtu një homomor-
fizëm ZGe modulesh të majtë sepse në qoftë se g1 ⊗ g2 ∈ ZGe dhe g ∈ G, atëherë

θ′((g1 ⊗ g2).g) = θ′(g1gg2)

= (g1gg2 ⊗ 1G)⊗ 1S,

dhe

(g1 ⊗ g2).θ′(g) = (g1 ⊗ g2).((g ⊗ 1G)⊗ 1S)

= (g1g ⊗ g2)⊗ 1S

= (g1g ⊗ 1G)⊗ (1S ⊗ γ2).1S ku γ2 është një parafytyrë e g2

= (g1g ⊗ 1G)⊗ (γ2 ⊗ 1S).1S

= (g1gg2 ⊗ 1G)⊗ 1S.

Së fundi është e dukshme që θ′ është i anasjellë i djathtë i θ dhe gjithashtu i anasjellë
i majtë sepse në qoftë se a⊗ b ∈ ZGe dhe s ∈ S, atëherë

θ′θ((a⊗ b)⊗ s) = θ′(aµ(s)b)

= (aµ(s)b⊗ 1G)⊗ 1S

= (a⊗ 1G).(1S ⊗ β)⊗ s ku µ(β) = b

= (a⊗ b)⊗ s,

duke përfunduar kështu vërtetimin.
Kujtojmë që një monoid i Klifordit është një monoid inversiv tek i cili idempotentët
janë qëndrorë. Vërtetimi i teoremës 2.4.3 do të përdorë karakterizimin Bieri-Eckmann
për vetinë bi-FP∞ për modulet M me anë të funktorëve Ext(M, •) dhe Tor(M, •).

Teoremë 2.4.3 Le të jetë S një monoid i Klifordit dhe G grupi i imazhit maksi-
mal të tij. Në qoftë se S është i tipit bi-FP∞, atëherë S përmban numër të fundëm
idempotentësh dhe G është i tipit bi-FP∞.

Vërtetim. Në veçanti S është i tipit bi-FP1, për rrjedhojë ekziston një rezolucion i
pjesshëm i lirë i tipit të fundëm ZSe modulesh të majtë i ZS-së:

⊕i∈I1 ZSe → ⊕i∈I0ZSe → ZS → 0. (2.11)

Mund ta shohim ZE si ZS modul të djathtë duke përcaktuar: e · s = ess−1 për çdo
s ∈ S dhe e ∈ E. Në qoftë se tensorojmë (2.11) nga e majta me ZEe të parë si ZEe

modul të majtë dhe si ZSe modul të djathtë, përftojmë më poshtë vargun ekzakt në
ZEe-Mod

⊕i∈I1ZEe ⊗ZSe ZSe →
⊕i∈I0 ZEe ⊗ZSe ZSe → ZEe ⊗ZSe ZS → 0. (2.12)

Do të tregojmë tani që ZEe ⊗ZSe ZS ∼= ZE si ZEe modulesh të majtë. Për këtë
përcaktojmë

ψ : ZEe × ZS → ZE duke pozuar ψ(e⊗ f, s) = efss−1,
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dhe do të tregojmë që ψ është bilinear. Vërtet, për çdo e, f ∈ E, s, s1, s2 ∈ S kemi

ψ(e⊗ f, (s1 ⊗ ss).s) = ψ(e⊗ f, s1ss2)

= ef(s1ss2)(s1ss2)−1

= efs1ss2s
−1
2 s−1s−1

1

= efs1s
−1
1 s2s

−1
2 ss−1 sepse idempotentët janë qëndrorë,

dhe

ψ((e⊗ f).(s1 ⊗ s2), s) = ψ(es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 , s)

= es1s
−1
1 fs2s

−1
2 ss−1

= efs1s
−1
1 s2s

−1
2 ss−1.

Për rrjedhojë kemi një homomorfizëm grupesh abelianë

θ : ZEe ⊗ZSe ZS → ZE

të induktuar nga ψ i cili është gjithashtu një homomorfizëm ZEe modulesh të majtë.
Vërtet, për çdo e, e1, f, f1 ∈ E dhe s ∈ S kemi

θ((e1 ⊗ f1).((e⊗ f)⊗ s)) = θ((e1e⊗ f1f)⊗ s)
= e1ef1fss

−1,

dhe

(e1 ⊗ f1)θ((e⊗ f)⊗ s) = (e1 ⊗ f1)(efss−1)

= e1(efss−1)f1

= e1ef1fss
−1.

Përcaktojmë tani

θ′ : ZE → ZEe ⊗ZSe ZS nga θ′(e) = (1E ⊗ 1E)⊗ e.

Është e qartë që, θ′ është homomorfizëm grupesh abelianë dhe një homomorfizëm ZEe

modulesh të majtë meqënëse për çdo f1, f2, e ∈ E kemi

θ′((f1 ⊗ f2).e) = θ′(f1ef2)

= (1E ⊗ 1E)⊗ f1ef2,

dhe

(f1 ⊗ f2)θ′(e) = (f1 ⊗ f2)((1E ⊗ 1E)⊗ e)
= (f1 ⊗ f2)⊗ e
= (1E ⊗ 1E)⊗ f1ef2.
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Është evidente që θ′ është i anasjellë i djathtë i θ. Ai është gjithashtu i anasjellë i
majtë sepse në qoftë se e, f ∈ E dhe s ∈ S, atëherë nga njëra anë kemi

θ′θ((e⊗ f)⊗ s) = θ′(efss−1)

= (1E ⊗ 1E)⊗ efss−1,

dhe nga ana tjetër

(e⊗ f)⊗ s = (e⊗ f)⊗ (1S ⊗ s).1S
= (e⊗ fss−1)⊗ 1S

= (1E ⊗ 1E)⊗ efss−1.

Kemi vërtetuar kështu që ZEe ⊗ZSe ZS ∼= ZE si ZEe modulesh të majtë. Në një
mënyrë të ngjashme mund të tregojmë që ZEe ⊗ZSe ZSe ∼= ZEe. Për këtë më parë
duhet të përcaktojmë

ψ : ZEe × (ZSe)→ ZEe të tillë që ((e⊗ f), (s1 ⊗ s2)) 7→ (es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 ).

Ky është bilinear meqënëse për çdo e, f ∈ E dhe s1, s2, t1, t2 ∈ S kemi

ψ(e⊗ f, (t1 ⊗ t2).(s1 ⊗ s2)) = ψ(e⊗ f, t1s1 ⊗ s2t2)

= e(t1s1)−1 ⊗ f(s2t2)−1

= et1s1s
−1
1 t−1

1 ⊗ fs2t2t
−1
2 s−1

2

= es1s
−1
1 t1t

−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 t2t

−1
2 idempotentët janë qëndrorë,

dhe

ψ((e⊗ f)(t1 ⊗ t2)⊗ (s1 ⊗ s2)) = ψ((et1t
−1
1 ⊗ ft2t−1

2 )⊗ (s1 ⊗ s2))

= et1t
−1
1 s1s

−1
1 ⊗ ft2t−1

2 s2s
−1
2 .

Kemi kështu homomorfizmin e grupeve abelianë

θ : ZEe ⊗ZSe ZSe → ZEe

të induktuar nga ψ i cili është gjithashtu një homomorfizëm ZEe modulesh të majtë
meqënëse për çdo e1, e2, e, f ∈ E dhe s1, s2 ∈ S kemi

θ((e1 ⊗ f1)((e⊗ f)⊗ (s1 ⊗ s2))) = θ((e1e⊗ f1f)⊗ (s1 ⊗ s2))

= e1es1s
−1
1 ⊗ f1fs2s

−1
2 ,

dhe

(e1 ⊗ f1)θ((e⊗ f)⊗ (s1 ⊗ s2)) = (e1 ⊗ f1)(es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 )

= e1es1s
−1
1 ⊗ f1fs2s

−1
2 .

Përcaktojmë tani
θ′ : ZEe → ZEe ⊗ZSe ZSe
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nga barazimi
θ′(e⊗ f) = (1E ⊗ 1E)⊗ (e⊗ f).

Është e qartë që θ′ është homomorfizëm grupesh abelianë dhe homomorfizëm ZEe

modulesh të majtë meqënëse për çdo e, e1, f, f1 ∈ E kemi

θ′((e1 ⊗ f1)(e⊗ f)) = θ′(e1e⊗ f1f)

= (1E ⊗ 1E)⊗ (e1e⊗ f1f),

dhe

(e1 ⊗ f1)θ′(e⊗ f) = (e1 ⊗ f1)((1E ⊗ 1E)⊗ (e⊗ f))

= (e1 ⊗ f1)⊗ (e⊗ f)

= (1E ⊗ 1E)⊗ (e1e⊗ f1f).

Është e qartë që, θ′ është i anasjellë i djathtë i θ dhe gjithashtu i anasjellë i majtë i
θ sepse në qoftë se e, f ∈ E dhe s1, s2 ∈ S, atëherë nga njëra anë kemi që

θ′θ((e⊗ f)⊗ (s1 ⊗ s2)) = θ′(es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 )

= (1E ⊗ 1E)⊗ (es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 ),

dhe nga ana tjetër

(e⊗ f)⊗ (s1 ⊗ s2) = (es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 )⊗ (1S ⊗ 1S)

= (1E ⊗ 1E)⊗ (es1s
−1
1 ⊗ fs2s

−1
2 ),

duke vërtetuar kështu që θ′ = θ−1. Ekzaktësia (2.12) dhe izomorfizmat e mësipërm
implikojnë vargun ekzakt të mëposhtëm

⊕i∈I1ZEe → ⊕i∈I0ZEe → ZE → 0,

në kategorinë e ZEe moduleve të majtë e cila tregon që E është bi-FP1 dhe pastaj
nga [32] E ka për të qënë me gjenerim të fundëm e për rrjedhojë e fundme.
Për të vërtetuar që G është i tipit bi-FP∞ do të përdorim kriterin Bieri-Eckmann,
pra do të na duhet të tregojmë që ExtnZGe(ZG, •) ndërron me kolimitet e filtruar. Le
të jetë lim−→Mi një kolimit i filtruar i një diagrami bi-modulesh Mi ku i ∈ I. Atëherë
kemi izomorfizmat natyralë të mëposhtëm

ExtnZGe(ZG,Lim−−→Mi) ∼= ExtnZSe(ZS,J∗Lim−−→Mi) nga (2.9)

∼= ExtnZSe(ZS, Lim−−→J∗Mi) J∗ ka të bashkëngjitur të djathtë [21]

∼= Lim−−→Ext
n
ZSe(ZS,J∗Mi) S është i tipit bi-FP∞

∼= Lim−−→Ext
n
ZGe(ZG,Mi) nga natyraliteti i (2.9),

e cila tregon që G është i tipit bi-FP∞ siç kërkohej.
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2.5 Kondita dobësisht bi-FP∞

Një monoid do të quhet dobësisht bi-FPn ku n ≥ 0, në qoftë se moduli trivial Z ∈
ZSe-Mod është i tipit FPn, dhe i tipit dobësisht bi-FP∞ në qoftë se është dobësisht
bi-FPn për çdo n ≥ 0. Kjo konditë është futur nga Alonso dhe Hermiller tek [2].
Është provuar nga Pride tek [57] se dobësisht bi-FPn është ekuivalente me majtas dhe
djathtas FPn. Në këtë paragraf do të tregojmë se vetia dobësisht bi-FPn transmetohet
nga idealet me njësh të një monoidi tek vetë monoidi, dhe anasjellas. Për ta treguar
këtë do të na nevojiten disa njohuri shtesë.
Tek [1] është vërtetuar rezultati i mëposhtëm të cilin po e citojmë në vazhdim. Le të
jenë S : A → B dhe T : B → A funktorë aditivë ndërmjet dy kategorive abeliane
të tillë që S është i bashkëngjitur i majtë i T . Po qe se supozojmë se S dhe T janë
ekzaktë dhe se A ka mjaftueshëm projektivë, atëherë ka vend izomorfizmi.

ExtA(A, T B) ∼= ExtB(SA,B). (2.13)

Le të jetë S një monoid dhe L ideal i tij që përmban një element unitar të shënuar me
ε. Shënojmë me µ : S → L pasqyrimin e tillë që s 7→ sε. Është e qartë që ky është një
epimorfizëm monoidesh i cili indukton një epimorfizëm të unazave Zµ : ZSe → ZLe
me anën e rregullit x ⊗ y 7→ xε ⊗ εy e për pasojë kemi funktorin S : AbZLe →
AbZSe të ndryshimit të unazave i cili është qartësisht ekzakt. Nga ana tjetër mund
të përcaktojmë T : AbZSe → AbZLe të tillë që T (A) = εAε. Edhe ky është funktor
ekzakt dhe provohet të jetë i bashkëngjitur i djathtë i S. Në këto kushte rezulton se

ExtnZSe(Z, A) ∼= ExtnZLe(Z, εAε), (2.14)

ku Z është ZSe moduli trivial. Izomorfizmi (2.14) që paraqitëm këtu është përgjithësimi
për bi-modulet i izomorfizmit

ExtnZS(Z, A) ∼= ExtnZL(Z, εA), (2.15)

për modulet të vërtetuar tek [1], ku përsëri Z është ZS moduli trivial.
Teorema e mëposhtme është analoge e teoremës 3 të [15] e cila formulohet si teorema
jonë por që ka në formulim konditën majtas FPn në vend të asaj dobësisht bi-FP∞.

Teoremë 2.5.1 Le të jetë S një gjysmëgrup dhe L një ideal me njësh i S-së. Atëherë,
S është i tipit dobësisht bi-FP∞ vetëm kur L është i po atij tipi.

Vërtetim. Po shënojmë me ε njëshin e idealit L. Sikurse është treguar në teoremën
2 të [1], pasqyrimi µ : S → L i tillë që s 7→ sε është një retraksion i S në L. Në këto
kushte, Teorema 3 e [57] sjell që L është i tipit dobësisht bi-FP∞ meqënëse i atij tipi
është S.
Anasjellas, për të treguar se S është i tipit dobësisht bi-FP∞, ashtu siç tregohet
në [11], na duhet të provojmë se ExtnZSe(Z, •) komuton me kolimitet e drejtuar. Le të
jetë Lim−−→IMi një kolimit i një familje të drejtuar bi-modulesh Mi ku i ∈ I dhe për çdo
i, j ∈ I shënojmë me µi,j : Mi →Mj familjen përkatëse të homomorfizmave. Vërejmë
se

Lim−−→I(εMiε)) ∼= ε(Lim−−→IMi)ε (2.16)
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ku si izomorfizëm shërben pasqyrimi

Ψ : ε(⊕
i∈I
Mi/K)ε→ (⊕

i∈I
εMiε)/K

′ i tillë që ε(x+K)ε 7→ εxε+K ′,

ku K është nënmoduli i ⊕
i∈I
Mi i përftuar nga diferencat e trajtës x − µi,j(x) për çdo

x ∈ Mi, dhe K ′ analogu i K për ⊕
i∈I
εMiε. Atëherë kemi izomorfizmat natyralë të

mëposhtëm

ExtnZSe(Z, Lim−−→IMi) ∼= ExtnZLe(Z, ε(Lim−−→IMi)ε) nga (2.14)

∼= ExtnZLe(Z, Lim−−→I(εMiε)) nga (2.16)

∼= Lim−−→IExt
n
ZLe(Z, εMiε) L është i tipit dobësisht bi-FP∞

∼= Lim−−→IExt
n
ZSe(Z,Mi) nga natyraliteti i (2.14),

që tregon se S është i tipit dobësisht bi-FP∞.
Rrjedhimi i mëposhtëm është një përmirësim i një rezultati të Kobayashit në artikullin
[33] i cili pohon se gjysmëgrupet me zero të dyanshme janë të tipit majtas-FP∞.

Rrjedhim 2.5.2 Në qoftë se një gjysmëgrup ka element zero, atëherë ai është i tipit
dobësisht bi-FP∞.

Një rrjedhim tjetër i teoremës 2.5.1 është dhe ai i mëposhtmi.

Rrjedhim 2.5.3 Një monoid S i Klifordit është i tipit dobësisht bi-FP∞ vetëm kur
përmban një idempotent minimal ε dhe H-klasa e Grinit Hε është e tipit dobësisht
bi-FP∞.

Vërtetim. Meqënëse S është dobësisht bi-FP∞, atëherë ai do të jetë i tipit FP∞, e
rrjedhimisht nga teorema 2.3.1 do të përmbajë një idempotent minimal ε. Mund të
vihet re lehtë se H-klasa e Grinit Hε është izomorfe me grupin e imazhit maksimal
G të S-së ku rolin e izomorfizmit e luan pasqyrimi φ : Hε → G që φ(x) = ν(x). Ky
fakt dhe teorema 2.3.1 përsëri sjellin që Hε është i tipit FP∞. Mirëpo për grupet,
siç tregohet tek [57], konditat FP∞ dhe dobësisht bi-FP∞ përputhen, e rrjedhimisht
kemi kushtin e nevojshëm. Anasjellas, H-klasa e Grinit Hε e një idempotenti minimal
ε është ideal me njësh idempotentin ε. Tani punën e bën teorema 2.5.1.

2.6 Idealet plotësisht të thjeshtë të tipit bi-FP∞

Në këtë paragraf do të vërtetojmë se në qoftë se një monoid S përmban një ideal
I plotësisht të thjeshtë me njësh, atëherë S është i tipit bi-FP∞ vetëm kur I dhe
filtri korrespondues N janë të tipit bi-FP∞. Ky rezultat e bën konditën bi-FP∞ një
konditë fundshmërie homologjike më të mirë se sa ajo FP∞ pasi në kontrast me këtë
të fundit, nuk mund të pritet që të përftohet një monoid i tipit bi-FP∞ duke i shtuar
një element zero një monoidi që s’është i atij tipi. Më tej do të përftojmë si rrjedhim
një rezultat interesant për zinxhirët e grupeve.
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Ka raste interesante monoidësh që zbërthehen si bashkime të ndara dy monoidësh
njëri nga të cilët është ideal. Teorema e klasifikimit të ω-gjysmëgrupeve inversivë
( [38] teorema 6 f. 164) tregon se një ω-gjysmëgrup inversiv që nuk është i thjeshtë,
bi i thjeshtë apo i Klifordit, është një zgjerim ideal i një ω-gjysmëgrupi të thjeshtë
inversiv I me një gjysmëgrup të Klifordit C me zero idempotentët e të cilit formojnë
një zinxhir të fundëm. Është vërtetuar në këtë teoremë se I është një ideal i S.
Vërejmë se në fakt ai është plotësisht i thjeshtë dhe se ka njësh. Për të provuar të
parën, supozojmë se ekzistojnë x, y ∈ S\I të tilla që xy ∈ I, atëherë x−1xyy−1 ∈ I. Po
të shkruajmë x−1x = e dhe yy−1 = f , përftojmë ef ∈ I. Por meqënëse idempotentët
formojnë një zinxhir tek një ω-gjysmëgrup inversiv, do të kemi që ef = e ose f . Le
të supozojmë se ef = e dhe atëherë marrim x−1x ∈ I. Por (x−1x, x) ∈ L, kështu që
Lx ∩ I 6= ∅ dhe pastaj mund të merret lehtë që Lx ⊆ I. Kjo kontradiktë provon qe I
është plotësisht i thjeshtë. Për të provuar se ai është monoid, shënojmë me e1, ..., en të
gjithë idempotentët jashtë I dhe tregojmë se ε = en+1 është njëshi i I. Meqë I është
i thjeshtë, ai shkruhet në formën IεI ∪ Iε ∪ εI ∪ {ε} dhe atëherë çdo element x ∈ I
do të ketë formën x = x1εx2 ku x1, x2 ∈ I1. Duke shumëzuar në të majtë barazimin
e fundit me idempotentin ex1 = x1x

−1
1 marrim ex1x = x. Po të shumëzojmë tani

majtas me ε marrim εex1x = εx. Por ε është më i madhi idempotent në I, kështu që
ex1x = εx, dhe atëherë x = εx. Në mënyrë të ngjashme mund të tregohet se x = xε.
Para se të japim rezultatet kryesore, do të na duhet të marrim në shqyrtim një situatë
më të përgjithshme për të përftuar një rezultat që do të përdoret më vonë. Le të jetë
R një unazë unitare dhe J një ideal i R i cili përmban një element të njësishëm ω.
Ekziston një homomorfizëm unazash γ : R → J i përcaktuar nga γ(r) = rω i cili
indukton funktorin e ndryshimit të unazave Uγ : AbJ → AbR. Siç është vërejtur
në [21] f. 163, Uγ ka të bashkëngjitur të majtë F të përcaktuar nga FA = J ⊗R A
për çdo A ∈ AbR. Tregohet si një ushtrim i thjeshtë që J ⊗RA ∼= ωA si J -module të
majtë. Kjo tregon që funktori i cili pasqyron çdo modul A te ωA është i bashkëngjitur
i majtë dhe si i tillë ai ruan kolimitet.
Kthehemi tani tek situata jonë. Le të jetë S monoid me njësh 1 dhe I një ideal
plotësisht i thjeshtë i S i cili është monoid me njësh ε. Le të jetë N = S \ I filteri
korrespondues. Përcaktojmë së pari një strukturë ZSe moduli të djathtë mbi ZN e

duke pozuar

(n⊗ n′) · (s1 ⊗ s2) =

{
0 në qoftë se s1 ose s2 ∈ I

ns1 ⊗ s2n
′ në qoftë se s1, s2 ∈ N

dhe në mënyrë të ngjashme, një strukturë ZSe moduli të majtë mbi të. Përcaktojmë
J si shumën ZS ⊗Z ZIopp + ZI ⊗Z ZSopp + ZI ⊗Z ZIopp e cila provohet të jetë ideal i
ZSe.

Lemë 2.6.1 Gjendet një izomorfizëm ZSe/J ∼= ZN e, ZSe modulesh të majtë dhe të
djathtë dhe një izomorfizëm ZN e modulesh të majtë dhe të djathtë.

Vërtetim. Përcaktojmë

Φ : ZSe/J → ZN e nga
∑

zini ⊗ n′i + J 7→
∑

zini ⊗ n′i,
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i cili tregohet lehtë që është izomorfizëm ZSe modulesh të majtë dhe të djathtë dhe
ZN e modulesh të majtë e të djathtë.

Lemë 2.6.2 ZN e është i sheshtë si ZSe modul i majtë dhe i djathtë nëpërmjet ho-
momorfizmit kanonik të unazave γ : ZSe → ZSe/J .

Vërtetim. Ne do të vërtetojmë lemën vetëm për rastin e moduleve të djathtë. Rasti
tjetër trajtohet në mënyrë të ngjashme. Mund të provohet lehtë si një ushtrim në
algjebrën homologjike që në qoftë se J është ideal i një unaze unitare R dhe A një
R-modul i majtë, atëherë R/J ⊗R A ∼= A/JA në R-Mod ku izomorfizmi pasqyron
(r + J) ⊗R a në (ra + JA). Në situatën tonë, për çdo ZSe modul të majtë A, do të
kishim

ZN e ⊗ZSe A ∼= ZSe/J ⊗ZSe A në ZN e-Mod dhe

ZSe/J ⊗ZSe A ∼= A/JA në ZSe-Mod dhe sigurisht në ZN e-Mod,

dhe për rrjedhojë një izomorfizëm ZN e⊗ZSe A ∼= A/JA në ZN e-Mod. Duke përdorur
këtë ne provojmë që ZN e është i sheshtë si një ZSe modul i djathtë nëpërmjet γ. Për
çdo f ∈ HomZSe(A,B), le të jetë ϕ ∈ HomZNe(A/JA,B/JB) pasqyrimi i përcaktuar
nga ϕ(a+ JA) = f(a) + JB që në thelb është pasqyrimi ZN e⊗ZSe f . Do të tregojmë
që në qoftë se f është injektiv, atëherë ϕ është gjithashtu injektiv. Vërtet, në qoftë se
për ndonjë a ∈ A, f(a) ∈ JB, atëherë është e lehtë të shihet që f(a) = f(εa)+f(aε)−
f(εaε). Nga fakti që f është injektiv shohim që a = εa + aε + εaε dhe për rrjedhojë
a ∈ JA, duke provuar që ϕ është injektiv. Kjo provon që ZN e është i sheshtë si një
ZSe modul i djathtë nëpërmjet γ.

Teoremë 2.6.3 Le të jetë S një monoid, I 6= S një ideal plotësisht i thjeshtë me
njësh ε dhe N filteri korrespondues. Atëherë S është i tipit bi-FP∞, vetëm kur I dhe
N janë të tipit bi-FP∞.

Vërtetim. Që I është i tipit bi-FP∞, rrjedh nga [57] meqënëse I është retraksion i S-
së nëpërmjet pasqyrimit x 7→ xε. Për të provuar që N është i tipit bi-FP∞, vërejmë së
pari që lema 2.6.2 dhe pohimi 1.7.5 implikojnë ekzistencën e një izomorfizmi natyral

ExtnZNe(ZN e ⊗ZSe A,B) ∼= ExtnZSe(A,U
γB) (2.17)

për çdo ZSe modul të majtë A dhe çdo ZN e modul të majtë B. Për të përfunduar
vërtetimin, ne mund të përdorim (2.17) dhe kriterin Bieri-Eckmann. Fillimisht vërejmë
që ZN e⊗ZSeZS ∼= ZN meqënëse nga lema ZN e⊗ZSeZS ∼= ZS/J ·ZS, por ZS/J ·ZS =
ZS/ZI dhe ZS/ZI ∼= ZN si ZN bi-module. Për rrjedhojë, për A = ZS izomorfizmi
(2.17) bëhet

ExtnZNe(ZN,B) ∼= ExtnZSe(ZS, UγB), (2.18)

dhe prandaj, sa herë që ExtnZSe(ZS, •) ndërron me kolimitet e drejtuar, të njëjtën
gjë bën edhe ExtnZNe(ZN, •). Vërtet, për çdo familje të drejtuar Bi, për i ∈ I, ZN e
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modulesh të majtë, kemi

ExtnZNe(ZN,Lim−−→IBi) ∼= ExtnZSe(ZS, UγLim−−→IBi) nga (2.18)

∼= ExtnZSe(ZS, Lim−−→IU
γBi) Uγ është i bashkëngjitur i majtë

∼= Lim−−→IExtnZSe(ZS, UγBi) S është i tipit bi-FP∞
∼= Lim−−→IExtnZNe(ZN,Bi) nga (2.18),

që provon kushtin e nevojshëm të teoremës.
Për të anasjellën kujtojmë që λ : S → I i përcaktuar nga s 7→ sε është rektraksion. Ai
indukton një rektraksion λ× λopp : S × Sopp → I × Iopp të përcaktuar nga (s1, s2) 7→
(s1ε, εs2). Tani mund të zbatojmë teoremën 2 të [1] duke marrë S×Sopp në vend të S,
I × Iopp në vend të M dhe λ× λopp në vend të r për të përftuar izomorfizmin natyral

AbZ(S×Sopp)(B,A) ∼= AbZ(I×Iopp)(B, (ε, εopp)A). (2.19)

Siç është vërejtur te [50], kategoria e Z(S × Sopp) moduleve të majtë është izomorfe
me kategorinë e ZSe moduleve të majtë; çdo Z(S × Sopp) modul i majtë A mund
të shihet si një ZSe modul i majtë duke pëcaktuar (s1 ⊗Z s2)a = (s1 × s2)a, dhe
anasjellas. Sigurisht, e njëjta gjë qëndron e vërtetë për I dhe pastaj (2.19) bëhet

AbZSe(B,A) ∼= AbZIe(B, εAε). (2.20)

Rrjedhimi 1 i [1] implikon një izomorfizëm natyral

ExtnZSe(B,A) ∼= ExtnZIe(B, εAε),

i cili po të aplikohet për B = ZI, jep

ExtnZSe(ZI, A) ∼= ExtnZIe(ZI, εAε). (2.21)

Retraksioni λ indukton në AbZSe një retraksion h : ZS → ZI të dhënë nga s 7→ sε,
për rrjedhojë në AbZSe kemi izomorfizmin ZS ∼= ZI ⊕K ku K është bërthama e h e
cila, si një grup abelian, gjenerohet nga elementët e trajtës n− nε ku n ∈ N . Duke e
parë ZN si një ZSe modul të majtë nëpërmjet γ, ose njësoj duke përcaktuar

(s1 ⊗ s2).n =

{
0 në qoftë se s1 ose s2 ∈ I

s1ns2 në qoftë se s1, s2 ∈ N

është e lehtë të shihet se pasqyrimi

ν : ZN → K i përcaktuar nga n 7→ n− nε

është izomorfizëm ZSe modulesh të majtë, për rrjedhojë kemi në AbZSe një izomor-
fizëm ZS ∼= ZI ⊕ ZN . Gjithashtu vërejmë se ZN e është me paraqitje të fundme në
AbZSe . Ekzistenca e pasqyrimit kanonik γ : ZSe → ZSe/J e parë si epimorfizëm ZSe
modulesh të majtë, tregon që ZN e është me gjenerim të fundëm. Për të treguar që
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ajo është me paraqitje të fundme duhet të tregojmë që J e cila është bërthama e γ
është edhe ajo me gjenerim të fundëm. Përcaktojmë AbZSe tre homomorfizma

h1 : ZSe → J të tillë që h1(1⊗ 1) = ε⊗ 1,

imazhi i të cilit është ZI ⊗Z ZSopp,

h2 : ZSe → J të tillë që h2(1⊗ 1) = 1⊗ ε

imazhi i të cilit është ZS ⊗Z ZIopp, dhe

h3 : ZSe → J të tillë që h3(1⊗ 1) = ε⊗ ε.

me imazh ZI ⊗Z ZIopp. Vetia universale e shumave të drejta implikon ekzistencën e
një ZSe epimorfizmi h : ZSe ⊕ ZSe ⊕ ZSe → J , që provon pohimin tonë. Implikimi
i parë i të qënit të ZN e me paraqitje të fundme është që HomZSe(ZN e, •) është i
vazhdueshëm. Së dyti, në qoftë se kujtojmë nga lema 2.6.2 që ZN e është një ZSe
modul i majtë i sheshtë, atëherë ai ka për të qënë projektiv si një ZSe modul i majtë,
për rrjedhim pohimi 1.7.7 implikon ekzistencën e një izomorfizmi natyral

ExtnZNe(ZN,HomZSe(ZN e, A)) ∼= ExtnZSe(U
γZN,A). (2.22)

Prej këndej kemi që për n ≥ 0

ExtnZSe(ZS,A) ∼= ExtnZSe(ZI ⊕ ZN,A)
∼= ExtnZSe(ZI, A)⊕ ExtnZSe(ZN,A)
∼= ExtnZIe(ZI, εAε)⊕ ExtnZSe(U

γZN,A) nga (2.21)
∼= ExtnZIe(ZI, εAε)⊕ ExtnZNe(ZN,HomZSe(ZN e, A)) nga (2.22).

Për të përfunduar vërtetimin do të përdorim kriterin Bieri-Eckmann. Le të jetë Ai për
i ∈ I një familje e drejtuar ZSe modulesh të majtë dhe Lim−−→IAi kolimiti korrespondu-

es. Nga izomorfizmat e mësipërm, nga fakti që HomZSe(ZN e, •) është i vazhdueshëm
dhe nga fakti që funktori A 7→ εAε ruan kolimitet si i bashkëgjitur i majtë (shih
teoremën 1.2.7), kemi

ExtnZSe(ZS, Lim−−→IAi)
∼= ExtnZIe(ZI, ε(Lim−−→IAi)ε)⊕ ExtnZNe(ZN,HomZSe(ZN e, Lim−−→IAi))
∼= ExtnZIe(ZI, Lim−−→I(εAiε))⊕ ExtnZNe(ZN,Lim−−→IHomZSe(ZN e, Ai))

∼= Lim−−→I (ExtnZIe(ZI, εAiε)⊕ ExtnZNe(ZN,HomZSe(ZN e, Ai)))

∼= Lim−−→IExtnZSe(ZS,Ai),

e cila përfundon vërtetimin.
Le të shohim tani se çfarë ndodh me monoidët e Klifordit idempotentët e të cilëve
formojnë një zinxhir. Në literaturë (shih psh. [38]) këta njihen ndryshe me emrin
zinxhirë grupesh.

Rrjedhim 2.6.4 Le të jetë S një zinxhir grupesh me njësh dhe E semilatisa e S-së.
Atëherë S është i tipit bi-FP∞ vetëm kur |E| < ∞ dhe për çdo e ∈ E, H-klasa e
Grinit He është e tipit bi-FP∞.
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Vërtetim. Në qoftë se S është e tipit bi-FP∞, atëherë si rrjedhim të menjëhershëm
të teoremës 2.4.3 kemi që |E| < ∞. Le të jenë e1 > · · · > en−1 > en elementët e
E-së. Si tek vërtetimi i rrjedhimit 2.5.3 kemi që Hen është ideal, e madje plotësisht i
thjeshtë në kushtet tona. Teorema 2.6.3 sjell që Sn−1 = S \Hen është e tipit bi-FP∞.
Duke përsëritur arsyetimin e mësipërm për Sn−1 del se edhe Hen−1 është e tipit bi-
FP∞. Në mënyrë të ngjashme, pas një numri të fundëm hapash, marrim se për çdo
i = n−1, ..., 1, Hei është e tipit bi-FP∞. Për të vërtetuar të anasjellën do të përdorim
induksionin matematik mbi numrin n të elementëve të zinxhirit E. Kur n = 1, S
përputhet me grupin e vet të imazhit maksimal, rrjedhimisht është i tipit bi-FP∞.
Supozojmë se S ka n > 1 idempotentë dhe le të jetë ε më i vogli i tyre. Si tek vërtetimi
i kushtit të nevojshëm kemi që Hε është ideal plotësisht i thjeshtë. Nga ana tjetër,
N = S \Hε është zinxhir grupesh me njësh semilatisa e të cilit ka n− 1 elementë, e
rrjedhimisht për shkak të supozimit induktiv, do të kemi që N është i tipit bi-FP∞.
Vërtetimi përfundon po të kemi parasysh rezulatin e teoremës 2.6.3.
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Kapitulli 3

Kondita FPn për kategoritë e vogla
dhe një zbatim për monoidët
inversivë

Në këtë kapitull do të provojmë një analog të kriterit Bieri-Eckmann për konditën
FPn për funktorët që i përkasin kategorisë së funktorëve të formës AbC ku C është
një kategori e vogël aditive me një numër të fundëm objektesh. Sigurisht elementët e
AbC përgjithësojnë modulet, sepse si C në veçanti mund të marrim çdo unazë unitare.
Përpara se të përcaktojmë dhe të vërtetojmë kriterin, do të provojmë disa rezultate
që kanë të bëjnë me objektet e lirë në AbC, më pas do të japim përkufizimin e FPn

dhe do të provojmë një analog të teoremës 7.10 të [30] për modulet që gjithashtu është
analog i ekuivalencës (i)⇔ (ii) të teoremës 1.4.12 por që në vend të vazhdueshmërisë
përdor vazhdueshmërinë në zero.

3.1 Të lirët në AbC

Me përkufizim, çdo koprodukt ⊕
x∈X
⊕
c∈C
C(c, •) do të quhet objekt i lirë në AbC. Arsyeja

se përse i quajmë këto koprodukte të lirë qëndron tek rezultatet e dy pohimeve e
mëposhtme.

Teoremë 3.1.1 Ekziston një çift funktorësh të bashkëngjitur Fr : Set → AbC i
përcaktuar mbi objektet nga X 7→ ⊕

x∈X
⊕
c∈C
C(c, •), dhe U : AbC → Set i përcaktuar

mbi objektet nga F 7→ Π
c∈C
F (c), ku U është i bashkëngjitur i djathtë i Fr dhe injektiv

mbi morfizmat.

Vërtetim. Përcaktojmë

ϕ : AbC( ⊕
x∈X
⊕
c∈C
C(c, •), F )→ Set(X, Π

c∈C
F (c))

nga
τ 7→ ϕ(τ) ku ϕ(τ)(x) = (τιxιc(1c))c∈C.
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Është një gjë rutinë për të treguar që ϕ është bijektiv dhe natyral në X dhe F për
rrjedhim U është i bashkëngjitur i djathtë i Fr. Për të treguar që U është injektiv mbi
morfizmat supozojmë që α, β : F → G janë morfizma të tillë që U(α) = U(β). Nga
vetia universale e produkteve të drejtë shohim që për çdo c ∈ C kemi πcU(α) = αcπc
dhe πcU(β) = βcπc, për rrjedhim αcπc = βcπc. Në qoftëse thjeshtojmë πc si një
epimorfizëm, përftojmë αc = βc për çdo c ∈ C që tregon se α = β.

Pohim 3.1.2 Koproduktet e çfarëdoshëm të hom-funktorëve kovariantë janë projek-
tivë.

Vërtetim. Kemi për të treguar që AbC(⊕
i∈I
C(ci, •), •) ruan epimorfizmat. Në qoftë

se τ : F → G është epimorfizëm në AbC, atëherë duhet të tregojmë që morfizmi i
induktuar

τ ∗ : AbC(⊕
i∈I
C(ci, •), F )→ AbC(⊕

i∈I
C(ci, •), G)

është epimorfizëm grupesh abelianë. Vërtet, meqënëse τ është epimorfizëm, Pohimi
3.1, f. 258 i [48] tregon që për çdo i ∈ I, τi : F (ci)→ G(ci) është epimorfizëm grupesh
abelianë, dhe lema Yoneda tregon që ekzistojnë bijeksionet natyrale

AbC(⊕
i∈I
C(ci, •), F ) ' Π

i∈I
F (ci)

dhe
AbC(⊕

i∈I
C(ci, •), G) ' Π

i∈I
G(ci),

për rrjedhojë τ ∗ është efektivisht një pasqyrim Π
i∈I
F (ci)→ Π

i∈I
G(ci) i cili ka për të qënë

syrjektiv meqënëse ngushtimi i tij është i tillë në secilën komponente F (ci).
Do të pranojmë që funktorët nga AbC ti quajmë C-modul dhe për çdo M,N ∈ AbC do
të themi që N është nënmodul i M , e cila shkruhet si N ≤M , në qoftë se për të gjitha
c ∈ C, N(c) ≤M(c) dhe për çdo c, c′ ∈ C dhe α : c→ c′, N(α) është ngushtimi i M(α)
në N(c). Përcaktojmë gjithashtu modulin herës M/N nga M/N(c) = M(c)/N(c) për
çdo c ∈ C dhe për çdo morfizëm α : c → c′, M/N(α) : M(c)/N(c) → M(c′)/N(c′)
përcaktohet nga M/N(α)(x+N(c)) = M(α)(x)+N(c′). Për çdo dy C-module M dhe
N përcaktojmë shumën e tyre M+N nga (M+N)(c) = M(c)+N(c) për çdo c ∈ C dhe
(M+N)(α) = M(α)+N(α) për çdo morfizëm α në C. Bërthama Kerτ e τ : M → N ,
është funktori Kerτ i përcaktuar mbi objektet nga barazimi (Kerτ)(c) = Ker(τ(c))
të bërthamës së homomorfizmit τ(c) : M(c) → N(c), dhe mbi morfizmat α : c → c′,
duke marrë si (Kerτ)(α) ngushtimin e M(α) mbi Ker(τ(c)). Së fundi, do të themi që
një modul M është me gjenerim të fundëm në qoftë se ekziston një bashkësi e fundme
X dhe një transformim natyral τ : ⊕

x∈X
⊕
c∈C
C(c, •)→M me komponentë syrjektivë.

3.2 Kriteri Bieri-Eckmann për funktorët aditivë

Në këtë paragraf do të vërtetojmë analogen e teoremës 7.10 të [30] e cila jep një
karakterizim të konditës FPn për modulet në terma të vazhdueshmërisë në zero të
funktorit Ext.
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Lemë 3.2.1 Le të jetë C një kategori e vogël aditive me një numër të fundëm objek-
tesh dhe M një C-modul. Atëherë, HomAbC(M, •) është i vazhdueshëm në zero vetëm
kur M është me gjenerim të fundëm.

Vërtetim. Fillimisht vërejmë që ⊕
c∈C
C(c, •) është i vazhdueshëm në zero. Vërtet, në

qoftë se Mi për i ∈ I është një familje e drejtuar C-modulesh e tillë që Lim−−→IMi = 0,
atëherë

Lim−−→IHomAbC(⊕
c∈C
C(c, •),Mi) ∼= Lim−−→I Π

c∈C
Mi(c) nga Lema Yoneda

∼= Π
c∈C
Lim−−→IMi(c) nga teorema 1.2.10

= 0 nga supozimi.

Së dyti, në qoftë se F është i lirë dhe me gjenerim të fundëm, domethënë në qoftë
se F = ⊕

x∈X
⊕
c∈C
C(c, •) ku X është i fundëm, atëherë nga më sipër rrjedh lehtë që

HomAbC(F, •) është i vazhdueshëm në zero. Le të jetë tani M një C-module me gje-
nerim të fundëm, domethënë, ekziston F = ⊕

x∈X
⊕
c∈C
C(c, •) ku X i fundëm dhe një

epimorfizëm τ : F →M në AbC. Ekziston një varg ekzakt i induktuar

0→ HomAbC(M, •)→ HomAbC(F, •)

i cili, duke marrë parasysh çfarë thamë më parë për F , implikon që M është i vazh-
dueshëm në zero.
Anasjellas, supozojmë që M është i vazhdueshëm në zero dhe duam të tregojmë që
është me gjenerim të fundëm. Le të jetë Mλ, λ ∈ Λ familja e të gjithë nënmoduleve
me gjenerim të fundëm të tij. Kjo është jo boshe meqënëse moduli zero 0 është me
gjenerim të fundëm. Kontrollohet lehtë që familja e moduleve herës M/Mλ është një
familje e filtruar C-modulesh lidhur me morfizmat evidentë αλ,µ : M/Mλ → M/Mµ

sa herë që Mλ ≤Mµ, dhe që Lim−−→ΛM/Mλ = 0. Për rrjedhojë, nga supozimi,

Lim−−→ΛHomAbC(M,M/Mλ) = 0. (3.1)

Meqënëse

Lim−−→ΛHomAbC(M,M/Mλ) ∼= [ ⊕
λ∈Λ

HomAbC(M,M/Mλ)]/K

ku K është nëngrupi i përftuar nga fλ − fµ ku fµ ∈ HomAbC(M,M/Mµ) dhe fλ ∈
HomAbC(M,M/Mλ) dhe ekziston αλ,µ : M/Mλ → M/Mµ e tillë që fµ = αλ,µfλ. Nga
(3.1) idM ∈ HomAbC(M,M/0) duhet të jetë element i K, prandaj ai duhet të jetë i
barabartë me një shumë të fundme të trajtës

idM =
∑
j∈J

zj(fλj − fµj), ku zj ∈ Z. (3.2)

Meqënëse një nga fµj ose fλj duhet të jetë idM , supozojmë që idM është ndonjë fλ,
dhe më pas korresponduesi fµ i termit idM −fµ është morfizmi kanonik M →M/Mµ.
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Në qoftë se Mµ = M , atëherë kemi mbaruar punë, M është me gjenerim të fundëm.
Atëherë supozojmë që Mµ 6= M . Por fµ do të thjeshtohet në (3.2), për rrjedhim
ekziston një term fµ − fµ1 në (3.2) ku Mµ1 6= Mµ. Në qoftë se Mµ1 = M , vërtetimi
mbaron, përndryshe mund të supozojmë që Mµ1 6= M . Pas thjeshtimit të fµ përfotjmë
termin idM − fµ1 ku Mµ1 6= M dhe përsërisim proçesin. Meqënëse fµ1 ka për tu
thjeshtuar, ekziston një term fµ1−fµ2 ku Mµ1 6= Mµ2 . Në qoftë se Mµ2 = M , mbaron,
përndryshe supozojmë që Mµ2 6= M dhe pas thjeshtimit të fµ1 përftojmë termin
idM − fµ2 ku Mµ2 6= M . Duke përsëritur proçesin për një numër të fundëm hapash,
supozojmë që ekziston s ≥ 3, i tillë që idM−fµs−1 është paraqitur në (3.2), Mµs−1 6= M
dhe ekziston një term jo-zero në (3.2) i trajtës fµs−1 − fµs ku Mµs−1 6= Mµs . Pas
thjeshtimit të fµs−1 përftojmë termin idM − fµs . Meqënëse J është e fundme dhe
ky proçes nuk mund të zgjasë përgjithmonë, mund të supozojmë që fµs = 0 që do
të thotë se ose Mµs = M , ose Ms 6= M dhe fµs është zero i HomAbC(M,M/Mµs).
Ekzistenca e termit fµs−1−fµs në (3.2), fakti që fµs−1 dhe fµs janë morfizma kanonikë,
dhe supozimi për Mµs−1 dhe Mµs , sjellin që supozimi ynë i dytë nuk është i mundur.
Kjo përfundon vërtetimin.

Teoremë 3.2.2 Le të jetë C një kategori e vogël aditive me një numër të fundëm
objektesh, M një C-modul dhe n ≥ 0. Atëherë pohimet e mëposhtme janë ekuivalente:

(i) ExtkC(M, •) është i vazhdueshëm në zero për çdo k ≤ n;

(ii) M është i tipit FPn.

Vërtetim. Do të bëjmë një vërtetim induktiv sipas n. Në qoftë se n = 0, atëherë nga
lema 3.2.1,M është me përftim të fundëm atëherë dhe vetëm atëherë kur HomAbC(M, •)
është i vazhdueshëm në zero. Por kjo është njësoj si të thuash që M është e tipit FP0

vetëm kur ExtkC(M, •) është i vazhdueshëm në zero. Tani supozojmë që (i) dhe (ii)
janë ekuivalente për çdo s ≤ n − 1 dhe duam të tregojmë ekuivalencën për n. Për
këtë marrim një rezolucion projektiv të tipit të fundëm të M :

Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0

dhe duam të tregojmë që bërthama L e Pn−1 → Pn−2 është me përftim të fundëm
vetëm kur ExtnC(M, •) është i vazhdueshëm në zero. Atëherë në sajë të teoremës 3.1.1,
Rrjedhimit 10.3. II dhe Pohimit 10.4. II të [21], ne mund të zgjedhim një rezolucion
projektiv më të gjatë të M :

· · · → Pn+1 → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0,

ku Pn mund të zgjidhet me përftim të fundëm vetëm në qoftë se L është i tillë. Duke
marrë parasysh vargun ekzakt

Pn+1 → Pn → L→ 0,

përftojmë vargun ekzakt

0→ HomAbC(L, •)→ HomAbC(Pn, •)→ HomAbC(Pn+1, •),
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dhe si rrjedhim kemi vargun tjetër ekzakt

HomAbC(Pn−1, •)→ HomAbC(L, •)→ ExtnC(M, •)→ 0.

Funktori në të majtë është i vazhdueshëm në zero meqënëse Pn−1 është me përftim
të fundëm, kështu ExtnC(M, •) ka për të qënë i vazhdueshëm në zero vetëm kur
HomAbC(L, •) është i tillë, domethënë vetëm kur L është me përftim të fundëm,
siç e dëshironim.

3.3 Një zbatim për monoidët inversivë

Në qoftë se S është një gjysmëgrup inversiv, atëherë një S-modul është një semilatisë
A grupesh abelianë së bashku me një pasqyrim A×S → A, të shënuar me (a, x) 7→ ax,
dhe një izomorfizëm E(S)→ E(A), të shënuar me e 7→ 0e semilatisash të tillë që

(i) (a1 + a2)x = a1x+ a2x, a1, a2 ∈ A, x ∈ S;

(ii) (ax1)x2 = a(x1x2), a ∈ A, x1, x2 ∈ S;

(iii) ae = a+ 0e, a ∈ A, e ∈ E(S);

(iv) 0ex = 0x−1ex.

Vërejmë që ekzistojnë S-module në sensin e zakonshëm që nuk janë S-module si më
sipër. Për shembull, mund të marrim A grupin e lirë abelian ZS me bazë S, atëherë
është e qartë që ZS është një S-modul i djathtë në sensin e zakonshëm. Megjithatë ai
nuk është një S-modul si në përkufizimin e mësipërm sepse nuk ka asnjë izomorfizëm
ndërmjet semilatisave respektive E(ZS) = {0} dhe E(S) në përgjithësi meqënëse
E(S) ka më shumë se një element përveç rastit kur S është grup.
Ndërkaq ne mund të bëjmë teori homologjie duke përdorur këto module në vend
të moduleve të zakonshëm madje mund të marrin rezultate interesante si në [36]
dhe në [43]. Lausch tregoi në rrjedhimin e tij 5.6 të [36] që ekziston një funktor
kohomologjie HS nga kategoria Mod(S) e S-moduleve në atë të grupeve abelianë e
cila kënaq disa kondita dhe e përdori këtë kohomologji për të klasifikuar zgjerimet e
gjysmëgrupeve inversivë. Loganathan tregoi në lemën 2.6 të [43] që kategoria Mod(S)
e S-moduleve është izomorfe me kategorinë Mod(D(S)) të funktorëve me domain
D(S) dhe vlera grupe abelianë. Objektet e D(S) janë idempotentët e S dhe morfizmat
e→ f janë treshet (e, x, x′) ku x′ është i anasjelli i x dhe e ≥ xx′, x′x = f . Kompozimi
i morfizmave jepet me anën e barazimit (e, x, x′)(x′x, y, y′) = (e, xy, y′x′). Izomorfizmi

F : Mod(S)→ Mod(D(S)) (3.3)

i lemës 2.6 çon çdo S-modul A tek D(S)-moduli FA i cili lidh çdo objekt e ∈ D(S) me
grupin abelian Ae = {a ∈ A|a− a = 0e}. Më tej në lemën 2.8 ai provoi ekuivalencën
e kategorive D(S) ' D(S) ku D(S) është kategoria e pjestimit që i shoqërohet S
e përcaktuar në [40]. Nga kjo mund të përftohet lehtë ekuivalenca e kategorive të
moduleve

Mod(D(S)) ' Mod(D(S)). (3.4)

57



Loganathan përdori izomorfizmin e lemës 2.6 për të vërtetuar në teoremën e tij 2.7
që për çdo S-modul (në sensin e Lausch), ekziston një izomorfizëm kanonik

Hn(S,A) = Hn(D(S), F (A)). (3.5)

Një tjetër rezultat i rëndësishëm i [43] lidh kohomologjinë e një gjysmëgrupi inversiv
S me atë të grupit të imazhit maksimal të tij G. Kujtojmë që G = S/σ ku

σ = {(x, y) ∈ S × S|xe = ye për ndonjë e ∈ E(S)}.

Ai provoi në pohimin 3.6 që për çdo G-modul në sensin e zakonshëm ka një izomor-
fizëm kanonik

Hn(G,A) = Hn(D(S), D(π)∗A), (3.6)

ku D(π)∗ : Mod(G)→ Mod(D(S)) është funktori i induktuar nga projeksioni natyral
π : S → G. Nga (3.5) dhe (3.6) dhe fakti që F është izomorfizëm, mund të përftohet
lehtë që

Hn(S, F−1D(π)∗A) = Hn(G,A). (3.7)

Në këtë mënyrë kemi një izomorfizëm ndërmjet kohomologjisë së n-të të G me ko-
efiçientë nga ndonjë modul A (në sensin e zakonshëm) dhe kohomologjisë së S me
koefiçientë në F−1D(π)∗A që siç shihet lehtë, është një modul në sensin e Lausch.

Pohim 3.3.1 Le të jetë S një monoid inversiv me një numër të fundëm idempo-
tentësh. Në qoftë se kategoria e pjestimit D(S) është e tipit FPn për ndonjë n ≥ 0,
atëherë monoidi S është i të njëjtit tip.

Vërtetim. Të qënit FPn për D(S) nënkupton që funktori konstant ∆Z në Z është
FPn si një D(S)-modul. Nga teorema 3.2.2 kjo do të thotë që ExtkD(S)(∆Z, •) është
i vazhdueshëm në zero për çdo k ≤ n. Për të treguar që G është i tipit FPn, duke
përdorur kriterin Bieri-Eckmann për modulet (teorema 7.10 e [30]), ne duhet të tre-
gojmë që në qoftë se Mi, i ∈ I është një familje e drejtuar G-modulesh kolimiti i të
cilave është zero, atëherë Lim−−→IExt

k
G(Z,Mi) = 0 për çdo 0 ≤ k ≤ n. Vërtet, nga (3.6)

kemi izomorfizmin e mëposhtëm

Lim−−→IExt
k
G(Z,Mi) ∼= Lim−−→IExt

k
D(S)(∆Z, D(π)∗Mi).

Por për çdo objekt e ∈ D(S),(
Lim−−→ID(π)∗Mi

)
(e) =

(
⊕
i∈I
D(π)∗Mi(e)

)
/Ke,

ku Ke është nëngrupi i përftuar nga elementët e trajtës x − D(π)∗αi,j(x), ku αi,j :
Mi → Mj morfizëm çfarëdo në I, dhe x ∈ D(π)∗Mi. Meqënëse Lim−−→IMi = 0, është e
lehtë tani të tregohet se grupi herës i të fundit është zero, për rrjedhojë i tillë është dhe
Lim−−→ID(π)∗Mi. Në fund, kjo së bashku me supozimin që D(S) është FPn, implikojnë

që Lim−−→IExt
k
D(S)(∆Z, D(π)∗Mi) = 0, dhe për pasojë Lim−−→IExt

k
G(Z,Mi) = 0 për çdo

0 ≤ k ≤ n që tregon se G është i tipit FPn. Mirëpo nga kushti S ka një idempotent
minimal, rrjedhimisht mund të aplikohet ideja e vërtetimit të së anasjellës të teoremës
2.3.1 prej nga marrim që S është e tipit FPn.
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Kapitulli 4

Kohomologjia e gjysmëgrupeve
inversivë me koefiçientë pretufat

4.1 Njohuri hyrëse

Për të përcaktuar kohomologjinë e një gjysmëgrupi inversiv S sipas Renault dhënë
tek [55] me koefiçientë një S-pretufë, fillimisht kujtojmë që një pretufë me fillim një
semilatisë E dhe fund në Ab do të quajmë çdo objekt të kategorisë AbE ku semilatisa
E kosiderohet si pre-renditje. Më tej po japim disa kuptime dhe rezultate pa vërtetim
nga [39] të cilat do të na nevojiten në paragrafin pasardhës. Në qoftë se X është
një pretufë me fillim në E dhe fund në Ab, atëherë do të shënojmë përsëri me X
bashkësinë te∈EX(e) dhe përcaktojmë π : X → E të tillë që π(a) = e vetëm kur
a ∈ X(e). Bashkësia X do të quhet Ab-tufa e përcaktuar nga pretufa X. Në qoftë se
tani S është një gjysmëgrup inversiv dhe π : X → E(S) një Ab-tufë mbi E(S), do të
themi që S vepron mbi Ab-tufën X nga e djathta në qoftë se ekziston një funksion
X×S → X, vlerat e të cilit po i shënojmë me (x, s) 7→ x ◦ s, i cili kënaq tri aksiomat
e mëposhtme:

• (Act 1) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë a ◦ e = a.

• (Act 2) (a ◦ s) ◦ t = a ◦ (st).

• (Act 3) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë a◦s ∈ X(s−1es), për më tepër, pasqyrimi
a 7→ a ◦ s është homomorfizëm në Ab.

Le të jetë tani një pretufë X mbi semilatisën E. Do të shënojmë me ρef : X(e)→ X(f)
të ashtëquajturit pasqyrime ngushtues që janë në fakt homomorfizmat X(νe,f ) për çdo
shigjetë νe,f : e→ f në E. Ka vend kjo teoremë.

Teoremë 4.1.1 (Teorema 5.6 [39]) Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv. Atëherë
çdo veprim nga e djathta i S-së mbi një pretufë mbi E(S) me vlera në Ab indukton
një veprim nga e djathta të S-së mbi një Ab-tufë mbi E(S), dhe anasjellas.

Po japim këtu vetëm idenë e vërtetimit. Shënojmë X = te∈EX(e) dhe përcaktojmë
π : X → E të tillë që π(a) = e vetëm kur a ∈ X(e). Tani përcaktojmë një pasqyrim
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X × S → X të tillë që për çdo a ∈ X(e)

a ◦ s = ρeess−1(a) · (es).

Tregohet lehtësisht që kënaqen aksiomat (Act 1)-(Act 3) dhe që gjithashtu a◦s = a ·s
ku a ∈ X(ss−1). Kjo do të thotë se ◦ zgjeron veprimin · mbi pretufën.
Anasjellas, po supozojmë se kemi të dhënë një Ab-tufë X = te∈EX(e) mbi E(S)
Për çdo e ≥ f përcaktojmë ρef : X(e) → X(f) të tillë që ρef (a) = a ◦ f . Duke marrë
parsysh (Act 1)-(Act 3) formohet një pretufë X mbi E(S). Së fundi, përcaktojmë një
pasqyrim X × S → X të pjesshëm si vijon

a · s =

{
a ◦ s në qoftë se a ∈ X(e) dhe ss−1 = e

i papërcaktuar përndryshe

Mund të verifikohet lehtë që ky përcakton një veprim nga e djathta të S mbi pretufën
X.
Më tej do të shpjegojmë se çfarë është një simetri i pjesshme e një pretufe. Le të jetë
dhënë ρef : X(e)→ X(f) një pretufë mbi E me vlera në Ab. Shënojmë

X|e = t
f≤e

X(f),

dhe e quajmë X|e nënobjekt të X-it. Një simetri e pjesshme e X-it nga X|e ne X|f
është një çift (θ,Θ) ku:

• θ : e↓ → f ↓ është një izomorfizëm që ruan renditjen (me argumentin e shkruar
majtas);

• Θ është familja e izomorfizmave {Θi : i ≤ e} në Ab të përcaktuara si vijon
Θi : X(i)→ X(iθ) (me argumentin e shkruar majtas);

• të tilla që për çdo i′ ≤ i ≤ e kemi të vërteta barazimet

(ρii′(a))Θi′ = ρiθi′θ(aΘi),

ose e thënë ndryshe, që diagrami

X(i)

ρi
i′
��

Θi // X(iθ)

ρiθ
i′θ
��

X(i′)
Θ′i

// X(i′θ)

të jetë ndërrimtar.

Po shënojmë me T (X) bashkësinë e gjithë simetrive të pjesshme të X. Në qoftë se
(θ,Θ) dhe (φ,Φ) janë dy simetri të pjesshme, ateherë mund ti kompozojmë ato për
të përftuar çiftin (θφ,ΘΦ), ku θφ është kompozimi i izomorfizmave të pjesshëm të
E-së, dhe për çdo i në fillimin e θφ, kemi përcaktuar (ΘΦ)i = ΘiΦiθ. Provohet lehtë
që T (X) është një gjysmëgrup inversiv të cilin do ta quajmë gjysmëgrupi inversiv i
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simetrive të pjesshme të pretufës X. Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv me semilatisë
E(S) = E. Le të α : S → T (X) një homomorfizmëm gjysmëgrupesh inversivë, ku
sα = (θs,Θs) të tillë që për çdo e ∈ E pasqyrimi θe është identiku mbi e↓ dhe Θe

i

është identiku mbi X(i) për çdo i ≤ e. Këtej e tutje do ta quajmë α riparaqitje e S
me anën e simetrive të pjesshme të X. Vërejmë se θs e përcaktuar më lart është një
izomorfizëm që ruan renditjen nga (ss−1)↓ tek (s−1s)↓ dhe se θs pasqyron i tek s−1is.
Teorema e mëposhtme tregon se çdo riparaqitje α : S → T (X) përcakton një veprim
të S nga e djathta mbi X, dhe anasjellas.

Pohim 4.1.2 (Pohimi 5.7 [39]) Le të jetë dhënë një riparaqitje α : S → T (X).
Përcaktojmë një pasqyrim X × S → X të shënuar me (a, s) 7→ a • s ku a • s = aΘs

e

sa herë që a ∈ X(e) dhe e ≤ ss−1. Pesë aksiomat e mëposhtme kanë vend.

(Rep 1) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë a • s është përcaktuar vetëm kur e ≤ ss−1.

(Rep 2) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë a • e = e.

(Rep 3) Në qoftë se a ∈ X(e) dhe a•s është përcaktuar, atëherë a•s ∈ X(s−1es); për
më tepër pasqyrimi X(e) → X(s−1es) i tillë që a 7→ a • s është homomorfizëm
në Ab.

(Rep 4) (a • s) • t është përcaktuar vetëm kur a • (st) është përcaktuar rast në të
cilin ato përputhen.

(Rep 5) Le të jenë i ≤ j ≤ ss−1. Atëherë në qoftë se a ∈ X(j) kemi të vërtetë që

ρs
−1js
s−1is (a • s) = ρji (a) • s.

Anasjellas, në qoftë se është dhënë një funksion i pjesshëm X×S → X që kënaq pesë
aksiomat e mësipërme, atëherë mund të përcaktohet një riparaqitje α : S → T (X) e
tillë që sα = (θs,Θs) ku aΘs

i = a • s për çdo a ∈ X(i) dhe i ≤ ss−1.

Në vazhdim po japim kuptimin e riparaqitjeve të një gjysmëgrupi inversiv me anën
e simetrive të pjesshme mbi një Ab-tufë X. Le të jetë një Ab-tufë, π : X → E dhe
X(e) = π−1(e). Pozojmë

X|e = t
f≤e

X(f).

Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv me semilatisë E. Një riparaqitje e S me anën
e simetrive të pjesshme të Ab-tufës X, është një homomorfizëm β : S → I(X)
(këtu I(X) është monoidi simetrik inversiv i bashkësisë X) i cili kënaq konditat e
mëposhtme:

• (Bund 1) Fillimi i sβ është X|ss−1 dhe fundi X|s−1s.

• (Bund 2) Në qoftë se e ≤ ss−1, atëherë sβ indukton një morfizëm nga X(e) në
X(s−1es)
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Nëse është dhënë një riparaqitje β : S → I(X) si më sipër, atëherë mund të përcaktohet
një pretufë duke pozuar ρfe : X(e) → X(f) të tillë që ρfe = (a)(eβ) ku a ∈ X(f).
Ky përcaktim na lejon të japim një veprim të djathtë të S-së mbi X duke pozuar
a ◦ s = ρeess−1(a)(sβ). Anasjellas, në qoftë se kemi një veprim të S nga e djathta mbi
Ab-tufën X, atëherë përcaktojmë β : S → I(X) të tillë që sβ : X|ss−1 → X|s−1s
ku (a)(sβ) = a ◦ s. Tregohet se β është një riparaqitje e S me anën e simetrive të
pjesshme të Ab-tufës X. Teorema e mëposhtme ekuivalenton katër kuptime të dhëna
deri tani.

Teoremë 4.1.3 (Teorema 5.8 [39]) Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv. Kuptimet
e mëposhtme janë ekuivalente.

(i) Një veprim i S nga e djathta mbi një pretufë X me vlera në Ab.

(ii) Një riparaqitje e S me anën e simetrive të pjesshme të pretufës X me vlera në
Ab.

(iii) Një veprim i S nga e djathta mbi një Ab-tufë X.

(iv) Një riparaqitje e S me anën e simetrive të pjesshme të Ab-tufës X

Me interes është edhe shembulli i mëposhtëm (Shembulli 3 [39]). Le të jetë S një
gjysmëgrup inversiv që vepron nga e djathta mbi një pretufë X me vlera në Ab. Për
çdo e ∈ E, X(e) është një grup abelian me njësh 1e. Pozojmë X = t

e∈E(S)
X(e) dhe

përcaktojmë
a⊗ b = ρeef (a)ρfef (b)

ku a ∈ X(e) dhe b ∈ X(f). Në këtë mënyrë (X,⊗) shndërrohet në një gjysmëgrup të
Klifordit me semilatisë idempotentësh {1e : e ∈ E(S)} izomorfe me E(S). Gjithashtu
mund të përcaktojmë plotësisht një pasqyrim X × S → X si vijon

a ◦ s = ρeess−1(a) · (es).

Mund të verifikohet lehtësisht se plotësohen kushtet e mëposhtme:

• Ekziston një izomorfizëm i E(S) tek E(X) i dhënë nga e 7→ 1e.

• (a⊗ b) ◦ s = (a ◦ s)⊗ (b ◦ s).

• a ◦ (st) = (a ◦ s) ◦ t.

• a ◦ e = a⊗ 1e.

• 1e ◦ s = 1s−1es.

Këto nuk janë gjë tjetër veçse aksiomat e një S-moduli në sensin e Lausch-it.
Së fundi po japim përkufizimin e kohomologjisë së një gjysmëgrupi inversiv me koefi-
cientë pretufat. Për një gjysmëgrup inversiv të dhënë S, shënojmë me Sn produktin
kartezian të S-së n herë me veten kur n ∈ N, dhe S0 bashkësinë e idempotentëve të
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S-së. Përcaktojmë një S-pretufë (X,α) si një Ab-pretufë X së bashku me një ripa-
raqitje të S me anën e simetrive të pjesshme të X, që sikurse e thamë më lart është
një homomorfizëm α : S → T (X). Për një S-pretufë të dhënë (X,α) grupesh abelianë
ne mund të formojmë zinxhirin e komplekseve të mëposhtëm. Një n-zinxhir është një
funksion f : Sn → X i cili kënaq konditat e mëposhtme:

(i) f(s0, s1, ..., sn−1) ∈ X(r(s0s1...sn−1)) ku r(s0s1...sn−1) = (s0s1...sn−1)(s0s1...sn−1)−1;

(ii) f është kompatibël me pasqyrimin ngushtues, domethënë në qoftë se
u = r(s0s1...sn−1) dhe v = r(t0t1...tn−1) ku ti = eisi për ndonjë idempotent ei,
atëherë f(t0, t1, ..., tn−1) = X(γ)(f(s0, s1, ..., sn−1)) ku γ është shigjetë në E nga
u në v; dhe

(iii) për n > 0, f(s0, ..., si, ...sn−1) është idempotent sa herë që si është idempotent.

Bashkësia Cn(S,X) e n-zinxhirëve është grup abelian lidhur me mbledhjen pikësore.
Vargu

0 // C0(S,X) // C1(S,X) // · · · // Cn(S,X) δn // Cn+1(S,X) // · · ·

ku
δ0(f(s)) = α(s)f ◦ d(s)− f ◦ r(s) dhe

δnf(s0, ..., sn) = α(s0)f(s1, ..., sn)

+
n∑
i=1

(−1)if(s0, ...si−1si, ..., sn)

+ (−1)n+1f(s0, ..., sn−1)

është një zinxhir kompleks. Shënojmë me Zn(S,X) dhe Bn(S,X) grupet e n-kocikleve
dhe atë të n-kokufijve. Grupi i n-të i kohomologjisë Zn(S,X)/Bn(S,X) do të shënohet
me Hn(S,X).

4.2 S-pretufa si kategori funktorësh

Në këtë paragraf do të tregojmë që për çdo gjysmëgrup inversiv S, S-pretufa formojnë
një kategori dhe që kjo kategori është izomorfe me kategorinë e funktorëve AbD(S)

ku D(S) ka për objekte të gjithë idempotentët e S dhe për morfizma e → f treshet
(e, x, x′) ku x′ është inversi i x dhe e ≥ xx′, x′x = f . Rezultatet e teoremave 1.1 dhe 1.2
të [35] sigurojnë se ka vetëm një funktor kohomologjie me burim një kategori abeliane
dhe me fund Ab, për rrjedhojë kohomologjia e Lausch e përcaktuar në AbD(S) do të
përputhet me atë të Renault të përcaktuar në S-pretufa.
Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv, X një pretufë grupesh abelianë mbi E(S) dhe
α : S → T (X) riparaqitje e S me anë të simetrive të pjesshme të X.

Lemë 4.2.1 Riparaqitja α indukton një S-modul në sensin e Lausch.
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Vërtetim. Teorema 5.8 ((i) ⇔ (ii)) e [39] pohon që α mund të konsiderohet si një
veprim i S në të djathtë të pretufës X me vlera në Ab. Atëherë siç është treguar në
shembullin 3, f. 33 të [39] ne mund të ndërtojmë një gjysmëgrup të Klifordit (X,⊗)
me semilatisë idempotentësh E(S) dhe me një veprim të djathtë të S mbi X të dhënë
nga

a ◦ s = α(es)ρeess−1(a).

i cili kënaq të gjitha vetitë e një S-moduli.
Le të jetë S një gjysmëgrup inversiv i fiksuar, ndërtojmë kategorinë S-pretufa me ob-
jekte riparaqitjet e S me anë të simetrive të pjesshme të pretufave të grupeve abelianë
mbi E(S) dhe morfizmat ndërmjet dy riparaqitjeve α : S → T (X) dhe β : S → T (Y )
janë morfizma S-modulesh τ : X→ Y ndërmjet S-moduleve korrespondues të Lemës
4.2.1 të tillë që ∀s ∈ S,

τ(α(s)(x)) = β(s)(τ(x)). (4.1)

Këtu α(s) është një nga komponentët e familjes korresponduese dhe x ∈ X(e) ku
X(e) është fillimi i atij komponenti α(s). Do të tregojmë që S-pretufa është në të
vërtetë një kategori. E vetmja gjë që kemi për të kontrolluar është që në qoftë se
α : S → T (X), β : S → T (Y ) dhe γ : S → T (Z) janë objekte nga S-pretufa dhe
τ1 : α→ β, τ2 : β → γ janë morfizma, atëherë për çdo s ∈ S dhe x nga fillimi i ndonjë
komponenti të α(s) kemi

τ2τ1(α(s)(x)) = γ(s)(τ2τ1(x)). (4.2)

Nga përkufizimi i τ1 dhe τ2 kemi

τ1(α(s)(x)) = β(s)(τ1(x)) (4.3)

dhe
τ2(β(s)(y)) = γ(s)(τ2(y)). (4.4)

Duke zëvendësuar në (4.4) y me τ1(x) përftojmë

τ2(β(s)(τ1(x))) = γ(s)(τ2τ1(x)). (4.5)

Tani (4.3) dhe (4.5) implikojnë (4.2).
Për një gjysmëgrup inversiv të dhënë S me semilaticë idempotentësh E përcaktojmë
një kategori P(S) me objekte idempotentët E të S dhe morfizmat e → f janë çifte
(e, s) ∈ E×S të tilla që f = s−1es. Kompozimi jepet nga (s−1es, t)(e, s) = (e, st). Le
të jetë P (S) herësi i P(S) sipas kongruencës mbi hom-setet e P(S) të gjeneruar nga
çiftet

(e, s) ∼ (e, es) dhe (e, e) ∼ ide.

Morfizmat e P (S) do ti shënojmë me të njëjtin simbol që shënohen përfaqësuesit e
tyre në P(S). Vërejmë që semilatisa E(S) është nënkategori e P (S).
Dy lemat që do të paraqesim më poshtë tregojnë dy veti të funktorëve nga AbP (S).

Lemë 4.2.2 Çdo X ∈ AbP (S) indukton një veprim të djathtë të S mbi Ab-tufën
X = te∈EX(e).
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Vërtetim. Përcaktojmë një funksion ◦ : X× S → X të tillë që

a ◦ s = X(e, s)(a) për çdo a ∈ X(e).

Le të kontrollojmë tri vetitë e veprimit të djathtë të S mbi X.
(Act 3) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë nga përkufizimi a◦s ∈ X(s−1es) dhe pasqyrimi
a 7→ a ◦ s është morfizëm në Ab meqënëse X(e, s) është i tillë.
(Act 1) Në qoftë se a ∈ X(e), atëherë a ◦ e = X(e, e)(a) = idX(e)(a) = a.
(Act 2) (a ◦ s) ◦ t = X(s−1es, t)X(e, s)(a) = X(e, st)(a) = a ◦ (st).

Lemë 4.2.3 Çdo X ∈ AbP (S) indukton një S-modul X = te∈EX|E(e) ku X|E është
ngushtimi i X në E(S).

Vërtetim. Do të tregojmë që gjysmëgrupi i Klifordit X ka strukturën e një S-moduli.
Nga (iii) ⇒ (ii) të Teoremës 5.8 tek [39] kemi që Ab-tufa X e Lemës 4.2.2 mund
të konsiderohet si një riparaqitje e S me anë të simetrive të pjesshme të një pretufe
me vlera në Ab në mënyrën e mëposhtme. Së pari, si në vërtetimin e Teoremës 5.6
të [39] ndërtojmë një semilatisë grupesh X(e) (megjithëse një e kemi tashmë) duke
përcaktuar për e ≥ f , ρef : X(e) → X(f) të tillë që ρef (a) = a ◦ f . Por a ◦ f =
X(e, f)(a) = a + f . Kjo tregon se gjysmëgrupi i Klifordit që lind duke ngushtuar
X në E(S) është i njëjtë me atë të përshkruar në Teoremën 5.6 të [39]. Më pas
përcaktojmë një funksion të pjesshëm

a · s =

{
a ◦ s në qoftë se a ∈ X(e) dhe ss−1 = e

i papërcaktuar përndryshe

Ky është një veprim i djathtë i S mbi pretufën X|E i cili kënaq kushtet (Rep 1)-(Rep
5) të pohimit 5.7 tek [39] për rrjedhojë nga Shembulli 3 tek [39] X shndërrohet në
një S-modul me veprimin e S-së të përcaktuar nga

a ? s = ρeess−1(a) · (es) = ρeess−1(a) ◦ (es). (4.6)

Nga ana tjetër shohim që

ρeess−1(a) ◦ (es) = X(ess−1, es)X(e, ss−1)(a) nga përkufizimi i ◦
= X(e, es)(a) nga përkufizimi i P (S)

= X(e, s)(a) nga përkufizimi i P (S)

= a ◦ s nga përkufizimi i ◦.

Po ta krahasojmë me (4.6) shohim që veprimet ? dhe ◦ janë të barabarta, për rrjedhim,
X lidhur me veprimin ◦ është një S-modul.
Përcaktojmë G : S-pretufat → AbP (S) mbi objektet duke çuar çdo riparaqitje α :
S → T (X) në G(α) : P (S) → Ab e cila çon çdo idempotent e tek X(e) dhe çdo
morfizëm (e, s) : e→ s−1es tek kompozimi

G(α)((e, s)) = α(es)ρeess−1 . (4.7)
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Vetitë funktoriale të G(α) vërtetohen lehtë në qoftë se kujtojmë që (4.7) përcakton
një veprim të djathtë mbi pretufën X dhe që për a ∈ X(e), G(α)((e, s))(a) është e
njëjtë si a ◦ s i Shembulli 3 të [39].
Le të jetë τ : α→ β një morfizëm në S-pretufa ku α : S → T (X) dhe β : S → T (Y ).
Përcaktojmë

G(τ) : G(α)→ G(β)

si familjen
{τe : X(e)→ Y (e)|e ∈ E}.

Për të treguar që G(τ) është natyral ne duhet të tregojmë që për çdo e ∈ E, çdo
morfizëm (e, s) : e→ s−1es dhe çdo a ∈ X(e), kemi

τs−1esG(α)(e, s)(a) = G(β)(e, s)τe(a),

e cila nga (4.7) është ekuivalente me

τ(a ◦ s) = τ(a) ◦ s.

Kjo është e vërtetë meqënëse nga Lema 4.2.1 X dhe Y janë S-module sipas veprimit
◦ dhe τ : X→ Y është një morfizëm S-modulesh.
Përcaktojmë G′ : AbP (S) → S-pretufat mbi objektet X në mënyrën e mëposhtme.
Nga Lema 4.2.2, X indukton një veprim të djathtë në S mbi Ab-tufën X = te∈EX(e)
dhe pastaj si në vërtetimin e (iii) ⇒ (ii) të Teoremës 5.8 tek [39] përcaktojmë një
riparaqitje G′(X) të S me anë të simetrive të pjesshme të pretufë X|E. Del që G′(X) :
S → T (X|E) është i përcaktuar nga s 7→ X(ss−1, s) ku X(ss−1, s) : X(ss−1) →
X(s−1s) është pasqyrimi a 7→ a ◦ s.

Lemë 4.2.4 Moduli i Lemës 4.2.1 i induktuar nga riparaqitja G′(X) është i njëjtë
me modulin e Lemës 4.2.3 i induktuar nga X.

Vërtetim. Teorema 5.8 ((ii)⇒ (i)) dhe Shembulli 3 i [39] tregojnë që moduli i Lemës
4.2.1 i induktuar nga riparaqitja G′(X) është gjysmëgrupi i Klifordit X i Lemës 4.2.3
i përbërë nga grupet X(e) së bashku me morfizmat strukturorë ρef = X(e, f), dhe
veprimi i S mbi X është i dhënë nga

a ? s = ρeess−1(a) · (es) Shembulli 3

= X(ess−1, es)X(e, ss−1)(a) nga përkufizimi i ·
= X(e, es)(a) nga përkufizimi i P (S)

= X(e, s)(a) nga përkufizimi i P (S)

= a ◦ s nga përkufizimi i ◦.

Kjo vërteton Lemën.
Përcaktojmë G′ mbi morfizmat. Në qoftë se τ : X → Y është një transformim natyral
funktorësh AbP (S) atëherë τ indukton një morfizëm S-modulesh τ ∗ : X → Y të
S-moduleve korrespondues X dhe Y të Lemës 4.2.3. Por Lema 4.2.4 pohon që X
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përputhet me modulin e induktuar nga G′(X) po kështu edhe Y me atë të G′(Y ).
Gjithashtu fakti që τ ∗ është një morfizëm modulesh implikon barazimin

τ ∗X(ss−1, s) = Y (ss−1, s)τ ∗,

që tregon se τ ∗ : X→ Y mund të konsiderohet si një morfizëm ndërmjet riparaqitjeve
respektive G′(X) dhe G′(Y ). Përcaktojmë

G′(τ) = τ ∗.

Tani vetitë funktoriale janë të qarta.

Teoremë 4.2.5 Kategoritë AbP (S) dhe S-pretufat janë izomorfe.

Vërtetim. Tregojmë fillimisht që për çdo α ∈ S-pretufat kemi G′Gα = α. Nga
përkufizimi i G′ kemi që G′Gα është homomorfizmi

G′Gα : S → T (X)

i përcaktuar nga
s 7→ Gα(ss−1, s)

ku nga (4.7), G(α)(ss−1, s) është morfizmi

Gα(ss−1, s) : X(ss−1)→ X(s−1s) = X(s−1(ss−1)s)

i përcaktuar nga

Gα(ss−1, s) = α((ss−1)s)ρss
−1

(ss−1)ss−1 = α(s),

për rrjedhojë G′Gα = α. Së dyti do të tregojmë që për çdo X ∈ AbP (S), GG′X = X.
Për këtë duhet të tregojmë që GG′X çon çdo morfizëm (e, s) : e→ s−1es të P (S) në
X(e, s). Nga (4.7) kemi

GG′X(e, s) = G′X(es)ρeess−1 (4.8)

dhe nga përkufizimi i G′ kemi

G′X(es) = X((es)(es)−1, es) = X(ess−1, es). (4.9)

Por ρeess−1 = X(e, ss−1) dhe nga (4.8) dhe (4.9) kemi

GG′X(e, s) = X(ess−1, es)X(e, ss−1) = X(e, (ss−1)(es)) = X(e, es) = X(e, s)

siç dëshironim.

Pohim 4.2.6 Për një gjysmëgrup inversiv S, kategoria P (S) përputhet me atë D(S)
të [43].
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Vërtetim. Vërejmë fillimisht që P(S) përputhet me C(S) të [43]. Le të jetë (e, x) :
e → x−1ex një morfizëm në P(S). Mund ta shkruajmë x−1ex si (ex)−1(ex) dhe
vërejmë që e ≥ (ex)(ex)−1, për rrjedhojë (e, x) përputhet me (e, (ex), (ex)−1) : e →
f = (ex)−1(ex) të C(S). Anasjellas, le të jetë (e, x, x−1) : e → f një morfizëm në
C(S). Meqënëse e ≥ xx−1, kemi e(xx−1) = xx−1 atëherë x−1e(xx−1)x = x−1xx−1x që
është ekuivalente me x−1ex = x−1x. Por f = x−1x, atëherë x−1ex = f dhe si rrjedhim
(e, x, x−1) përputhet me (e, x) : e→ x−1ex të P(S). Së fundmi vërejmë që ekuivalenca
jonë ∼ është e njëjtë me ekuivalencën ∼ të f. 379 të [43], prandaj P (S) = D(S).

Rrjedhim 4.2.7 Ekziston nje izomorfizëm midis grupeve të kohomologjisë së Lausch
dhe atyre të Renault të një gjysmëgrupi inversiv S.

Vërtetim. Kohomologjia e një gjysmëgrupi inversiv S sipas Renault është përcaktuar
në S-pretufa e cila nga Teorema 4.2.5 dhe Pohimi 4.2.6 është izomorfe me AbD(S).
Por AbD(S) është një kategori abeliane, atëherë nga teorema e unicitetit të funk-
torëve të kohomologjisë së [35], ka vetëm një funktor kohomologjie mbi AbD(S).
Meqënëse kohomologjia sipas Lausch është përcaktuar në AbD(S), kemi që grupet
e kohomologjisë sipas Lausch dhe Renault lidhen me njëri tjetrin anën e izomorfizmit
H`n(S,A) ∼= Hrn(S,GF (A)).
Vërejmë se nga rezultati i rrjedhimit më sipër nuk duhet nxjerrë përfundimi i ga-
buar se teoritë e kohomologjive sipas Lausch dhe Renaul përputhen ashtu siç është
besuar nga E. Pasku deri kohët e fundit. Izomorfizmi thotë se nëse kemi informaci-
on për grupet e kohomologjisë me koeficientë të çfardoshëm sipas Renault, ateherë
izomorfizmi H`n(S,A) ∼= Hrn(S,GF (A)) na mundëson të njohim grupet H`n(S,A),
por jo anasjellas. Situata është e ngjashme me ekzistencën e izomorfizmit (2.2) për
kohomologjinë e Eilenberg-MacLane i cili na mundësonte vetëm të tregonim se nga
të qënit FP∞ e S-së rridhte e njëjta veti për grupin G por jo anasjellas siç u tregua
në kundërshembullin përkatës.
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Kapitulli 5

Aspekte homologjike të paraqitjeve
të gjysmëgrupeve dhe një zbatim
për grupet

5.1 Hyrje

Qëllimi i këtij kapitulli është të shprehë në terma algjebrikë të qënit të një sistemi
reduktimi konfluent dhe përfundues. Jepen dy karakterizime algjebrike për një sistem
reduktimi (A,→), përkatësisht teoremat 5.2.2 dhe 5.3.1 të cilat japin kondita të nevo-
jshme dhe të mjaftueshm për (A,→) për të qënë përkatësisht nëterian dhe konfluent.
Për këto dy karakterizime ne do të përdorim nga [50] faktin që çdo kategorie të vogël
aditive C, i shoqërohet një unazë unitare [C] bashkësia korresponduese e të cilës është
bashkësia e |C| × |C| matricave të trajtës [αp,q] ku αp,q ∈ C(p, q) dhe çdo rresht dhe
kolonë ka një numër të fundëm elementësh të ndryshëm nga zero. Veprimet e mbled-
hjes dhe të shumëzimit në [C] përcaktohen duke përdorur mbledhjen dhe kompozimin
në C në këtë mënyrë:

[αp,q] + [βp,q] = [αp,q + βp,q] dhe [αp,q] · [βp,q] = [γa,b] ku γa,b =
∑
c∈|C|

αa,c · βc,b.

Është treguar në teoremat 7.1 dhe 7.1* të [50] që kategoria e moduleve të djathtë
Ab[C] lidhet me kategorinë e funktorëve kovariantë aditivë AbC me anë të funktorëve
ekzaktë

Ab[C] T // AbC
R, S

oo (5.1)

ku R dhe S janë përkatësisht të bashkëngjitur të djathtë dhe të majtë për T . Ngjas-
hmërisht, për rastin kontravariant ekzistojnë çiftet e të bashkëngjiturve

Ab[C]∗ T ∗ // AbC
∗

R∗, S∗
oo . (5.2)

69



Meqënëse do të përdorim S∗ dhe R, kujtojmë shkurtimisht këtu që për çdo F ∈ AbC∗ ,
S∗(F ) = ⊕

q∈|C|
F (q) dhe veprimi i α = [αp,q] mbi S∗(F ) jepet nga

αuq =
∑
p∈|C|

upF (αp,q),

ku uq është injeksioni i koproduktit. Ngjashmërisht, R(F ) =
∏
q∈|C|

F (q) ku veprimi i

matricave në të djathtë përcaktohet në mënyrë të ngjashme me atë më sipër. Duke
përdorur bashkëngjitjet e mësipërme, është treguar që për çdo F ∈ AbC dhe G ∈ AbC∗

ekziston një ekuivalencë natyrale

S∗G⊗[C]∗ SF ' G⊗C∗ F. (5.3)

Për karakterizimin e dytë, përveç rezultatit të mësipërm nga [50], do të përdorim një
rezultat të Isbell dhe Mitchell tek [22] i cili pohon që kategoritë C për të cilat funktori
kolimit Lim−−→C : AbC → Ab është ekzakt, janë pikërisht ato kategori afinizimi i të cilave

aff C ka komponentë të filtruar. Këtu afinizimi i C është nënkategoria (jo-aditive) e
ZC e përbërë nga ato morfizma shuma e koefiçientëve të plotë të të cilave është e
barabartë me 1. Në përgjithësi kemi C ⊆ aff C, i cili kthehet në barazim vetëm kur C
është një bashkësi e pre-renditur. Të qënit i filtruar nënkupton dy gjëra, së pari çdo
çift objektesh pasqyrohet tek një objekt i caktuar, dhe së dyti, për çdo dy morfizma
α1, α2 me të njëjtin fillim dhe fund, ekziston β e tillë që βα1 = βα2. Për bashkësitë e
pre-renditura kondita e dytë është automatikisht e plotësuar.
Rast i veçantë i sistemeve të reduktimit janë ato që induktohen nga paraqitjet e mo-
noidëve. Në qoftë se P = 〈x, r〉 është një paraqitje e një monoidi S, atëherë kësaj
paraqitjeje i shoqërohet sistemi i reduktimit (x∗,→) ku x∗ është monoidi i lirë mbi
x dhe → përbëhet nga çiftet (uαv, uβv) ku (α, β) ∈ r dhe u, v ∈ x∗. Në fakt ky
sistem reduktimi mund të konsiderohet si një bashkim i ndarë t

s∈S
〈Ps,→s〉 të siste-

meve të reduktimit 〈Ps,→s〉, ku Ps është nënbashkësisa e atyre elementëve nga x∗

që përfaqësojnë elementin s ∈ S, dhe →s përbëhet nga ato çifte të → me të dyja
koordinatat brenda Ps. Në qoftë se ndodh që P përfaqëson një grup G, lind pyetja
nëse konfluenca e Pe (e është njëshi i G) implikon atë të Pg për çdo g ∈ G. Paraqitjen
P = 〈x, r〉 të G do ta quajmë paraqitje λ-konfluente sa herë që sistemi i reduktimit
Pe është konfluent. Këtu λ është fjala boshe që përfaqëson njëshin e. Do të përdorim
rezultatin e teoremës 5.3.1 dhe pohimin 4.1.2, f. 117 të [20] për të dhënë një kusht të
nevojshëm dhe të mjaftueshëm sipas të cilit λ-konfluenca e paraqitjes prej monoidi
P = 〈x, r〉 të një grupi implikon konfluencën e P në rastin e veçantë kur (Pe,→e)
është i plotë, domethënë konfluent dhe Nëterian. Në fakt të qënit përfundues i Pe
implikon atë të Pg sepse në qoftë se x̃ është një fjalë që përfaqëson g−1, dhe në qoftë
se ρ është një varg i pafundëm reduktimesh në Pg, atëherë x̃ρ do të jetë një varg i
pafundëm reduktimesh në Pe, një kontradiktë. Pohimi 4.1.2 i [20] pohon që në qoftë
se ϕ : Λ → Γ është një homomorfizëm unazash, A një Γ modul i djathtë, C një Λ
modul i majtë, dhe në qoftë se TorΛ

p (Γ, C) = 0 për çdo p > 0, atëherë

TorΛ
n(A,C) ' TorΓ

n(A,(ϕ) C) (5.4)
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ku (ϕ)C = Γ⊗ΛC. Vërejmë që izomorfizmi (5.4) mbetet i vërtetë edhe në rastin kur Γ
dhe A, të parë si Λ module të djathtë, nuk janë unitarë, për pasojë nuk kemi nevojë
të supozojmë që ϕ : Λ → Γ është një homomorfizëm unazash i cili çon njëshin 1Λ të
Λ tek njëshi 1Γ i Γ. Përgjatë vërtetimit të pohimit 5.4.1, ne përdorim nga [20] (shih
faqen 149) përkufizimin e mëposhtëm. Në qoftë se Λ dhe Γ janë dy unaza me shtim
ku εΛ : Λ → QΛ, εΓ : Γ → QΓ janë shtimet përkatëse, dhe ϕ : Λ → Γ një pasqyrim
unazash me shtim, atëherë ekziston një pasqyrim

Ψ : Γ⊗Λ QΛ → QΓ

i përcaktuar nga Ψ(γ ⊗ x) = γ · ψ(x) ku ψ : QΛ → QΓ është pasqyrimi i induktuar
nga ϕ. Përsëri, përkufizimi i Ψ mbetet ende i vërtetë nën supozimin që Γ nuk është
unitare si Λ modul i djathtë nëpërmjet ϕ.

Së fundi do të japim shkurtazi disa koncepte që do të përdoren në dy paragrafet
në vazhdim. Shoqëruar një sistemi reduktimi (A,→) ekziston një graf reduktimit ΓA
me bashkësi kulmesh V (ΓA) = A dhe bashkësi brinjësh

E(ΓA) = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ A nqs ekziston një rregull reduktimi a→ b}.

Për një sistem reduktimi (A,→) shënojmë me FΓA kategorinë e lirë të përftuar nga
ΓA, me ZFΓA kategorinë aditive të induktuar nga FΓA dhe le të jetë [ZFΓA] unaza
që i shoqërohet ZFΓA.
Një sistem reduktimi (A,→) do të quhet Nëterian ose përfundues në qoftë se nuk
ekziston asnjë udhë e pafundme brinjësh

a1 → a2 → · · · → an → an+1 → · · ·

në grafin përkatës të reduktimit ΓA.
Sistemi i reduktimit (A,→) do të quhet konfluent në qoftë se për çdo a, b ∈ A nga
e njëjta komponente e lidhur e ΓA, ekziston c ∈ A dhe udhët ρa dhe ρb me fillim
përkatësisht në a dhe b e fund në c.
Sistemi (A,→) do të quhet me degëzim të fundëm në qoftë se nga çdo a ∈ A dalin
një numër i fundëm brinjësh të ΓA.
Për nocionet bazë nga sistemet e reduktimit të përdorura në këtë kapitull i referohemi
[3] dhe [6].

5.2 Sistemet e reduktimit Nëterianë

Le të jetë (A,→) një sistem reduktimi me degëzim të fundëm. Kjo klasë sistemesh
reduktimi është me interes sepse ajo përfshin për shembull sistemet e reduktimit të
induktuar nga paraqitjet e gjysmëgrupeve me një numër të fundëm relacionesh.

Lemë 5.2.1 Në qoftë se (A,→) është një sistem Nëterian dhe me degëzim të fundëm,
atëherë për çdo a ∈ A, ekziston na ∈ N e tillë që gjatësia e çdo udhe në ΓA nga a tek
një pasardhës i a nuk e kalon na.
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Vërtetim. Meqënëse në një sistem të tillë çdo element ka një numër të fundëm
pasardhësish, atëherë për çdo a ∈ A ka një numër të fundëm udhësh në ΓA nga a
te pasardhësit e a. Në qoftë se përcaktojmë na si maksimumi i gjatësive të këtyre
udhëve, kjo bën punë.
Shënojmë me RA nëngjysmëgrupin e shumëzimit të monoidit ([ZFΓA], ·) të përbërë
nga të gjitha ato matrica E me një numër të fundëm elementësh të ndryshëm nga
zero me vetinë shtesë që për çdo a ∈ A, Ea,a 6= z · 1a ku 1a është identiku i a në FΓA
dhe z ∈ Z∗.

Teoremë 5.2.2 Një sistem reduktimi me degëzim të fundëm (A,→) është Nëterian
vetëm kur çdo zinxhir zbritës idealesh kryesorë të djathtë të (RA, ·) përfundon.

Vërtetim. Le të jetë

E(0)∪E(0) ·RA ⊇ E(1)∪E(1) ·RA ⊇ ·· · ⊇ E(n)∪E(n) ·RA ⊇ E(n+1)∪E(n+1) ·RA ⊇ ·· ·

një zinxhir zbritës idealesh kryesorë të djathtë të RA. Për i ∈ N përcaktojmë Q(i) ∈
RA të tillë që

E(i) = E(i−1) ·Q(i). (5.5)

Duke përdorur (5.5), mund të tregohet rekursivisht që për çdo n ∈ N dhe çdo a, b ∈ A
kemi barazimin

E
(n)
a,b =

∑
an∈A

· · ·
∑
a1∈A

E(0)
a,a1
·Q(1)

a1,a2
· · ·Q(n−1)

an−1,an
·Q(n)

an,b
. (5.6)

Nga përkufizimi i RA, secili prej n+ 1 faktorëve të një termi jo-zero të (5.6) përbëhet
nga kombinimet lineare të elementëve përkatës nga HomFΓA(a, a1), HomFΓA(ai, ai+1)
dhe HomFΓA(an, b) me numra të plotë. Në qoftë se marrim një komponent nga secili
prej hom-seteve të mësipërm që merr pjesë në formimin e termave të (5.6) përftojmë
një udhë në ΓA të trajtës

a→ a1 → a2 → · · · → an → b (5.7)

gjatësia e së cilës është n+ 1 meqënëse asnjë nga shigjetat që paraqiten në (5.7) nuk
induktohen nga një morfizëm identik në FΓA. Le të jetë Ei nënbashkësia e A që u
korrespondon rreshtave të E(i) të cilat përmbajnë elementë të ndryshëm nga zero.
Nga (5.5) shihet lehtë që Ei ⊆ E0. Pohojmë se

∀a ∈ E0,∃na ∈ N, e tillë që ∀b ∈ A të kemi E
(na)
a,b = 0.

Vërtet, marrim na si tek Lema 5.2.1. Atëherë, udha (5.7) ka gjatësi na + 1 > na, për
rrjedhojë termat e (5.6) nuk mund të kenë qënë të ndryshëm nga zero. Marrim tani

n = max{na : a ∈ E0}. Nga ajo që pohuam më sipër marrim që E
(n)
a,b = 0 për çdo

a ∈ E0 dhe b ∈ A, atëherë E(n) është matrica zero.
Anasjellas, supozojmë që çdo zinxhir zbritës idealesh kryesorë të djathtë të RA
përfundon dhe supozojmë që ekziston një udhë e pafundme

e1 · e2 · · · en · en+1 · ··
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në ΓA. Përcaktojmë në RA matricat si më poshtë

E(n) = [εa,b] ku εa,b =

{
e1 · · · en nqs a = ι(e1) dhe b = τ(en)

0 përndryshe

Tani është e qartë se E(n+1) ∈ E(n) · RA dhe që E(n) /∈ E(n+1) · RA që tregojnë se
zinxhiri zbritës

E(1) ∪ E(1) ·RA ⊇ · · · ⊇ E(n) ∪ E(n) ·RA ⊇ E(n+1) ∪ E(n+1) ·RA ⊇ · · ·

nuk përfundon, një kontradiktë.

5.3 Sistemet e reduktimit konfluentë

Si më parë le të jetë FΓA një kategori e lirë e përftuar nga grafi i reduktimit që
i shoqërohet sistemit të reduktimit (A,→). Le të jetë A herësi FΓA/ ∼ ku ∼ është
kongruenca e gjeneruar nga të gjitha çiftet (α, β) ku α, β ∈ FΓA(a, b) dhe a, b variojnë
në A. Në këtë mënyrë A bëhet një bashkësi e pre-renditur dhe në këtë rast elementët
e [ZA] kanë një trajtë të thjeshtë: ato janë A×A matricat [αp,q] ku αp,q ∈ Z dhe çdo
rresht dhe kolonë ka një numër të fundëm elementësh të ndryshëm nga zeroja. Në qoftë
se një element αp,q është jo-zero, atëherë q është një rrjedhim i p në sistemin (A,→).
Vërejmë se të thuash që (A,→) është konfluent është njësoj si të thuash që aff A i ka
komponentët e lidhur të filtruar, atëherë në vend që të shohim direkt për konfluencën
e (A,→), duhet të shohim për konditat nën të cilat aff A i ka komponentët e filtruar.
Do të japim një konditë të tillë me anë të [ZA] dhe për këtë qëllim vërejmë së pari
se bashkëngjitjet (5.1) dhe (5.2) në rastin e kategorisë së vogël aditive ZA bëhen

Ab[ZA]
T // AbZA

R, S
oo (5.8)

dhe

Ab[ZA]∗
T ∗ // AbZA

∗

R∗, S∗
oo . (5.9)

Teoremë 5.3.1 Sistemi i reduktimit (A,→) është konfluent vetëm kur S∗∆Z është
një [ZA]∗ modul i sheshtë, ku ∆Z është funktori konstant në Z mbi ZA∗.

Vërtetim. Për çdo G ∈ AbZA∗ , çdo M ∈ Ab[ZA] dhe çdo grup abelian B, ekuivalencat
natyrale të mëposhtme janë të vërteta

Ab(S∗G⊗[ZA]∗ M,B) ' Ab[ZA](M,Ab(S∗G,B))

' Ab[ZA](M,RAb(G,B))

' AbZA(TM,Ab(G,B))

' Ab(G⊗ZA∗ TM,B).

Atëherë nga Lema Yoneda duhet të ekzistojë një ekuivalencë natyrale

S∗G⊗[ZA]∗ M ' G⊗ZA∗ TM. (5.10)
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Në qoftë se tani supozojmë që (A,→) është konfluente, atëherë aff A ka komponentë
të filtruar dhe nga [22] funktori ∆Z është i sheshtë si një ZA∗ modul i djathtë. Ne
duam të tregojmë që S∗∆Z është i sheshtë, domethënë, në qoftë se M → N është
injeksion në Ab[ZA], atëherë morfizmi i induktuar S∗∆Z ⊗[ZA]∗ M → S∗∆Z ⊗[ZA]∗ N
është injeksion në Ab. Për të parë këtë ne mund të përdorim natyralitetin e (5.10)
duke zëvendësuar G me ∆Z dhe duke përftuar kështu diagramin komutativ

S∗∆Z⊗[ZA]∗ M

∼=
��

// S∗∆Z⊗[ZA]∗ N

∼=
��

∆Z⊗ZA∗ TM // ∆Z⊗ZA∗ TN

shigjetat vertikale të së cilës janë izomorfizma dhe shigjeta e fundit është injeksion
meqënëse T ruan injeksionet dhe ∆Z është i sheshtë.
Anasjellas, supozojmë që S∗∆Z është i sheshtë dhe duam të tregojmë që për çdo
injeksion F1 → F2 in AbZA, morfizmi i induktuar ∆Z ⊗ZA∗ F1 → ∆Z ⊗ZA∗ F2 është
injeksion në Ab. Në qoftë se aplikojmë ekuivalencën natyrale (5.3) në rastin kur C =
ZA dhe G = ∆Z, përftojmë katrorin komutativ

S∗∆Z⊗[ZA]∗ SF1

∼=
��

// S∗∆Z⊗[ZA]∗ SF2

∼=
��

∆Z⊗ZA∗ F1
// ∆Z⊗ZA∗ F2

ku shigjetat vertikale janë izomorfizma. Meqënëse S është funktor ekzakt dhe S∗∆Z
është i sheshtë, shigjeta e sipërme është injeksion, atëherë shigjeta e poshtme do të
jetë injeksion gjithashtu gjë që provon sheshtësinë e ∆Z.

5.4 Një diskutim mbi λ-konfluencën e grupeve

Meqënëse karakterizuam konfluencën e një sistemi reduktimi me anë të sheshtësisë
të një moduli të induktuar nga sistemi, atëherë është normale të përdorim këtë ka-
rakterizim për të përftuar informacion mbi konfluencën e ndonj̈sistemi reduktimi në
veçanti. Do të fokusohemi në ato sisteme reduktimi që induktohen nga paraqitjet e
monoidëve që japin grupe me synimin për të gjetur kondita nën të cilat ky sistem
reduktimi është konfluent.
Le të jetë P = 〈x, r〉 një paraqitje monoidi për një grup G dhe le të jenë (Pe,→e)
dhe (Pg,→g) sistemet e reduktimit që u korrespondojnë elementit të njësishëm e dhe
ndonjë g ∈ G, g 6= e. Supozojmë që (Pe,→e) është i plotë, atëherë nga sa thamë
në hyrje, (Pg,→g) do të jetë përfundues. Përcaktojmë Ig bashkësinë e fjalëve të pa
reduktueshme që përfaqësojnë g. Shënojmë me Λ unazën [Z (FΓPe/ ∼)] dhe me Γ
unazën [Z

(
FΓPg/ ∼

)
] ku ∼ është përcaktuar si tek & 5.3. Për g ∈ G shënojmë me

R∗g∆Z, S∗g∆Z modulet nga AbΓ∗ të përcaktuar nga (5.9). Përcaktojmë

εΛ : Λ→ R∗e∆Z
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duke pozuar për çdo matricë α = [αp,q] ∈ Λ,

πpεΛ(α) =
∑
q∈Pe

αp,q

ku πp është projeksioni i p-të. Ky përkufizim ka kuptim meqënëse α ka në çdo rresht
numër të fundëm elementësh jozero. Ai është qartësisht homomorfizëm grupesh dhe
syrjektiv meqënëse për çdo b ∈ R∗e∆Z në qoftë se marrim α ∈ Λ të tillë që αp,p = πp(b)
për çdo p ∈ Pe, dhe αp,q = 0 për p 6= q, atëherë nga përkufizimi i εΛ shohim që
εΛ(α) = b. Për të parë që εΛ është homomorfizëm modulesh të majtë ne duhet të
provojmë që për çdo α, β ∈ Λ dhe çdo p ∈ Pe, πpεΛ(α · β) = πp(α · εΛ(β)). Vërtet,

πpεΛ(α · β) =
∑
s∈Pe

∑
q∈Pe

αp,qβq,s,

dhe
πp(α · εΛ(β)) =

∑
q∈Pe

αp,q
∑
s∈Pe

βq,s,

të cilat janë të barabarta me njëra-tjetrën. Vërejmë që ideali i shtimit IΛ përbëhet
nga ato matrica tek të cilat shuma e elementëve të rreshtave është zero. Në mënyrë të
ngjashme kemi një homomorfizëm me shtim εΓ : Γ→ R∗g∆Z ideali i shtimit të të cilit
IΓ përsëri përbëhet nga ato matrica nga Γ tek të cilat shuma e elementëve të rreshtave
është zero. Për çdo [αp,q] ∈ Λ dhe çdo v ∈ Ig, shënojmë me v · [αp,q] matricën nga Γ
elementët e vetëm të ndryshëm nga zero të së cilës janë ato të trajtës αvp,vq = αp,q sa
herë që αp,q është i ndryshëm nga zero. Për çdo v ∈ Ig përcaktojmë

ϕv : Λ→ Γ të tillë që ϕv(α) = v · α.

Është e lehtë të shihet që ϕv është homomorfizëm unazash. Gjithashtu nga përkufizimi
i ϕv shohim që ϕv(IΛ) ⊆ IΓ prandaj ai është një pasqyrim unazash me shtim dhe për
rrjedhojë ai indukton një homomorfizëm Λ modulesh ψv : R∗e∆Z → R∗g∆Z në qoftë
se konsiderojmë R∗g∆Z si një Λ modul të majtë nëpërmjet ϕv. Siç e përmendëm në
hyrje, ψv indukton një homomorfizëm Γ modulesh të majtë

Ψv : (ϕv)R
∗
e∆Z→ R∗g∆Z

të përcaktuar nga
Ψv(γ ⊗ a) = γ · ψv(a).

Tani duke përdorur faktin që S∗e∆Z dhe S∗g∆Z janë nënmodule përkatësisht të R∗e∆Z
dhe R∗g∆Z, dhe faktit lehtësisht të kontrollueshëm që për çdo v ∈ Ig koordinatat
e vetme të ndryshme nga zero të ψv(a) janë ato të indeksuara nga vu sa herë që
πu(a) 6= 0, mund të shihet që Ψv indukton një homomorfizëm Γ modulesh të majtë

Ψ̃v : (ϕv)S
∗
e∆Z→ S∗g∆Z.

Vërejmë që për v ∈ Ig të ndryshme, modulet (ϕv)S
∗
e∆Z mund të jenë të ndryshëm.

Për koprodukin e tyre ⊕
v∈Ig

(ϕv)S
∗
e∆Z le të jetë

Ψ̃ : ⊕
v∈Ig

(ϕv)S
∗
e∆Z→ S∗g∆Z (5.11)
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homomorfizmi i Γ-moduleve të majtë që induktohet nga vetia universale e koproduk-
teve. Do të tregojmë që Ψ̃ është syrjektiv. Për këtë na duhet vetëm të provojmë që
çdo gjenerator i grupit abelian S∗g∆Z, domethënë çdo d ∈ S∗g∆Z ku πw(d) = 1 për

w ∈ Pg të vetme, është në imazhin e Ψ̃. Le të jetë v ∈ Ig një pasues i pareduktueshëm
i w. Shënojmë me γw matricën nga Γ elementi i ndryshëm nga zero i të cilit është
γww,v = 1 dhe le të jetë cw ∈ ⊕

v∈Ig
(ϕv)S

∗
e∆Z i tillë që πξc

w 6= 0 vetëm kur ξ = v dhe që

πvc
w = γw ⊗ aw ku e vetmja koordinatë e ndryshme nga zero e aw është πλa

w = 1.
Përkufizimi i Ψ̃ implikon që Ψ̃(cw) = Ψ̃v(γ

w ⊗ aw) = d. Me shënimet e vendosura më
sipër do të provojmë pohimin e mëposhtëm.

Pohim 5.4.1 Le të jetë P = 〈x, r〉 paraqitje monoidi i një grupi G i tillë që sistemi
i reduktimit (Pe,→e) është i plotë, atëherë për çdo g ∈ G, (Pg,→g) është konfluent
vetëm kur ekziston v ∈ Ig i tillë që (ϕv)S

∗
e∆Z ∼= S∗g∆Z.

Vërtetim. Në qoftë se (Pg,→g) është konfluent, atëherë Ig ka vetëm një element, le
të themi Ig = {v} dhe në këtë rast (5.11) ka trajtën

Ψ̃ = Ψv : (ϕv)S
∗
e∆Z→ S∗g∆Z.

Do të tregojmë që Ψ̃ është një epimorfizëm i ndashëm Γ modulesh. Për këtë përcaktojmë
për çdo w ∈ Pg familjen e homomorfizmave të grupeve abelianë

θw : Zw → (ϕv)S
∗
e∆Z,

ku Zw është një kopje izomorfe e grupit aditiv Z përcaktuar nga

θw(1) = cw

ku cw = γw ⊗ a; e vetmja koordinatë e ndryshme nga zero e a është πλa = 1 dhe
i vetmi element i ndryshëm nga zero i γw është γww,v = 1. Meqënëse S∗g∆Z si grup
abelian është izomorf me ⊕

w∈Pg
Zw, familja θw jep një homomorfizëm grupesh abelianë

Θ : S∗g∆Z→ (ϕv)S
∗
e∆Z

i tillë që Θuw = θw ku uw është injeksioni përkatës i koproduktit. Është e lehtë të
shihet që Θ është homomorfizëm Γ modulesh. Për të parë që Θ ndahet, le të jetë
d ∈ S∗g∆Z një gjenerator çfarëdo ku πw(d) = 1, atëherë kemi

Ψ̃Θ(d) = Ψ̃Θuw(1)

= Ψ̃(θw(1)) = Ψ̃(cw) = d.

Si rezultat i kësaj marrim shumën e drejtë të Γ moduleve (ϕv)S
∗
e∆Z ∼= S∗g∆Z⊕K ku

K është bërthama e Ψ̃. Por, siç e pamë, çdo gjenerator γw ⊗ a i (ϕv)S
∗
e∆Z është në

imazhin e Θ, për rrjedhojë Θ është syrjektiv, K = 0 dhe (ϕv)S
∗
e∆Z ∼= S∗g∆Z.

Për të anasjellën, meqënëse (Pe,→e) është konfluent, atëherë nga teorema 5.3.1 S∗e∆Z
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është një Λ modul i majtë i sheshtë, prandaj në qoftë se konsiderojmë Γ si një Λ mo-
dul të djathtë nëpërmjet ϕv për v ∈ Ig të dhënë, kemi që TorΛ

p (Γ, S∗e∆Z) = 0 për

çdo p > 0, atëherë nga pohimi 4.1.2 i [20] përftojmë izomorfizmat TorΛ
n(A, S∗e∆Z) '

TorΓ
n(A, (ϕv)S

∗
e∆Z) për çdo n > 0 dhe çdo Γ modul të djathtëA. Meqë TorΛ

n(A, S∗e∆Z) =
0, përftojmë sheshtësinë e Γ modulit të majtë (ϕv)S

∗
e∆Z për rrjedhojë sheshtësinë e

S∗g∆Z. Teorema 5.3.1 implikon që (Pg,→g) është konfluent.
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Bieri-Eckmann, 24

degëzim të fundëm, 71
dimension kohomologjik, 26
dobësisht bi-FPn, 46

e filtruar, 12

fortësisht e filtruar, 12
FP∞, 19, 25
FPn, 19, 25

gjysmëgrupi i simetrive të pjesshme, 61
graf reduktimi, 71

indeks, 39
injeksion, 4

ko-kon, 3
kobërthama, 5
kolimit, 3
kon, 1
konfluent, 71
koprodukt, 4

limit, 1

nënobjekt, 60
Nëterian, 71

pretufë, 59
produkti i drejtë, 1
projeksionet, 2

riparaqitje, 61
ruan kolimitet, 12
ruan limitet, 12

S-modul, 57
S-pretufa, 64
simetri e pjesshme, 60
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