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Deklarate

Kapitulli 1 pérmban njohuri nga Teoria e Kategorive qé kané té béjné kryesisht me
veti té funktoréve té bashkéngjitur dhe zgjerimet e Kanit si edhe disa rezultate té
Algjebrés Homologjike gé lidhen me vetiné homologjike FP,, té moduleve. Pérveg
vértetimeve té pohimeve [1.4.10] dhe [1.4.11] té cilat jané té autores, gjithcka tjetér
mund té gjendet tek [10], [21], [30], [42], [45] dhe [47].

Rezultatet origjinale té autores ndodhen tek kapitujt 2,3,4 dhe 5 pérveg ku je-
pen njohuri hyrése nga pretufat dhe riparaqitjet e gjysmégrupeve inversivé me anén
e simetrive té pjesshme té njé pretufe dhe qé gjenden tek [39] dhe [55], si edhe té
ku pérshkruhen disa rezultate té Mitchell tek [50] qé kané té béjné me unazén e
incidencés sé njé sistemi reduktimi dhe njé rezultat i Isbell nga [22] pér ekzaktésiné e
funktorit kolimit. Gjithashtu né kété paragraf gjenden pa vértetim disa pohime té [20]
gé nevojiten né vértetimin e pohimeve té kapitullit.
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Abstrakt: Né kapitullin e dyté ne provojmé se njé monoid inversiv S éshté i tipit FPy, vetém kur
pérmban njé idempotent minimal dhe kur grupi i imazhit maksimal té S-sé éshté po ashiu i tipit
FP,. Lidhur me konditén bi-FP.,, ne provojmé ndér té tjera se nése njé monoid i Klifordit éshtée
i tipit bi-FP, atéheré ai pérmban njé numér té fundém idempotentésh dhe grupi i imazhit té tij
maksimal éshté po ashtu i tipit bi-FPs,. Gjithashtu provojmé se nése njé monoid S pérmban njé ideal
plotésisht té thjeshté I me njésh, atéheré S éshité i tipit bi-FPy, vetém né qofté se I dhe filteri S\ I
jané té tipit bi-FP.,. Ky pohim tregon se kondita bi-FP., éshté mé e natyrshme se ajo FP... Né ka-
pitujt e treté dhe té katért ne studiojmé dy kategori té vecanta qé i shogérohen njé monoidi inversiv
S, kategoriné e pjestimit D(S) dhe até té S-pretufave. Lidhur me to, ne tregojmé se S-pretufat jané
izomorfe me AbPS) quke marré si rrjedhim i késaj ekzistencén e mjé izomorfizmi midis grupeve té
kohomologjisé sipas Lausch t€ S dhe atyre sipas Renault. Gjithashtu vértetojmé se pér rastin kur S
ka njé numér té fundém idempotentésh, ka vend njé analoge e kriterit Bieri-Eckmann pér funktorét
nga kategoria AbP) gjé qé na lejon té gjejmé njé lidhje midis kondités FPo pér D(S) me até
pér S-né. Né kapitullin e pesté ne japim njé karakterizim algjebrik pér njé sistem reduktimi (A, —)
qé té jeté Noterian né terma té unazés sé incidencés [ZA] té sistemit si dhe njé tjetér karakterizim
algjebrik pér njé sistem reduktimi q€ té jeté konfluent né terma té sheshtésisé sé njé moduli gé lind
nga sistems.

Fjalé kyce: Monoid inversiv, ideal, grup i imazhit maksimal, grupet e kohomologjisé, kondita funds-
hmérie FP,, kriteri Bieri-Eckmann, pretufa, sistem reduktimi, konfluencé, Noterian.

Abstract: In the second chapter we prove that an inverse monoid S is of type FPy if and only if it
contains a minimal idempotent and the mazximum group image of S is again of type FP,.. Regarding
the condition bi-FP.,, we prove among other things that if a Clifford monoid is of type bi-FP,
then it contains finitely many idempotents and its mazximum group image is of type bi-FP.,. Also we
prove that if a monoid S contains a completely prime ideal I which has a unit element, then S is of
type bi-FPs if and only if I and the corresponding filter S\ I are both of type bi-FP,. This makes
bi-FP, condition a more natural finiteness condition than FP.,. In the third and fourth chapters
we study two particular categories associated to an inverse monoid S, the division category D(S)
and that of S-presheaves. Related to these categories we prove that S-presheaves are isomorphic to
AbPS) and obtain as a corollary of this the existence of an isomorphism between the cohomology
groups after Lausch of S and those of Renault. We also prove that when S has finitely many idem-
potents, an analogue of the Bieri-Eckmann criteria for functors from AbPS) holds true, and use
this to relate the condition FP., for D(S) to that of S. In the fifth chapter we give an algebraic
characterization for a reduction system (A, —) to be Noetherian in terms of its incidence ring [Z.A|
and another algebraic characterization for a reduction system to be confluent in terms of the flatness
of the a module arising from the system.

Key words: Inverse monoid, ideal, maximal group image, cohomology groups, finiteness condition

FP,, Bieri-Eckmann criteria, presheaves, reduction system, confluent, Noetherian.
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Hyrje

Qéllimi i késaj teze éshté té hedhé mé tej drité mbi kohomologjiné e disa sisteme-
ve algjebriké té veganté si¢ jané monoidét né peérgjithési apo monoidét inversivé né
vecanti, si edhe té sistemeve té reduktimit me anén e té cilave paraqiten monoidét.
Tri jané drejtimet né té cilat jemi pérgéndruar.

Drejtimi i paré: Studimi i konditave té tipit F'P, pér monoidét inversivé. Sé pa-
ri kujtojmé se njé monoid S (jo domosdoshmérisht inversiv) do té quhet i tipit
majtas-FP, (n > 0) né qofté se ekziston njé rezolucion projektiv i tipit té fundém
P,—-P,1—-— Py—Z— 0né ZS-Mod. S do té quhet i tipit majtas-FP., né
qofté se éshté i tipit majtas-FP,, pér ¢do n > 0. Duali i kétij pérkufizimi pér konditén
djathtas-FP,, do té kérkonte ekzistencén e njé rezolucioni té ngjashém né Mod-ZS.
Né fakt, si¢ éshté treguar tek [16], kéto dy nocione pérputhen pér monoidét inversivé,
késhtu gé sa heré gé themi FP,, pér ta, do té nénkuptojmé majtas-FP,,, perveg rasteve
té veganta né té cilat do té vihet paraprakisht né dukje se me ¢faré modulesh jemi
duke u marré. Kondita FP,, pér monoidét inversivé éshté pérgjithésim i té qénit té
tyre me pérftim té fundém pasi éshté treguar tek |32 se té génit FP; té njé monoidi
inversiv S éshté ekuivalente me té génit e S-sé me pérftim té fundém. Interesi kryesor
né studimin e monidéve FP,, géndron né faktin qé té génit FP,, éshté rrjedhim i faktit
gé monoidi jepet nga njé sistem reduktimi konfluent dhe pérfundues. Ndonése dy ve-
tité e fundit nuk jané ekuivalente me até FP,,, shpresohet nga kérkuesit né kété fushé
gé kjo e fundit sé bashku me ndonjé veti po té natyrés homologjike té ekuivalento-
het me dy vetité e sipérpérmendura gjé qé do té pérbénte njé arritje té réndésishme
né kété fushé. Duhet theksuar se studimi i vetive homologjike té monoidéve éshté
shumé meé i véshtiré se ai i grupeve ndaj do té ishte e arsyeshme qé problemi i stu-
dimit té kohomologjisé sé njé monoidi té sillej né até té studimit té kohomologjisé
sé ndonjé grupi apo familje grupesh gé i shogérohen atij monoidi. Pér heré té paré
njé pérqasje e tillé éshté adaptuar nga Gray dhe Pride tek [15] té cilét tregojné qé
njé monoid i Klifordit S éshté i tipit F'P, vetém kur S pérmban njé idempotent
minimal e dhe néngrupi maksimal i S gé pérmban e éshté i tipit F'P,. Pér klasén
me teé gjére teé gjysmegrupeve inversive, ata tregojn€ nén supozimin gé gjysmegrupi
pérmban njé idempotent minimal, qé éshté i tipit F'P, vetém kur néngrupi i tij mak-
simal qé pérmban kété idempotent éshté i té njéjtit tip. Ideja joné pér té studiuar
kohomologjiné e monoidéve inversivé népérmjet grupeve éshté paksa e ndryshme nga
ajo e [15]. Né vend té H-klasave té Grinit té monoidit inversiv S, ne konsiderojmé
grupin G té imazhit maksimal té S-sé qé me pérkufizim éshté S/o ku o éshté kon-
gruenca né S e pérbéré nga ciftet (s,t) té tilla qé ekziston njé idempotent e € S i



tillé qé se = te. Lidhur me kété ne kemi treguar né teoremén se S éshté i tipit
F P, atéheré dhe vetém atéheré kur S pérmban njé idempotent minimal dhe G éshté
1 tipit F'P,,. Aparati qé pérdorim pér vértetimin e teoremés éshté disi i sofistikuar dhe

ABZS ku J éshté i

shfytézon ekzistencén e njé bashkéngjitje funktorésh Ab*¢

J
bashkéngjitur i majté i J*. Kjo sé bashku me disa fakte té tjera qé lidhen me natyrén

e monoidit, na mundéson té vértetojmé né teoremeén [2.2.2) ekzistencén e izomorfizmit
Eaxty (Z, M) = Ext}4(Z,J*M). Ky izomorfizém éshté pérdorur mé tej sé bashku me
kriterin Bieri-Eckmann pér konditén FP ., pér té pérfunduar vértetimin. Vémendje té
vecanté 1 éshté kushtuar dhe dimensionit kohomologjik té njé monoidi inversiv. Eshté
treguar né pohimin [2.2.3| se sa heré njé monoid inversiv S pérmban njé idempotent
minimal, dimensioni i tiy kohomologyik pérputhet me ate te grupit té imazhit maksimal
té tiy. Interesant éshté edhe rrjedhimi [2.2.4] i ketij pohimi i cili pohon se dimension:
kohomologjik i njé monoidi té liré té€ Klifordit éshté njé. Ky rezultat éshté i ngjashém
me até té teoremés 4.5 tek [13] dhe tregon qé monoidét e liré té Klifordit jané mi-
dis kandidatéve té tjeré pér té provuar njé analoge té teoremés sé Stalling-Swan pér
gjysmégrupet inversivé me ané té kohomologjisé sé Eilenberg-Mac Lane. Kujtojmeé
gé teorema Stalling-Swan pohon se njé grup e ka dimensionin e kohomologjisé njé
vetém kur ai éshté i liré. Pérqasja joné e studimit té monoidéve inversivé me anén
e grupit té vet té imazhit maksimal na ¢oi né futjen e njé koncepti té ri té indeksit
pér gjysmégrupet inversivé té ndryshém nga indeksi i Grinit i diskutuar psh tek [12]
dhe [14]. Konkrektisht, themi se njé néngjysmégrup i ploté H i njé monoidi inversiv
S éshté me indeks té fundém né S né qofté se grupi i imazhit maksimal té H ka indeks
té fundéeém né grupin e imazhit maksimal té S. Duket se ky pérkufizim éshté adekuat
pasi duke pérdorur rezultatin e teoremés [2.3.1 ne vértetojmé né pohimin se né
qofté se S éshté njé monoid inversiv dhe H njé néngjysmegrup me indeks té fundeém
né S, ateheré S éshté i tipit F Py, vetém kur H éshté ¢ té njéjtit tip, pohim i cili ka
analogun e vet né kohomologjiné e grupeve.

Meé tej ne shqyrtojmé konditén bi-FP, pér monoidét e Klifordit té cilét jané mo-
noidé inversivé idempotentét e té ciléve jané géndroré. Kujtojmé qé njé monoid S
éshté i tipit bi-FP,, (n > 0) kur ekziston njé rezolucion projektiv i tipit té fundém
P,—>P, 1 — - —> P —7ZS5 — 0 né Z5°-Mod ku ZS¢ éshté shénimi i shkurtuar
pér algjebrén mbéshtjellése ZS ®z ZSPP té unazés monoidale ZS. Sikurse mé paré, S
do té quhet i tipit bi-FP., kur éshté bi-FP,, pér ¢do n > 0. Kjo kondité fundshmérie
éshté futur pér heré té paré nga Otto dhe Kobayashi tek [45] ku mes té tjerash éshté
treguar se bi-FP,, sjell majtas/djathtas-FP,. Ndérkaq, Kobayshi ka dhéné tek [32]
shembullin e njé monoidi i cili éshté i tipit majtas dhe djathtas-FP., por qé nuk éshté
bi-FP . Ky éshté monoidi L = {1,c¢i, ..., ¢y, ...}, me njésh 1 ku ¢; - ¢; = Cmingi,j} PET
¢do 4,5 € N. Lidhur me kété kondité ne tregojmé né teoremén [2.4.3| se né qofté se
S éshté njé monoid i Klifordit 1 tipit bi-FP,, atéheré ai pérmban numér té fundém
tdempotentésh dhe grupi i vet i imazhit maksimal G éshté 1 tipit bi-FP,,. Ndérkaq
mbetet problem i hapur vértetimi i té anasjellés. Megjithaté, né rastin e zinxhiréve té
grupeve, dmth té monoidéve inversivé semilatisa e té ciléve formon njé zinxhir, kemi
rrjedhimin [2.6.4] i cili pohon se njé zinzhir grupesh S éshté i tipit bi-FP., vetém kur
|E| < 0o dhe pér ¢do e € E, H-klasa e Grinit H, éshté e tipit bi-FPy. Duhet thek-
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suar se ky rezultat éshté rrjedhim i njé pohimi mé té pérgjithshém, atij té teoremés
2.6.3| qé pohon se né qofté se S éshté njé monoid, I # S njé ideal plotésisht i thjeshté
me njésh dhe N filteri korrespondues, atéheré S éshté i tipit bi-FP.,, vetém kur I
dhe N jané té tipit bi-FP.. Pérveg rrjedhojés sé mésipérme, ky pohim tregon edhe se
kondita bi-FP,, éshté mé e natyrshme se ajo FP.,. Po e shpjegojmé mé poshté kéte
gjé. Pohimi 3.1 i [33] tregon se né qofté se njé monoid S ka zero, atéheré ai éshté i
tipit majtas dhe djathtas-FP.,. Njé konsekuencé e pakéndshme e késaj éshté se nése
njé monoidi M pa zero i cili nuk éshté i tipit majtas apo djathtas-FP.., i shtojmeé
artificialisht njé element zero, pérftojmé njé monoid té ri S i cili do té jeté me pat-
jetér majtas dhe djathtas-FP,. Teorema joné né fakt tregon se kjo anomali nuk
ndodh me konditén bi-FP,, pasi nése njé monoidi M pa zero jo té tipit bi-FP., i
shtojmé njé zero, formohet njé monoid S qé ka si ideal plotésisht té thjeshté me njésh
zeron e shtuar dhe pér filtér ka M. Eshté e garté nga teorema se S s'mund té jeté
bi-FP, pasi M nuk éshteé i tille.

Njé tjetér kondité homologjike pér monoidét éshté ajo dobésisht-bi-FP,,. Njé monoid
S do té quhet i tipit dobésisht-bi-FP,, (n > 0) kur ekziston njé rezolucion projektiv
i tipit té fundém P, — P, 1 — --- — Py = Z — 0 né ZS°-Mod. Monoidi S do té
quhet i tipit dobésisht-bi-FP ., kur éshté dobésisht-bi-FP,, pér ¢do n > 0. Kjo kondité
éshté futur nga Alonso dhe Hermiller tek [2] dhe éshté treguar nga Pride tek [57]
se té génit e S dobésisht-bi-FP, éshté ekuivalente me té génit njéherazi majtas dhe
djathtas-FP,,. Né teoremén [2.5.1] ne vértetojmé se né qofté se S éshté njé gjysmégrup
dhe L nje ideal me njésh 1 S-sé, atéheré S éshté e tipit dobésisht bi-FP., vetém kur
L éshté i po atij tipi. Ky rezultat ka si analog té vetin teoremén 3 té [15] e cila
formulohet si teorema joné por qé ka né formulim konditén majtas FP, né vend té
asaj dobésisht bi-FP,,. Theksojmé se né vértetimin e teoremeés si edhe té asaj
éshté pérdorur njé rezultat themelor i Adams dhe Rieffel tek [1]. Né njé situaté
té ngjashme me tonén, Adams dhe Rieffel gjejné njé izomorfizém midis grupeve té
kohomologjive té gjysmégrupit dhe idealit té tij, i cili sé bashku me kriterin Bieri-
Eckmann na mundéson vértetimin e rezultateve tona. Njé rrjedhim pér monoidét e
Klifordit éshté ai[2.5.3]1 cili pohon se njé monoid S i Klifordit éshté i tipit dobésisht
bi-FP., vetém kur pérmban njé idempotent minimal € dhe H-klasa e Grinit H. éshté
e tipit dobésisht bi-FP,.

Drejtimi i dyté. Studimi i kohomologjisé sé strukturave qé i shogérohen njé mo-
noidi inversiv. Peér té ndjekur kété drejtim kemi pasur njé motivim kryesor. Krahas
kohomologjisé s€ Eilenberg-MacLane-it g€ ne kemi marre né konsideraté ne kété teze,
ekzistojné edhe dy lloje té tjera kohomologjish, ajo sipas Lausch dhe Loganathan, dhe
ajo sipas Renault. Nuk do té ndalemi kétu pér té pérshkruar hollésisht secilén pasi kjo
do té béhet né kapitujt pérkatés, por do té tregojmeé se né cilat kategori i kané koefi-
cientét kéto kohomologji me géllim qé ti japim kuptim rezultateve tona té kapitujve
3 dhe 4. Sé pari, kohomologjia sipas Lausch dhe Loganathan e njé monoidi inversiv
S éshté pércaktuar né kategoriné funktoriale AbP®) ku D(S) éshté kategoria qé ka
pér objekte idempotentét e S dhe morfizmat e — f jané treshet (e, x, z’) ku «’ éshté i
anasjelli i x dhe e > xa', 2’x = f. Grupet né fjalé té kohomologjisé jepen nga barazi-
met H"(D(5), A) = Extlp g (AZ, A) pér ¢do n > 0 dhe ¢do A € AbP®) Loganathan
provoi né [43], pohimi 3.6 qé pér ¢do G-modul né sensin e zakonshém ka njé izomor-
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fizém kanonik H"(G,A) = H"(D(S), D(m)*A), ku D(m)* : Mod(G) — Mod(D(S))
éshté funktori i induktuar nga projeksioni natyral = : S — G. Fakti qé ky rezultat
éshté analog me rezultatin toné té teoremeés [2.2.2) na shtyu natyrshém té shohim se
si lidhen konditat FP,, pér D(S) dhe S me njéra-tjetrén. Kujtojmé nga |17] se njé
kategori ® do té quhet e tipit FP,, né qofté se ekziston njé rezolucion projektiv i tipit
té fundém P, — P,_1 — - — Py — AZ — 0 né Ab® ku AZ éshté funktori konstant
né 7Z. Si fillim vértetuam né teoremén kriterin Bieri-Eckmann pér njé kategori té
vogeél aditive ® me njé numér té fundém objektesh qé éshté: né qofté se D éshté njé
kategori e vogél aditive me njé numér té fundém objektesh, M njé ®-modul dhe n > 0,
atéheré pohimet e méposhtme jané ekuivalente: (i) Exts (M, o) éshté i vazhdueshém né
zero pér ¢do k < n; (ii) M éshté i tipit FP,. Duke pérdorur kété kriter, izomorfizmin
e pohimit 3.6 té [43] dhe teoremén vértetuam pohimin m gé pohon se né
qofté se S €éshté mjé monoid inversiv me njé numér té fundém idempotentésh i tillé
q€ kategoria e pjestimit D(S) éshté e tipit FP,, pér ndonjé n > 0, atéheré monoidi S
éshté i té myéjtit tip. Mbeten té hapura dy probleme. Sé pari, a mund té higet doré
nga kufizimi pér té pasur njé numeér té fundém idempotentésh? Vérejmeé se ky kusht
pérdoret né vértetimin e lemés qé i paraprin vértetimit te kriterit. Sé dyti, a ka
vend i anasjelli i pohimit Né fakt ky éshté pjesé i njé problemi mé té madh té
hapur, atij té krahasimit direkt té dy kohomologjive, asaj té Eilenberg-MacLane me
kohomologjiné e Lausch-Loganathan.

Kapitulli i katért i kushtohet krahasimit té kohomologjisé sé Renault dhe asaj té
Lausch-Loganathan. Sikurse e thameé, koeficientét né pércaktimin e kohomologjisé sé
Lausch-Loganathan jané D(S)-module kurse ato té pércaktimit té kohomologjisé si-
pas Renault jané S-pretufat e cila éshté kategoria qé ka pér objekte riparaqitjet e
S me ané té simetrive té pjesshme té pretufave té grupeve abeliané mbi F(S) dhe
morfizmat ndérmjet dy riparagitjeve o : S — T(X) dhe 8 : S — T(Y) jané morfiz-
ma S-modulesh 7 : X — Y ndérmjet S-moduleve korrespondues té tillé qé Vs € S,
T(a(s)(x)) = B(s)(7(x)). Ideja pér té krahasuar dy kohomologjité merr shtysé nga
teoremat 1.1 dhe 1.2 té [35] té cilat sigurojné se ka vetém njé funktor kohomologjie
me burim njé kategori abeliane dhe me fund Ab. Né kéto kushte, po té tregojmeé
se S-pretufat éshté izomorfe me Ab”") kemi mbaruar puné. Kjo arrihet né dy eta-
pa. Sé pari tregohet né teoremén se S-pretufat éshté izomorfe me Ab” ) ku
P(S) herési i P(5) sipas kongruencés mbi hom-setet e P(S) té gjeneruar nga ciftet
(e,8) ~ (e, es) dhe (e, e) ~ id, dhe P(S) éshté kategoria qé ka si objekte idempotentét
E té S dhe morfizmat e — f jané gifte (e,s) € E x S té tilla q¢ f = s 'es, ndérsa
kompozimi jepet nga (s 'es,t)(e,s) = (e, st). Sé dyti, tregohet né pohimin se
P(S) = D(S) dhe kjo sé bashku me teoremat 1.1 dhe 1.2 té [35] sjellin rezultatin
e rrjedhimit gé pohon se grupet e kohomologjisé té njé gjysmeégrupi inversiv té
pércaktuara nga Lausch jané izomorfe me ato té pércaktuara nga Renault.

Drejtimi i treté. Interpretimi algjebrik © nocionit té konfluencés dhe njé diskutim pér
A-konfluencén né grupe. Konfluenca éshté njé nocion bazé dhe shumeé i réndésishém
né teoriné e sistemeve té reduktimit. Nga pikpamja e algjebristit, do té ishte e
déshirueshme té gjendeshin kushte té nevojshme dhe té mjaftueshme (mundésisht
té natyrés algjebrike) nén té cilat njé monoid jepet nga njé sistem reduktimi konflu-
ent. Dihet se sa heré njé monoid jepet nga njé paraqitje e fundme sistemi i reduktimit
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té sé cilés éshté konfluent dhe pérfundues, atéheré monoidi éshté i tipit bi-FP., fakt
ky i vértetuar nga Kobayashi tek |31] dhe Pasku tek [53]. Fatkeqésisht e anasjella nuk
éshte e verteté megjithése pérpjektjet vazhdojné ende pér té kuptuar se né ¢’'ményre
té génit konfluente e paraqitjes sé njé monoidi influencon vetité algjebrike té mo-
noidit. Né kapitullin e pesté ne kemi ndérmarré njé hap fillestar né kété pérpjektje
duke u munduar té shprehim algjebrikisht nocionin e konfluencés me géllim gé ta
pérdorim mé tej kété interpretim pér té diskutuar né terma algjebriké problemin e
A-konfluencén né grupe. Pér tja arritur késaj, kemi pérdorur disa rezultate té Mit-
chell dhe Isbell tek [50] dhe [22] qé kané té béjné me vetité homologjike té unazés sé
incidencés sé njé kategorie té vogél aditive si dhe me ekzaktésiné e funktorit kolimit.
Po shpjegojmé sé pari se ¢faré éshté unaza e incidencés e njé kategorie aditive. Sa
heré éshté dhéné njé kategori e vogél aditive C ndértojmé njé unazé unitare [C] bas-
hkésia korresponduese e té cilés éshté bashkésia e |C| x |C| matricave té trajtés oy, ]
ku a,, € C(p,q) dhe ¢do rresht dhe koloné ka njé numér té fundém elementésh té
ndryshém nga zero. Veprimet e mbledhjes dhe té shumézimit né [C] pércaktohen duke
pérdorur mbledhjen dhe kompozimin né C né kété ményré: [a, o] +[Bpq] = [pq + Bp.q]

dhe [apq] - [Bog) = [Vap) KU Yap = D @are - Bep. Eshté treguar né teoremat 7.1 dhe
c€|C]
7.1* t&é [50] qé kategoria e moduleve té djathté Abl°! lidhet me kategoriné e funktoréve

<T_SAbC ku R dhe S

)

kovarianté aditivé AW me ané té funktoréve ekzakté AblC!

jané pérkatésisht té bashkéngjitur té djathté dhe té majté pér T'. Ngjashmeérisht, pér
——— AI¢" . Duke
R*, S*

pérdorur bashkéngjitjet e mésipérme, éshté treguar qé pér cdo F' € Ab¢ dhe G € AbC”
ekziston njé ekuivalencé natyrale S*G ®jo SF ~ G ®c- F'. Nga ana tjetér, né arti-
kullin [22] té Isbell dhe Mitchell éshté provuar qé kategorité C pér té cilat funktori
kolimit Lime : Ab¢ — Ab éshté ekzakt, jané pikérisht ato kategori afinizimi i té cilave
aff C ka komponenté té filtruar. Té gjitha sa thameé ne i sjellim sé toku pér té karak-
terizuar algjebrikisht konfluencén né ményrén e méposhtme. Pér njé sistem reduktimi
(A, —) té dhéné shénojmé me FT' 4 kategoriné e liré té pérftuar nga grafi i reduktimit
['4 i sistemit dhe me A herésin FT'4/ ~ ku ~ éshté kongruenca e gjeneruar nga té
gjitha ¢iftet (o, 8) ku a, B € FT 4(a,b) dhe a,b variojné né A. Vérejmé se té thuash
qé (A, —) éshté konfluent éshté njésoj si té thuash qé aff A i ka komponentét e lidhur
té filtruar, atéheré né vend qé té shohim direkt pér konfluencén e (A, —), duhet té
shohim pér konditat nén té cilat aff A i ka komponentét e filtruar. Duke pérdorur
bashkéngjitjet e gjetura nga Mitchell né rastin e kategorive Ab* dhe AbM si edhe
ekuivalencén natyrale gé rrjedh prej tyre, kemi mundur té vértetojmé né teoremén
5.3.1]se ngé sistem reduktimi (A, —) éshté konfluent vetém kur S*AZ éshté njé [Z.A]*
modul i sheshté, ku AZ éshté funktori konstant né Z mbi ZA*.

Njé problem i cili ka térhequr vémendje vitet e fundit éshté ai i A-konfluencés né
grupet dhe qé shtrohet si mé poshté. Le té jeté P = (x,r) njé paraqitje monoidi pér
njé grup G dhe le té jeté (P,, —,) sistemi e reduktimit qé i korrespondon elementit
g € G. Shtrohet pyetja, nése sistemi (P,, —.) éshté konfluent, a éshté i tillé edhe ai
(Py, —4) pér ¢do g € G7 Ne nuk kemi qéné né gjendje ta vértetojmé apo ta hedhim

rastin kontravariant ekzistojné ciftet e té bashkéngjiturve Abll"
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poshté kété hamendje, por duke pérdorur rezultatin e teoremés [5.3.1], kemi gjetur se
pér ¢’kusht té nevojshém dhe té mjaftueshém té natyrés homologjike ndodh kjo né
rastin kur (P.,—.) éshté konfluent dhe pérfundues. Konkretisht, né pohimin [5.4.1]
kemi vértetuar se po té jeté P = (x,r) njé paragitje monoidi e njé grupi G e tillé qé
sistemi 1 reduktimit (P., —.) €shté i ploté, atéheré pér ¢do g € G, (Py, —,) €shté kon-
fluent vetém kur ekziston v € L, i tille q€ (,,)S; AZ = S;AZ ku me I, kemi shénuar
te gjithe te pareduktueshmit e sistemit P,. Né kété meényré veértetimi i konfluencés
kthehet né vértetimit té njé izomorfizmi.

Meqénése njé pjesé e miré e tezés pérdor limitet, kolimitet, funktorét e bashkéngjitur,
zgjerimet e Kanit si dhe ¢éshtje té Algjebrés Homologjike qé lidhen me to si¢ jané kon-
ditat FP,, dhe kriteri Bieri-Eckmann, funktori i ndryshimit té unazés dhe dimensioni
kohomologjik, ne vendosém qé té kemi njé kapitull hyrés té zgjeruar ku té pérfshijmé
té gjitha kéto né ményre sa mé té ploté me géllim gé leximi i pjesés tjetér té tezeés te
jeté sa meé i kuptueshém.



Kapitulli 1

Njohuri hyrese

1.1 Limitet dhe kolimitet e funktoreve

Le té jené dhéné J dhe C dy kategori dhe F' : J — C njé funktor kovariant. Pér
¢do objekt L € C té fiksuar, shénojmé me L; : J — C funktorin konstant né L,
domethéné qé Ls(j) = L pér ¢do j € J dhe qé Ls(«) = 11 pér ¢do shigjeté «
té J-sé. Me pérkufizim c¢do transformim natyral i L; né F' do té quhet kon nga
objekti (kulmi) L tek baza F. Né qofté se C' éshté njé tjetér objekt i fiksuar i C dhe
f : C — L, atéheré morfizmi f indukton njé transformim natyral f; : C7 — L.
Familja pérkatése e shigjetave qé pércakton kété transformim do té pérbéhet nga
vetém njé e tille, pikérisht shigjeta f.

Pérkufizim 1.1.1 Do té quajmé limit té funktorit F' ¢iftin (L, \) ku L € C dhe
A Ly — F éshté njé transformim natyral i quajtur kon limit qé kénaq vetiné
universale té méposhtme: pér ¢do transformim natyral (kon) £ : C; — F, ekziston
vetém njé morfizém f : C' — L i tillé qé & = Afs. Zakonisht objekti L shénohet me
simbolin Lim(F).

Pohim 1.1.2 Né qofté se funktori F : J — C ka limit ¢iftin (L, \), atéheré L éshté
untk me aférsiné e izomorfizmit.

Vértetim. Vértetimi bazohet né vetiné universale té limitit. Né qofté se (L', \)
éshté njé tjetér limit pér F', atéheré ekziston shigjeta f : L' — L e tillé qé¢ X' = \f.
Po té zbatojmé edhe njéheré vetiné universale té L’ lidhur me L, gjendet shigjeta
g: L — L' etille g¢ A = Ng. Nga dy barazimet e fundit marrim X\ = XNgf dhe nga
vetia universale e L' lidhur me vetveten kemi qé gf = 17,. Né ményré té ngjashme
mund té pérftohet barazimi fg = 1, gé tregon se objektet L dhe L’ jané izomorfe. m

Shémbull 1.1.3 Le té jeté J njé kategori diskrete, domethéné qé perveg objekteve
dhe morfizmave njésha tek ¢do objekt, nuk ka morfizma té tjeré. Do té tregojmé se
ekziston limiti i ¢do funktori F': J — R-Mod dhe se giim(F) = ] F (7). Sé pari éshté
eJ
e qarté qé projeksionet m; : [[ F'(i) — F(7) luajné rolin e njé transfomimi natyral nga
ieJ



(H F(z)) tek F. Né qofté se £ : Ay — F éshté njé transformim natyral, ky mund
ieJ
té identifikohet me njé familje morfizmash & : A — F(i) pér ¢do i € J. Pércaktojmé
tani pasqyrimin f: A — [[ F (i) té tille qé pér ¢do a € A, f(a) = (&(a))ses. Shihet
SV
se mf = & pasi pér ¢do i € J, kemi ¢é &(a) = m;(f(a)). Nga ana tjetér mund té
shihet lehtésisht se pasqyrimi f i pércaktuar mé lart éshté i vetmi qé kénaq barazimin
nf = & rrjedhimisht ¢ifti ([] £(¢), m;) éshté limiti i kérkuar.
ieJ
Mund té ndértohen shembuj té ngjashém me té mésipérmin, psh. né Set ekziston
limiti i njé funktori F' me fillim njé kategori diskrete J dhe éshté pikérisht produkti
i drejté [] F (7). Kéta shembuj dhe té tjeré té ngjashém me ta na motivojné té futim
ieJ
njé kuptim té ri. Né qofté se {C;|i € J} éshté njé familje objektesh né njé kategori C,
atéheré produkt té C;-ve né C do té quajmeé limitin, né qofté se ekziston, té funktorit
F:J — C qgé ¢do objekti ¢ té kategorisé diskrete J i lidh objektin C; té familjes né
shqyrtim. Pra produktet jané rast i vecanté i limiteve. Vecantia géndron né faktin se
kategoria J éshté diskrete. (Qé té mos krijohet pérshtypja se limitet ekzistojné vetém
kur J éshté diskrete kemi sjellé pohimin e méposhtém.

Pohim 1.1.4 Le té jeté J njé kategori ¢farédo dhe F : J — R-Mod njé funktor
kovariant. Ekziston M(F)

Vértetim. Shénojmé me P = [] F'(i) dhe si zakonisht me m; : P — F(i) projeksionet
ieJ
pérkatés. Le té jeté tani

L ={(zi)ies € P; F(a)(x;) = x; pér ¢do shigjeté o : i — j},

dhe shénojmé me \; = m;|L pér ¢do i € J. Duke pasur parasysh faktin qé F'(«) éshté
homomorfizém, mund té tregohet lehté se L éshté nénmodul i P dhe pér mé tepér ¢do
A; éshté homomorfizém. Né qofté se tani € : Ay — F' éshté njé transformim natyral,
atéheré ¢do & éshté njé homomorfizém dhe f : A — L i tillé qé f(a) = (&(a))ies
éshté homomorfizém dhe i vetmi i tillé qé A; o f = & qé tregon se ¢ifti (L, \) éshté
limit i F' né R-Mod. m

Kategorité pér té cilat ekziston né to limiti i ¢do funktori kovariant do té quhen
té plota. Porsa pamé se R-Mod éshté kategori e ploté. Né qofté se A éshté njé ka-
tegori e ploté dhe J njé kategori cfarédo, atéheré mund té ndértohet funktori limit
@n AT = A tille qé F o M(F ) ndérsa pércaktimi mbi shigjetat béhet duke
pasur parasysh vetiné universale té limitit. Né qofté se J dhe C jané dy kategori,
mund té ndértohet i ashtéquajturi funktor diagonal A : C — C7 i cili ¢do objekti
c € C i lidh funktorin A(c) = ¢z : J — C qé éshté funktori konstant né objektin
c. Né qofté se f : ¢ — ¢ éshté shigjeté né C, atéheré A(f) : A(c) — A(c) éshté
transformimi natyral qé pérbéhet vetém nga komponentja f : ¢ — ¢ né C. Lidhur me
dy funktorét e porsa pércaktuar, né rastin kur si A merret R-Mod, ka vend pohimi
i méposhtéem.



Pohim 1.1.5 Funktorét Lim dhe R-Mod’ (Zy,e) : R-Mod” — R-Mod jané na-
tyralisht izomorfeé.

Vértetim. Pér ¢do F € R-Mod” ndértojmé pasqyrimin
¥ : R-Mod”(Zg, F) — Lim(F) t& tillé q& 7+t

ku ¢ pércaktohet si mé poshté. Meqé Z s éshté funktori konstant me vleré 7Z, atéheré
duke ¢éné se Z éshté grup i liré abelian, dhénia e familjes {7(i)|i € J} qé pércakton
transformimin 7, éshté e njéjté me caktimin pér ¢do ¢ € J té njé elementi 7;(1) tek
cdo F(i) té tillé qé pér ¢do shigjeté a;; : i — j né J té kemi F(a;;)(7(1)) = 7;(1).
Por si¢ u pa tek pohimi [I.1.4] ky pércaktim nuk jep gjé tjetér vegse njé element té
M(F ). Eshté triviale qé ¥ éshté homomorfizém grupesh dhe injektiv. Syrjektiviteti
po ashtu béhet i qarté po té zbatohet njé proces i anasjellé. Natyraliteti né F' tregohet
lehtésisht po té kihet parasysh vetia universale e limitit. m

Po japim tani njé shembull mé ekzotik se té méparshmit i cili do té pérdoret né
kapitullin e dyteé.

Shémbull 1.1.6 (Monomorfizmat si limite) Cdo monomorfizém né kategoriné
R-Mod éshté limit i njé funktori. Le té jeté ¢ : A — B njé monomorfizém. Shénojmeé
me v : B — B/i(A) epimorfizmin kanonik i cili ka pér bérthamé pikérisht modulin
t(A) dhe me 6 : B — B/i(A) homomorfizmin zero. Shénojmé me J =] kategoriné
gé ka dy objekte dhe vetém dy morfizma té ndryshém nga morfizmat njésha gé jané
paralelé me njéri-tjetrin. Le té jetée F' : J — R-Mod funktori qé njérin nga dy
morfizmat paralelé e con tek v dhe tjetrin tek 6. Eshté e garté nga pércaktimi i F-sé
gé A sé bashku me ¢ formojné njé kon me kulm A dhe bazé F. Ky kon éshté kon
limit. Vértet, né qofté se f : A — A éshté njé homomorfizém i tille qé vf = 0f,
atéheré imf C 1(A). Tani homomorfizmi p = 71 f : A’ — A éshté i vetmi me cilésiné
qé Lo p = f prandaj ¢ifti (A, ) éshté limiti i F.

Koncepti qé do té futim tani éshté ai dual i limitit. Njélloj si¢c bémé né rastin e
pérkufizimit té limitit, do té futim edhe kétu kuptimin dual té konit qé éshté ko-koni
si dhe té ko-konit limit. Ko-kon nga njé funktor F' : J — C pér tek njé objekt K € C
éshté njé transformim natyral i F' pér tek K ;.

Pérkufizim 1.1.7 Le té jené dhéné J dhe C dy kategori dhe F' : J — C njé
funktor kovariant. Do té quajmé kolimit t&¢ F' né C qiftin (K,\) ku K € C dhe
A1 F'— K7 njé transformim natyral i quajtur ko-kon limit qé kénaq vetiné universale
té méposhtme: pér ¢do transformim natyral (ko-kon) & : ' — C7 ekziston vetém njé
shigjeté f : K — C e tille qé¢ f47\ = €. Zakonisht kolimitin e shénojmé me simbolin
Lim(F) ose ndonjéheré me Coizm(F).

Pohim 1.1.8 N¢ qofté se funktori F' : J — C ka kolimit ¢iftin (K, X), atéheré K
éshté unik me aférsiné e izomorfizmit.

Vértetim. Le té jeté (K', \') njé tjetér kolimit i funktorit F. Nga vetia universale e
K lidhur me K’ kemi ekzistencén e njé shigjete f: K — K’ té tillé qé fA = X kurse
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nga vetia universale e K’ lidhur me K kemi ekzistencén e njé shigjete g : K’ — K
té tillé gé g\ = \. Nga dy barazimet marrim ¢gf\ = X\ dhe nga vetia universale e K
lidhur me K kemi qé gf = 1x. Né ményré té ngjashme pérftojmé qé fg = 1x cka
tregon se K 2 K'. =m

Nje shembull me interes éshté dhe i méposhtmi.

Shémbull 1.1.9 Le té jeté (A;);cs njé familje objektesh nga R-Mod, pra njé familje

modulesh té majté. Do té tregojmé se kolimiti Lim(F'), ku F éshté funktori qé ¢do

objekti ¢ i lidh modulin A;, ekziston dhe éshté e ashtéquajtura shumé e drejté e

moduleve A;, ose koprodukt i familjes A;, té cilén e shénojmé me simbolin & A; dhe

ieJ

qé me pérkufizim ka pér elemente familjet e indeksuara (a;);c7 ku a; € A; pér ¢do

1 € J dhe gé jané pothuajse kudo zero. Bashkésia @ A; shndérrohet né modul po
ieJ

té futim veprimet e mbledhjes dhe té shumézimit me elemente té R si mé poshté:

(a;)icq + (bi)ies = (a; + b)icr, dhe 1 - (a;)ics = (r - a;)ies pér ¢do r € R dhe

(a;)icr, (bi)ics € @ A;. Shénojmé me ¢; : A; — @ A; pasqyrimin qé x — ¢;(x)
i€ i€

ku ¢;(x) éshté sistemi i indeksuar qé né koordinatén me indeks ¢ ka elementin z

dhe né té tjerat ka zero. Kjo familje pasqyrimesh éshté njé familje monomorfizmash

modulesh dhe kénaq vetiné universale té pérkufizmit té kolimitit, pra @ A; éshté
ieJ

vértet koprodukti i familjes A;.

Shembulli i mésiperm éshté né fakt njé aspekt i vecanté i pohimit té méposhtém.

Pohim 1.1.10 Le té jete J njé kategori ¢farédo dhe F : J — R-Mod njé funktor
kovariant ¢farédo. Ekziston kolimiti [ﬂ}(F) né R-Mod.

Vértetim. Shénojmé me P = @;c7F (i) dhe me ¢; : F(i) — P injeksionet pérkatés.
Shénojmé me K nénmodulin e P té gjeneruar nga té gjithé diferencat ¢;(F(a)(z)) —
ti(x) ku a : i — j éshté shigjeté né J dhe x € F(i) ¢farédo. Le té jeté L = P/K
dhe 7 : P — L epimorfizmi kanonik pérkatés. Do té tregojmé se L = M(F)
Si fillim vérejmé se familja e homomorfizmave \; = 7w o¢; : F(i) — L éshté njé
transformim natyral i F' né L. Le té jeté dhéné tani ndonjé transformim natyral ¢ :
F — A;. Shénojmé ¢* : P — A homomorfizmin e vetém qé ai indukton me kushtin
qé p* o, = p; pér té gjitha ¢ € J. Nga fakti gé ¢ éshté transformim natyral marrim
qé ¢;(F(a)(z)) = ¢i(z) pér ¢do a: i — j né J dhe ¢do x € F(i). Kjo sjell gé Kerp*
pérmban K dhe si pasojé ¢* faktorizohet né ményré té vetme né trajtén ¢* = pom.
Homomorfizmi ¢ kénaq vetiné qé pér ¢dot € J, po\; = pomoi; = p* o1 = @; qé
pérfundon vértetimin. m

Kategorité pér té cilat ekziston né to kolimiti i ¢do funktori do té quhen kategori té ko-
plota. Ashtu sikurse R-Mod, edhe Ab, Grp dhe Set jané té tilla. Ngjashmérisht me
rastin e limiteve, mund té pércaktojmé edhe né rastin e kolimiteve funktorin kolimit
Lﬂ; : A7 — A sa heré qé A éshté kategori e ko-ploté. Pér A = R-Mod ka vend ky
pohim.

Pohim 1.1.11 Funktorét é@_@ dhe Z; @5 o : R-Mod” — R-Mod jané natyralisht
1zomorfeé.



Vértetim. Para se té kalojme tek vértetimi i pohimit, kujtojmé nga Algjebra Ho-
mologjike se né qofté se F € R-Mod” dhe G € R-Mod”", atéheré F @, G =

® F(i) ®z G(z)) /M ku M éshté néngrupi i shumés sé drejté i pérftuar nga ele-
ieJ

menté té formés F'(a)(y)®zr—y®zG(a)(z) pér¢doy € F(i),x € G(j) dhe v : 1 — 7.
Né rastin toné, po té vendosim Z; né vend té F', nga fakti q¢ Z ®7 G(i) = G(i) dhe
nga pohimi [I.1.10] duke arsyetuar modulo M nuk pérftojmé gjé tjetér vegse modulin
Lim(G). Natyraliteti éshté i lehté pér t'u treguar. m

Mé tej po japim shembullin e kobérthamave si kolimite té cilin do ta pérdorim né
kapitullin e dyté.

Shémbull 1.1.12 (Kobérthamat si kolimite) Kujtojmé se né qofté se

A-L.p_h ¢ 0

éshté varg ekzakt né R-Mod, atéheré h quhet kobérthamé e f dhe shénohet me
h = cokerf. Eshté e qarté q¢ C = B /imf. Ashtu si tek shembulli 6| konsiderojmé
té njéjtin funktor F : J — R-Mod. Eshté e qarté qé cifti (C, h) eshte ko kon me bazeé
F' dhe kulm C'. Pér té treguar se ai éshté ko-kon limit supozojmé se g : B — D éshté
njé homomorfizém i tillé qé gf = gf. Por kjo sjell qé¢ imf C kerg dhe rrjedhimisht
kemi njé homomorfizém g : B/imf — D té induktuar qé plotéson kushtin go h = g.
Ky éshté qartésisht unik me kété cilési.

Shembulli i méposhtém tregon se ngjashmérisht me monomorfizmat pér té cilat pamé
se ishin limite, epimorfizmat do té jené kolimite.

Shémbull 1.1.13 (Epimorfizmat si kolimite) (do epimorfizém né R-Mod éshté
kolimit i njé funktori. Vértetimin e kétij fakti nuk po e béjmé pasi ai éshté dual i atij
té shembullit [LT.6

1.2 Funktoret e bashkengjitur

Né algjebrén homologjike me interes jané ata funktoré té cilét ruajné limitet apo ko-
limitet pasi me ta lidhen kondita fundshmeérie pér modulet si¢ éshté pér shembull ajo
F P, qé éshté fugizim i té génit té modulit me paraqitje té fundme. Né pérfundim té
kétij paragrafi ne do té japim kushte té mjaftueshme pér njé funktor qé ai té ruajé
limitet dhe kolimitet. Kéto kushte kané té béjné me té ashtéquajturat cifte té bas-
hkéngjitura funktorésh. Para se té japim pérkufizimin e funktoréve té bashkéngjitur,
po japim dy shembuj qé jo vetém motivojné dhénien e pérkufizimit por edhe e béjné
mé té lehté té kuptuarit e tij.

[i.] Shqyrtojmé situatén e méposhtme

v
Set — Vectg
U



ku me Vectg kemi shénuar kategoriné e hapésirave lineare mbi njé fushé K, U éshté
funktori harraq dhe V' éshté funktori qé ¢do bashkésie X i lidh hapésirén lineare
V(X) me bazé X. Dihet nga teoria e hapésirave lineare qé ¢do pasqyrim g : X —
U(W) zgjerohet né ményré té vetme né njé transformim linear f : V(X) — W.
Korrespondenca ¢ : g — f ka pasqyrim té anasjellé ¢ : f — f|x, ka f|x éshté
ngushtimi i f né bazén X. Né kété ményré kemi bijeksionin e méposhtém

¢ : Vetg(V(X), W) = Set(X,U(W)).
Ky pasqyrim éshté natyral né té dy variablat. Pér variablin e paré kjo do té thoté se
pér ¢do pasqyrim h : X' — X diagrami mé poshté éshté komutativ
Vet (V(X), W) ——Set(X,U(W))
vctK(Vh,W)l lSet(h,U(W))
Vet (V(X'), W) =2 Set(X', U(W)),

pasi h*g = g o h. Njélloj pérkufizohet dhe vértetohet edhe natyraliteti né variablin e
dyté.

[ii.] Né kategoriné Set ¢do pasqyrim ¢ : S x T'— R i dy variablave mund té konside-
rohet si njé pasqyrim ¢g : S — Hom(7', R) i njé variabli né S me vlera pasqyrime té
njé variabli né 7. Né ményré eksplicite ai éshté pércaktuar si vijon: [(¢g)s|t = g(s, 1)
pér té gjitha s,t € S x T'. Nga sa thamé kemi njé bijeksion

¢ : Hom(S x T, R) = Hom(S, Hom(T', R))

i cili éshté natyral né té tri variablat. Né qofté se mbajmé T té fiksuar dhe pércaktojmé
funktorét F, G : Set — Set té tillé qé F'(S) = S x T dhe G(R) = Hom(7, R), atéheré

bijeksioni mé sipér merr formén
Hom(F(S), R) = Hom(S, G(R))

pér té cilin mund té provohet lehtésisht se éshté natyral né té dy variablat S dhe R.
Kalojmé tani né dhénien e pérkufizimit formal.

Pérkufizim 1.2.1 Le té jené A dhe X dy kategori. Bashkéngjitje e X né A éshté njé
treshe (F,G,¢) : X — A ku F' dhe G jané funktoré

X<i_>A
G

ndérsa ¢ éshté njé bijeksion i cili i lidh ¢do ¢ifti objektesh x € X dhe a € A njé
bijeksion bashkeésish
©=@ra: A(Fz,a) = X(z,Ga) (1.1)

i cili éshté natyral né x dhe né a. Funktorin F' do ta quajmeé té bashkéngjitur té majté
té atij G dhe funktorin G do ta quajmeé té bashkéngjitur té djathté té F-sé. Imazhin
o(f) té ¢do shigjete f : Fr — a me anén e ¢-sé do ta quajmé té bashkéngjitur té
djathté té f-sé. Anasjellas, imazhin ¢~!(g) té ¢do shigjete g : © — Ga me anén e té
anasjellit =1 té ¢ do ta quajmé té bashkéngjitur té majté té g-sé.
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Natyraliteti i ¢-sé nénkupton qé pér ¢do k : a — a’ dhe h : ' — x té dy diagramat e
méposhtém jané ndérrimtaré.

A(Fz,a) —— X(z,Ga) A(Fz,a) — X(x,Ga)
A(Fa:,k)l lX(x,Gk) A(Fh,a)l lX(h,Ga)
A(Fz,d) —> X (z,Gd') A(F2' a) —= X (2, Ga)

Po té zévendésojmé tek (1.1)) Fx né vend té a dhe po té shénojmé me 1, = ¢(1p,),
mund té shihet qé funksioni x — 7, €éshté njé transformim natyral Iy — GF sepse
pér ¢do x, 2" € X dhe pér ¢do shigjeté h : ' — z diagrami i méposhtém

Nyt
¥ —= GFa

T e
Nx

z——GFzx

éshté komutativ. Vértetimi i komutativitetit té kétij diagrami mund té béhet lehté
duke ndjekur diagramin e méposhtém komutativ.

A(Fz',Fh) A(Fh,Fz)

A(F2', Fx') A(Fz', Fx) A(Fz, Fr)
‘so lso ¢
X(2',GFx') X G X(x’,G’Fx)WX(x,GFx),

Bijeksioni ¢ mund té shprehet me anén e shigjetave 7, si mé poshte:
o(f) =G(f)ne pér ¢do f: Fo — a; (1.2)
sepse nga natyraliteti i ¢ né variablin e dyté kemi barazimin e méposhtém.
o(f) =¢(folp:) =Gfoplp, =Gfon,.

Llogaritjet mé lart béhen mé evidente po qe se vizualizohen duke ndjekur njéshin tek
diagramat e méposhtém.

A(Fz, Fr) —> X (z, GFx) l———————=n,

A(Fx,f)l lX(x,Gf) l L
%)

A(Fz,a) X(z,Ga) fol—=pof=Gfon,

Né ményré simetrike me pércaktimin e 7, pér ¢cdo z € X, ne mund té pércaktojme
pér ¢do a € A njé shigjeté e, qé ka veti té ngjashme me 7,. Pér ¢do a € A, shénojmé
me €, = ¢ (1gq). Kjo do té thoté se

ca: FGa —a, e, = ¢ '(1g,), a € A.
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Mund té tregohet lehtésisht se € éshté njé transformim natyral € : FG — 14 dhe se
0 (g) = €40 Fg pér ¢do g : 2 — Ga.

Tani, né qofté se marrim x = Ga dhe aplikojmé ([1.2) sikur né rolin e f té jeté
ga = © Y1ga), atéheré do té marrim

laa = ¢(€a) = G(€a) © Nga-

Kjo do té thoté se transformimi natyral kompozim

G—" GFG %G

éshté transformimi identik. T€ gjitha sa thamé mund té pérmblidhen né kété teoremé.

Teoremé 1.2.2 (do bashkéngjitje (F, G, ) : X — A pércakton:

(i) Njé transformim natyral n, : Ix — GF té tillé gé pér ¢do objekt v € X, n,
éshté shigjeté universale nga x né G dhe i bashkéngjituri i djathté i ¢do shigjete
[ Fx — a éshté shigjeta

of =Gfon,:x— Ga; (1.3)

(ii) Njé transformim natyral € : FG — I 4 té tillé qé pér ¢do objekt x € X, e, éshté
njé shigjeté universale nga F' né a dhe @ bashkéngjituri © majté @ ¢do shigjete
g :x — Ga éshté shigjeta

o lg=¢c,0Fg: Fx — a. (1.4)

Pér mé tepér, kompozimet e méposhtme jané pérkatésisht transformimet identike né
G dhe né F

G—" arqg-% -q F—NFpGFE R (1.5)

Transformimet 7 dhe € do té quhen pérkatésisht njéshi dhe ko-njéshi i bashkéngjitjes.
Teorema e méposhtme tregon se njé bashkéngjitje mund té pércaktohet jo domosdos-
hmérisht nga dhénia e bijeksionit ¢ por edhe nga njéshi dhe ko-njéshi duke marré
parasysh cilésité e tyre.

Teoremé 1.2.3 (Cdo bashkéngjitje (F,G,p) : X — A éshté plotésisht e pércaktuar
nga secila prej té dhénave té listés s€ méposhtme.

(i) Funktorét F,G dhe njé transformim natyral n : 1x — GF e tillé qé ¢do n, :
x — GFx éshté njé shigjeté universale nga x né G. Atéheré ¢ éshté pércaktuar

nga barazimet .



(ii) Funktori G : A — X dhe pér ¢do objekt x € X njé objekt Foxr € A dhe njé
shigjeté universale n, : x — GFyx nga x né G. Atéheré funktori F' si funksion

objektesh ka Fy dhe mbi shigjetat h : © — 1z’ éshté pércaktuar nga barazimi
GFhon, =mnwoh.

(iii) Funktorét F' dhe G dhe njé transformim natyral € : FG — 14 té tillé qé ¢do
£q : FGa — a éshté shigjeté universale nga F né a. Ndérsa o= éshté pércaktuar

nga (1.4).

(iv) Funktori F': X — A dhe pér ¢do a € A njé objekt Goa € X dhe njé shigjeté
universale €, : FGoa — a nga F' né a

(v) Funktorét F dhe G dhe njé transformim natyraln : Ix — GF dhee: FG — I,
té tille qé kompozimet jané transformimet natyrale identike. Né kéte rast

@ éshté pércaktuar nga dhe o™ nga (1.4)).

Pér shkak té (v) ne shpesh bashkéngjitjen (F,G,¢) : X — A e shénojmé né trajtén
(F,G,n,e): X — A.

Vértetim. Né qofté se kemi té dhénat e (i) atéheré fakti qé n, éshté universale do té
thoté qé pér ¢do f : © — Ga ekziston ekzaktésisht njé g e tillé qé ta béjé diagramin
djathtas komutativ

Fx r—2% GFx
[ |
|gr IGg
Y FXy
a Ga.

Por kjo do té thoté qé barazimi 6(g) = Ggon, pércakton njé bijeksion 0 : A(Fz,a) —
X(z,Ga) i cili éshté natyral né = sepse n éshté natyral dhe gjithashtu natyral né a
sepse G éshté funktor. Pra 6 jep njé bashkéngjitje (F, G, 0). Né rast se n ishte njéshi i
pérftuar nga njé bashkéngjitje (F, G, ¢) atéheré, nga pércaktimi i f-s mé lart, marrim
qé ¢ = 0. Té dhénat e (ii) mund té transformohen né formén e té dhénave té (i)
dhe atéheré ato do té pércaktonin njé bashkéngjitje. Né fakt tek (ii) na éshté dhéné
vetém njé shigjeté universale (Fyx,n,) pér ¢do x € X; ne do té tregojmé se ka
vetém njé ményré pér ta béré Fy funksion té objekteve té njé funktori F' me kushtin
qé n : Ix — GF éshté transformim natyral. Mé konkretisht, pér ¢do h : =z — 2
universaliteti i 77, pohon qé ka ekzaktésisht vetém njé shigjeté (ajo e diagramit majtas)
gé e bén diagramin djathtas ndérrimtar:

n
Fox r——=GFyx
| |
| Lh |
Y 0 Y
o’ ¥ —= GIyr!

Zgjedhim kété shigjeté té jeté F'h : Fox — Fyx'; ndérrimtaria sjell gé n éshté natyrale
dhe sé fundi, éshté fare e thjeshté té tregohet se zgjedhja e F'h e bén F funktor.



Vértetimet e (¢ii) dhe (iv) jané duale té njéra-tjetrés. Provojmé sé fundi (v). Pér kété
pérdorim 7 dhe € pér té pércaktuar funksionet

A(Fz,a) <—:;>X(x, Ga)

té tille qé¢ of = Gfomn, pér¢do f: Fx — a dhe 0g = ¢, 0 Fg pér ¢do g : © — Ga.
Megénése G éshté funktor dhe n transformim natyral, marrim

g =Ge,oGFgon, =Ge,0nNG,0g.

Por supozimi (|1.5) sjell qé¢ Ge, 0 g, = 1, atéheré pf = id. Né ményré té ngjashme
marrim fp = id qé do té thoté se ¢ éshté bijeksion me té anasjellé 6. Gjithashtu ¢
éshté natyral dhe rrjedhimisht njé bashkéngjitje. m

Rrjedhim 1.2.4 (do dy té bashkéngjitur té magté té njé funktori G : A — X jané
natyralisht izomorfe.

Vértetim. Pér vértetimin do té bazohemi né faktin qé njé shigjeté universale éshté e
vetme me aférsiné e izomorfizmit. Né qofté se jané dhéné bashkéngjitjet (F, G, p) dhe
(F',G,¢'), atéheré si¢ e kemi paré, pér to ekzistojné shigjetat universale n, : * — GFx
dhe 1, : @ — GF'z, dhe atéheré, nga komenti i mésipérm, kemi ekzistencén e njé izo-
morfizmi té vetém 60, : Fo — F'z té tillé qé¢ GO, on, = 1. Sé fundi éshté e lehté té
verifikohet qé 0 : ' — F’ éshté natyral. m

Meé tej do té tregojmé se bashkéngjitjet mund té kompozohen dhe se kompozimi i
tyre éshté gjithashtu njé bashkéngjitje.

Teoremé 1.2.5 Jepen dy bashkéngjitje
(F,G,n,e): X - A (F,G,7,8): A— D.
Funktorét kompozim japin bashkéngjitjen
(FF,GG,GqF -n,&- FeG) : X — D.

Vértetim. Duke aplikuar njéheré bashkéngjitjen e dyté dhe pastaj té parén marrim
bijeksionet natyrale né x € X dhe d € D:

D(FFx,d) = A(Fx,Gd) = X (v, GGd)

qé tregon se F'F éshté i bashkéngjitur i majté i GG. Po té shénojmé tani d = FFx
dhe ti aplikojmé dy bijeksionet mé lart mbi njéshin 1 : F'Fz — FFz shohim se
njéeshi i bashkéngjitjes kompozim éshté x " GFr—" GGFFa , domethéné
pikérisht GnF'-n si¢ kérkohej. Né ményré té ngjashme gjejmeé se ko-njéshi éshté &- FeG
gé pérfundon teoremén. m
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Meé tej po japim njé tabelé modeste ¢iftesh funktorésh té bashkéngjitur njéri nga té
cilét éshté funktori harraq.

Funktori harraq I bashkéngjiturt © majté F

U : R-Mod — Set X — FX moduli i liré me bazé X
U : Grp — Set X — FX grupi i liré me bazé X
U:Ab— Grp G~ G/[G,G] grupi faktor komutator

U :R-Mod — Ab A~ R®z A

U : Rng — Mon S +— 7.5 unaza monoidale

Me interes éshté té dimé se kush jané té bashkéngjiturit, nése ka té tillé, té funk-
torit diagonal A. Pohimi i méposhtém jep pérgjigjen né rastin kur né C' ekzistojné
limitet dhe kolimitet e té gjithé funktoréve me burim kategoriné J. Mé paré vérejmeé
se ekzistojné funktorét Liny : C7 — C dhe Lim C7 — O qé cojné cdo funktor té C’
pérkatésisht tek kolimiti dhe limiti i tij. Kurse pércaktimi né shigjetat (transformimet
natyrale né kété rast) béhet duke pasur parasysh vetiné universale té kolimiteve dhe
limiteve pérkatésisht.

Pohim 1.2.6 Funktor: Iﬂ)@] : C7 — O éshté i bashkéngjitur i majté i A : C — C7
dhe funktori M 7 :C7 — C éshté i bashkéngjitur i djathté i A : C — C7.

Veértetim. Vértetimin do ta béjmé vetém pér rastin e QT_@ J pasi rasti i M J éshteé
dual. Do té na nevojitet té tregojmé se pér cdo F' € C” dhe ¢do ¢ € C ekziston njé bi-
jeksion natyral ¢ : C/(F, A(c)) = C(MJ(F), ¢). Nga vetia universale e Lim ; pér ¢do
transformim natyral 7 € C7(F, A(c)) ekziston vetém njé shigjeté ¢ € C(Lim,(F),c)
qé kénaq kushtin to A = 7 ku \ éshté ko-koni gé jep kolimitin %J(F) Pércaktojmeé
©(7) = ticili éshté injektiv pasi né qofté se p(m1) =t = p(72), atéheré 71 = to\ = 7.
Né qofté se t € C(%J(F), ¢), atéheré kompozimi 7 = ¢ o A éshté njé transformim
natyral nga F tek A(c), domethéné éshté nga C7/(F, A(c)). Nga pércaktimi i ¢-sé dhe
uniciteti i ¢ tek pérkufizimi i Lim J(F), marrim ¢(7) =t qé tregon se ¢ éshté syrjek-
sion. Natyraliteti i ¢-s¢ mund té tregohet lehtésisht. Njé ményré tjetér vértetimi do
té ishte té pérdornim pikén (i) té teoremés [I.2.3] Né kété rast trasnformimi natyral
n:las — Ao Iﬂ)w éshté pércaktuar i tillé qé pér cdo F' € C7, np éshté ko-koni limit
qé jep [L??;LJ(F), shigjeté pér té cilén dimé se éshté universale nga F' né (AOMJ)(F).
[

MEe tej né kété paragraf do té vértetojmé njé teoremé e cila jep njé kusht té mjaftu-
eshém qé njé funktor té ruajé té gjithé kolimitet qé mund té ekzistojné né burimin e
vet.

Teoremé 1.2.7 Né qofté se funktori F' : A — X ka té bashkéngjitur té djathté,
ndérsa funktori T : J — A ka njé ko-kon limit 7 : T — a né A, atéheré FT ka ko-kon
limit Fr: FT — Fa.
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Vértetim. Sé pari éshté evidente qé F'7 éshté njé ko-kon né X nga FT né Fa. Né
qofté se G éshté i bashkéngjitur i djathté i F', atéheré né qofté se aplikojmé izomorfiz-
mat e bashkéngjitjes mbi ¢do shigjeté té njé ko-koni o : F'T' — x, pérftojmé shigjetat
(0:) : Ti — G pér i € J té cilat formojné njé ko-kon o’ : T — Gx né A. Mirépo
7 : T — a éshté shigjeté universale né bashkésiné e ko-konéve né A gé dalin prej
funktorit 7', atéheré ekziston njé shigjeté e vetme h : a — Gz e tillé qé hr = ¢°. Po
té aplikojmé edhe njé heré bashkéngjitjen marrim njé shigjeté té vetme h* : Fa — x
té tillé q¢ h* - Fr = (h7)* = (0°)! = 0. Uniciteti i shigjetés hf sjell q¢ Fr: T — Fa
éshté shigjeté universale. m

E théné ndryshe, teorema pohon se ¢do i bashkéngjitur i majté ruan kolimitet gjé e
cila shkruhet né formén
F(Lim;T) = Lim;(FT).

Sigurisht ka vend edhe dualja e késaj teoreme qé pohon se ¢do funktor qé ka té
bashkengjitur te majté ruan limitet.

Me tej do té japim disa veti interesante dhe me mjaft pérdorim té funktorit kolimit
dhe pér kété do té na nevojitet ky pérkufizim. Njé kategori J do té quhet e filtruar
né qofté se éshté e tillé qé:

(i) Pér ¢do dy a,b € J, ekziston njé ¢ € J dhe shigjetat a — c e b — ¢;

(ii) Pér ¢do ¢ift shigjetash paralele f,g : a — b, ekziston njé shigjeté h : b — c e
tille qé hf = hg.

N&é qofté se (i) i pérkufizimit zévendésohet me

(is) Pércdokon s; : a — b;, ekziston njé plotésues ndérrimtar, domethéné njé ko-kon
t; - b; — citille gé t;s; éshté i pavaruar nga i-ja,

atéheré kategoria do té quhet fortésisht e filtruar.
Pér kategorité e filtruara sé pari ka vend ky pohim.

Pohim 1.2.8 Funktori Lz_>m 7 R-Mod? — R-Mod éshté ekzakt djathtas, dhe né
qofté se J éshté e filtruar, atéheré ai eéshté funktor ekzakt.

Vértetim. Ekzaktésia djathtas rrjedh direkt nga pohimi dhe teorema po
té kemi parasysh qé kobérthamat jané kolimite (shembulli[1.1.12)). Njé ményré mé e
shtjellur vértetimi do té ishte si mé poshté. Pér cdo modul M dhe ¢do varg ekzakt

(A;) = (B;) — (Cj) = 0

sistemesh kolimite mbi J né R-Mod, kemi diagramin e méposhtém ndérrimtar

0 —— Homps (C;, AM) Homps(Bj, AM) Homps (A;, AM)

0 — Hompg(Lim7C;, M) —= Hompg(Limy B;, M) — Hompg(Lim s A;, M)
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ku vargu i sipérm éshté ekzakt dhe homomorfizmat vertikale jané izomorfizma natyralé
nga pohimi [1.2.6] Atéheré do té kemi ekzaktésiné e rreshtit té poshtém, e meqénése
kjo ndodh pér ¢do modul M do té kemi gé edhe vargu

LimgAj — LimgBj — LimsCj — 0

do té jeté ekzakt gé provon ekzaktésineé djathtas té Lim . Pér té provuar pjesén
e dyté té pohimit po supozojmé se J éshté e filtruar dhe duam té vértetojmé se
Q@JAj — %TLJBJ‘ éshté mono sa heré qé¢ A; — B, jané mono pér ¢do j € J.
Vértet, né qofté se [a] — 0 ku a € A;, kjo do té thoté se imazhi b i a-sé né B; kénaq
kushtin [b] = 0. Atéheré ekziston njé morfizém j — j' né J i tillé qé b — 0 né By pas
aplikimit té homomorfizmit korrespondues B; — Bj,. Por né kéto kushte imazhi a i
a-sé né A pasqyrohet né 0 tek Bj e rrjedhimisht a = 0. m

Rrjedhim 1.2.9 Kolimitet e filtruar ndérrojné me homologjiné.

Vértetim. Vértet, né qofté se jepet njé kompleks (C,, d,), ciklet mund ti konside-

rojmé si bérthama:

0 Zn incl Cn On

Cnfla
kufijté si kobérthama:

incl On+1
Zn+ 1 Cn+ 1 Bn 0 )

dhe atéheré, homologjia do té jeté kobérthamé:

Bn incl Zn s Hn 0.

Le té jeté dhéné njé familje kompleksesh e filtruar mbi J

o 0 ) oY
0, g . 00,

e —

e cila indukton kompleksin kolimit

o Bl
. —>LszC LszC Lim;C,~,
homologjia e n-té e té cilit éshté H, = Z,/B, ku Z, = KerLimja(i) dhe B,

ImLim J8 +1- Nga pohimi|1.2.8, Lim Lim ; ruan gjithmoneé kobérthamat dhe ruan berthamat
sa here J éshté e filtruar, rrjedhlmlsht Z, = Lim JKerﬁ( dhe B, = Lim Jlma AR

gjé qé sjell se H, = MmJKer&(f)/L@'mJIIn@(+1 Por sikurse pamé mé lart homo-

logjia éshté kobérthamé dhe Lim; ruan kobérthamat, rrjedhimisht marrim H, =
Lim;(Kerdy /imd) ) = Lim;HY si¢ edhe kérkohej. m

Njé veti tjetér interesante qgé lidhet me kategorité e filtruara éshté qé kolimitet e
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filtruar ndérrojné me limitet e fundém. Mé konkretisht, le té jené dhéné P njé katego-
ri e fundme, J njé kategori e filtruar dhe F': P x J — R-Mod njé funktor. Ekziston

njé pasqyrim kanonik & i cili plotéson diagramin
F(p, j) LimpF (p, j) Liny; LimpF(p, j)
Hp,j : aj : k
. . Vp . . v . . . v .
Lim,F(p, j) <— LimpLim; F(p, j) == Limp Liny; F (p, j)

Hj

Njé k e tillé ekziston vértet. Sé pari, v dhe v, ; pér ¢do j jané kone limite, po ashtu g
dhe e pér ¢do p ko-kone limite. Megénése v éshté kon né p ndérsa p natyral né p,
atéheré peér ¢do j € J, kompozimi p, jv, ; €shté kon né p, dhe si pasojé universaliteti i
v sjell ekzistencén e njé shigjete a;; gé e bén katrorin majtas ndérrues. Megénése i, o
éshté kon né j, ashtu do té jeté edhe o nga universaliteti i p, atéheré ekziston k qé e
bén katrorin djathtas ndérrues.

Né kéto kushte ka vend kjo teoremé.

Teoremeé 1.2.10 Né qofté se P éshté kategori e fundme dhe J éshté e filtruar, atéheré
pér ¢do funktor F': P x J — R-Mod pasqyrimi kanonik

k: Lim LimpF (p, j) — LimpLin, F(p, j)
éshté mjé izomorfizém.
Vértetim. Nga ndértimi i teoremeés |[1.1.10[ kemi gé
Liny, F(p, j) = &;F (p.§)/ K (1.6)

ku K éshté nénmoduli i @;F(p, j) 1 pérftuar nga té gjithé diferencat x — 2" ku x €
F(p,j), ¥ € F(p,j') sa heré qé ekzistojné shigjetat v : j — k dhe ' : 7/ — k
té tilla q¢ F(p,u)(z) = F(p,u')(z’). Shénojmé me (z,7) klasén e ekuivalencés sé
njé elementi x € F(p,j). Meqgénése J éshté e filtruar, kondita (i) e pérkufizimit té
kategorisé sé filtruar sjell qé ¢do listé e fundme (1, j1), ..., (T, Jm ) klasash ekuivalence
mund té shkruhet né formén (yy, k), ..., (ym, k) pér njé indeks té dyté k. Kondita (ii)
e pérkufizmit siguron qé ¢do barazim midis klasave né listén e dyté ka vend mbas
aplikimit té njé shigjete té dyté w : k — k' té marré né ményré té pérshtatshme. Pér
¢do funktor G : P — R-Mod, pohimi @ tregon se LimpG(p) = Cone(x, G), ku
Cone(*, G) bashkésia e té gjithé koneve 7 mbi G me kulm * = Hpep G(p). Né qofté
se G(p) = Lzl;uF(p,j) ku P éshté e fundme, ¢do kon i tillé konsiston né njé numeér té
fundém elementésh té L7,_>m 7F (p, 7) dhe kondita qé 7 éshté kon, sjell ekzistencén e njé
numri té fundém ekuacionesh ndérmjet kétyre elementéve. Meqé J éshté e filtruar, ajo
cka porsa thamé nénkupton qé ¢do kon 7 pérbéhet nga elementé té formés 7, = (y,, k')
pér njé indeks té vetém &', ku y, € F(p, k) né fakt pércakton njé kon y : x — F'(e, k').
Ky kon éshté element i LimpF (p, k') dhe klasa e tij e ekuivalencés (y, k') éshté element
i %n Jmp. Atéheré pasqyrimi

T — (y7k/> € %JMLPF(])7])7

i cili éshté i pavarur nga zgjedhja e béré, éshté inversi i dyanshém i k-sé. m
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1.3 Zgjerimet e Kanit

Situata me té cilén do té merremi né kété paragraf éshté pérgjithésimi i njé situate
mjaft té njohur né Algjebrén Homologjike qé ka té béjé me gjetjen e njé té bas-
hkéngjituri té djathté dhe té majté té funktorit té ndryshimit té unazés. Né qofté se
éshté dhéné njé funktor K : M — C' dhe njé kategori A, atéheré ekziston njé funktor
AR D AC — AM j tillé é cdo transformimi natyral o : S — S’ i lidh transformimin
natyral o K : SK — S’K. Problemi yné do té jeté té gjejmé té bashkéngjitur té dja-
thté dhe té majté té AX. Né fillim do té trajtojmé kété problem pér té bashkéngjiturit
e djathté.

Pérkufizim 1.3.1 Né qofté se jané dhéné funktorét K : M — C dhe T : M — A,
zgjerim i djathté @ Kanit i T lidhur me K éshté njé cift R,e : RK — T ka R € A®
dhe ¢ éshté njé transformim natyral i cili éshté universal i konsideruar si shigjeté nga
AR DAY 5 AM ek T € AM.,

Pér funktorin R qé éshté unik (pér shkak té universalitetit té €) do té rezervojmé
shénimin RangT. Universaliteti kétu ka kuptimin e méposhtém. Pér ¢do cift S, a :
SK — T ekziston vetém njé transformim natyral o : S — Ritillé g¢ a =¢- 0K :
SK — T. Korrespondenca o — ¢ - 0 K pércakton njé bijeksion:

Nat (S, RangT') = Nat(SK,T). (1.7)

Emri zgjerim i djathte éshté zgjedhur pér shkak té ndodhjes sé Rang T né té djathté
tek bijeksioni i mésipérm. Ndérkaq dimé se shigjetat universale nga A% : A¢ — AM
tek té gjithé objektet T € AM formojné njé té bashkéngjitur té majté té AX. Nga
kjo rrjedh qé né qofté se cdo T' € AM ka zgjerim té djathté té Kanit lidhur me K:
(R,er : RK — T), atéheré korrespondenca T' — R éshté pasqyrimi qé pércakton té
bashkéngjiturin e djathté té& AX dhe se e éshté njéshi pérkatés.

Né teoremén gé pason do té tregojmeé se si njé zgjerim i djathté i Kanit mund té
shihet si limit. Né qofté se K : M — C éshté funktor, kujtojmé se pér ¢do ¢ € C
kemi ndértuar kategoriné presje (¢ | K) me objekte ¢iftet < f,m >, té shkruara f
pér shkurtim, ku f : ¢ — Km. Pércaktojmé funktorin projeksion @ : (¢ | K) - M
me funksion objektesh té tillé q¢ < f,m >— m.

Teoremé 1.3.2 Né¢ qofté se jané dhéné funktorét K : M — C dhe T : M — A té
tillé gé kompozimi (¢ | K) — M — A ka limit né A pér ¢do ¢ € C koni limit i té
cilit éshté X dhe le té jeté
Re = Lim((c | K) % M 5 A) = Lim;Tm, f € (c | K). (1.8)
limiti né fjalé. Cdo g : ¢ — ¢ indukton njé shigjeté té vetme
Rg : MTQ — wTQ’ (1.9)

e cila éshté ndérrimtare me konin limit. Kéto formula pércaktojné njé funktor R :
C — A dhe pér ¢don € M, komponentét \,., = €, té koneve limite pércaktojné njé
transformim natyral € : RK — T dhe ¢ifti R,c éshté nje zgjerim i djathté © Kanit
lidhur me K.
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Vértetim. Si fillim shohim se né ¢’'ményré pércaktohet Rg tek . Neé qofté se jepet
g : ¢ = ¢ dhe projeksioni @' : (¢ | K) — A, atéheré ¢do f' : ¢ — Km pércakton
f'g:c— Km € (c| K). Komponentét As, : Re — T'm formojné njé kon me kulm
Rc dhe meqé koni X' éshté universal, do té ekzistojé njé shigjeté e vetme Ryg e cila e
bén diagramin

Rc = —>Tm (1.10)
:Rg H
¥

Re = LimTQ' —>Tm

ndérrimtar pér cdo f’. Kjo zgjedhje e R e bén até funktor. Mé tej, 1k, éshté element
i (Kn | K) késhtu qé koni limit A ka njé komponent A\, : RKn — Tn té cilin e
quajmé &,. Pér ¢do h : n — n’ formojmé diagramin

A
RKn—%" - Tn (1.11)
AKh
RKh Th
RKn/ Tn'
1Kn’

trekéndéshi i poshtém i té cilit éshté ndérrimtar nga veté pérkufizimi i Rg pér g = Kh,
kurse i sipérmi éshté ndérrimtar nga fakti gé A\ éshté kon. Kjo tregon se katrori éshté
ndérrimtar qé do té thoté se € : RK — T éshté natyral. Le té jetée S : C — A
njé tjetér funktor dhe o : SK — T njé transformim natyral. Do té ndértojmé tani
0. : Sc — Rc nga diagrami mé poshté ku f éshté shigjeta f : c — Km.

by
Re = Lim;Tm —-. Tm — T (1.12)
A
[og ! (01 [e7ey}
CI m m
|
/
Sc S5 SKm———=5SKm

Pér ¢do shigjeté h :< fim >—=< f/,'m' > té (¢ | K), ku f/ = Kho f, kuadrati i
djathté éshté ndérrues sepse a éshté natyral. Kjo sjell gé shigjetat diagonale o, 0 Sf :
Sc — T'm formojné njé kon me kulm Sec. Atéheré ekziston njé o. e vetme si¢ tregohet
neé . Pér té provuar se o éshté natyral pér ¢do ¢ : ¢ — ¢ formojmé diagramin

A

Z (1.13)
Re— " pe "y
Sc 5 Ad 57 SKm
(f'c9)



pércdo f': ¢ — Kmné (¢ | K). Kuadrati i djathté dhe ai i jashtém jané ndérrimtare
nga veté pérkufizimii o, ai i sipérm nga pérkufizimi i Rg tek (1.9)). Pér pasojé kuadrati
majtas béhet ndérrimtar pas kompozimit me A, pér té gjitha A}. Por dimé se X
éshté kon limit, rrjedhimisht kuadrati majtas éshté ndérrimtar. Pérkufizimi i
o i aplikuar pér ¢ = Kn, f = 1k, dhe m = n tregon qé o, = A1, Okn, € si rrjedhim
gé @ = ¢ - oK pér ndonjé o. Nga ana tjetér, diagrami tregon se o éshté e
vetme me vetiné e mésipérme, kjo sepse vetia pércakton komponenten oy, té o; pér
té pércaktuar komponentet e tjera zévendésojmé ¢ = Kn, f' = 1k, dhe m = n tek
. Kuadrati i majté ndérron né qofté se o éshté natyral, dhe atéheré A\j oo, éshté
plotésisht e pércaktuar pér té gjitha g : ¢ — Kn. Por A\ éshté kon limit, késhtu qé o,
éshté plotésisht e pércaktuar. Pra si pérfundim, e éshté shigjeté universale cka deshém
teé vertetonim. =

Rrjedhimi i méposhtém éshté evident.

Rrjedhim 1.3.3 Né€ qofté se A éshté e ploté, ¢do funktor T : M — A ka njé zgjerim
té Kanit lidhur me ¢do K : M — C, dhe AX ka té bashkéngjitur té djathte.

Zgjerimi i majté i Kanit L = Lang T pérshkruhet ngjashmeérisht si njé ¢ift L,n: T —
LK ku n éshté shigjeté universale nga T né AX. Kjo indukton njé bijeksion

Nat(LangT, S) = Nat(7T, SK) (1.14)

i cili éshté natyral né S € A®. Kur ekzistojné kolimitet né A, L jepet me anén e
barazimit
Le = Lim((K | ¢) = M - A) (1.15)

ku P éshté projeksioni (m, Km — c¢) — m.

Pohimi qé pason tregon se kolimitet dhe limitet po ashtu mund té pérshkruhen me
anén e zgjerimeve té Kanit qé tregon se koncepti i kétyre zgjerimeve mbart né vetvete
mjaft pérgjithési.

Teoremé 1.3.4 Njé funktor T : M — A ka njé kolimit atéheré dhe vetéem atéheré
kur ai ka njé zgjerim té majté té Kanit lidhur me té vetmin funktor Ky : M — 1, dhe
atéheré LimT' éshte vlera e Lang,T" mbi té vetmin objekt té kategorisé 1.

Vértetim. Njé funktor S : 1 — A éshté thjesht njé objekt a € A, dhe njé transformim
natyral o : T" — SK; pér K7 : M — 1 éshté thjesht njé kon me bazé T dhe kulm
a. Megénése zgjerimi i majté i Kanit éshté i tille qé n : T — LK; éshté shigjeté
universale, kjo siguron automatikisht njé kon universal me bazé T e rrjedhimisht
kolimitin e funktorit 7. m

Simetrikisht zgjerimet e djathté té Kanit lidhur me té njéjtin K7 japim limitet.

1.4 Kriteri Bieri-Eckman péer modulet

Né kété paragraf do té shohim se si kriteri Bieri-Eckman pér modulet karakterizon
konditén F'P, (n € N,) pér modulet térésisht me anén e funktoréve Tor dhe Ext.
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Para se té japim pérkufizimin e kondités F' P, dhe mé pas kriterin, po rendisim disa
rezultate nga teoria e moduleve me paraqitje té fundme.

Pohim 1.4.1 Konditat e méposhtme pér njé R-modul M jané té njéviershme.
(i) Ekziston njé varg ekzakt R™ — R" — M — 0 ku m,n € N;

(i1) Ekziston njé varg ekzakt P, — Py — M — 0 ku Py dhe Py jané module projektivé
dhe me pérftim té fundém;

(11i) M éshté me pérftim té fundém, dhe pér ¢do epimorfizéme : P — M ku P éshté
projektiv dhe me pérftim té fundém, kere éshté me pérftim té fundém.

Vértetimi i kétij pohimi bazohet né té ashtéquajturen Lema e Schanuel-it.

Lemé 1.4.2 Le té jené dhéné 0 - K — P — M — 0 dhe 0 - K' - P — M — 0
vargje ekzakté ku P dhe P’ jané projektivé. Atéheré P ® K' = P' & K.

Vértetim. Le té jeté () pullback-u i epimorfizmave té diagramit

P/

l’“

P?M,

domethéné, @) éshté nénmoduli i P x P’ i pérbéré nga ciftet (x,z’) té tille qé n(z) =
7'(2"). Mund té tregohet lehté tani se ekziston njé diagram ndérrimtar

‘]/ K/

K>—>Q—>>P/

|

K—P—M

me rreshta dhe kolona ekzakte. Meqénése P dhe P’ jané projektivé, dy vargjet ekzakte
qé pérmbajné ) duhet té ndahen dhe né kété ményré marrim PO K' 2 Q =2 P& K.
|

Vértetimi i pohimit Implikimet (iii) = (i) = (4i) jané evidente. Pér té
provuar (ii) = (iii), vérejmé sé pari se M éshté, né kushtet (i7), me patjetér me
pérftim té fundém, meqé F, éshté me pérftim té fundém. Po té aplikojmé lemén e
Schanuel-it marrim P @ ker{Py — M} = P, @ kere. Por krahu i majté éshté me
pérftim té fundém nga supozimi, rrjedhimisht i tillé do té jeté edhe kere. m

Moduli M do té quhet me paraqitje té fundme né qofté se pér té plotésohen konditat
e pohimit [I.4.1] Zakonisht themi se kondita (i) e pohimit jep njé paragitje me n
gjeneratoré dhe m relatoré. Ky pérkufizim mund té pérgjithésohet mé tej si vijon.
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Pérkufizim 1.4.3 Njé modul M do té quhet i tipit FP,, (n > 0) né qofté se ekziston
njé rezolucion projektiv i pjesshéem P, - P, 1 — -+ — Py — M — 0 ku P;-té jané
me pérftim té fundém. M do té quhet i tipit FP,, né qofté se éshté i tipit FP,, pér
¢do n > 0.

Eshté e qarté qé F P, éshté e njéjté me té génit té modulit me pérftim té fundém,
kurse F'P; e njéjté me té qénit té tij me paraqitje té fundme. Pohimi mund té
pérgjithésohet né ményré gé té hapé shtegun pér pérdorimin e pérkufizimit té ri.

Pohim 1.4.4 Pér ¢do modul M dhen > 0 konditat e méposhtme jané té njévlershme:

(i) Ekziston njé rezolucion i pjesshém F,, — -+ — Fy — M — 0 ku ¢do F; éshté i
liré me rank té fundém;

(ii) M éshté FP,;

(11i) M éshté me pérftim té fundém, dhe pér ¢do rezolucion té pjesshém projektiv
P — -+ = F —- M — 0 ku P, jané me pérftim té fundém dhe k < n,
ker{ P, — Pj._1} éshté me pérftim té fundém.

Para se té béjmé vértetimin e kétij pohimi do té vértetojmeé njé pérgjithésim té lemeés
sé Schanuel-it.

Lemé 1.4.5 Le té jenée dhéné

O—-PFP, —-FP1——=F—=M=0
dhe

0P —P ,—--—>FP—-M=0
dy vargje ekzakte ku P; dhe P! jané projektivé pér ¢do i < n — 1. Atéheré,

PROP P, OP,d - XPoP®PydPsd---

Rrjedhimisht, né qofté se P; dhe P/ jané me pérftim té fundém péri < n—1, atéheré
P, éshté me pérftim té fundém vetém né qofté se P! éshté i tillé.

Vértetim. Vértetimin do ta béjmé me induksion sipas n. Le té jené K dhe K’
pérkatésisht bérthamat e P,_o — P,_3 dhe P, , — P/ 5. Nga supozimi induktiv
kemi

KoQ2K o

ku
Q=F, ,&F 30

dhe
Q/:Pn—Q@P;L—E}@...
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Nga ana tjetér kemi vargjet ekzakte

0—P,——=P, 1 6Q—=K®Q——=0

lg

0—sP ——P GQ —K&Q—=0
Megénése P,_1 ® @ dhe P, | & Q' jané projektivé, atéheré lema e Schanuel-it sjell qé
PH@P;L_l@Q/gP;L@Pn—I@Qa

qé éshté izomorfizmi i kérkuar. m

Vértetimi i pohimit Implikimi (i) = (i7) éshté trivial. Shohim tani (i) =
(17i). Né qofté se M éshté i tipit F'P,, atéheré pér ¢do k < n ekziston njé rezolucion
projektiv i pjesshém P, — --- — Fy — M — 0 ku P, jané me pérftim té fundém
dhe ker{P, — P;_1} éshté me pérftim té fundém. Nga lema e mésipérme rrjedh qé
¢do rezolucion projektiv i pjesshém P, — .-+ — B, — M — 0 me P/ me pérftim
té fundém, e ka ker{P, — P/ _,} me pérftim té fundém, dhe atéheré ka vend (iii).
Sé fundi shohim (i7i) = (7): Né qofté se (iii) éshté e vérteté atéheré ne mund ta
ndértojmeé rezolucionin F,, — --- — Fy — M — 0 hap pas hapi. m

Pohimi i méposhtém tregon se ¢faré ndodh nése konditat e pohimit plotésohen

pér té gjitha n > 0.

Pohim 1.4.6 Konditat e méposhtme pér nje modul M jané ekuivalente:
(i) M ka njé rezolucion té liré dhe me pérftim té fundém.
(i1) M ka njé rezolucion projektiv dhe me pérftim té fundém.

(iii) M éshié i tipit FPy.

Vértetim. Implikimet (i) = (i7) = (i7i) jané evidente. Né qofté se (iiz) éshté e
vérteté atéheré mund té pérdorim pohimin [I.4.4] (iii) pér té ndértuar hap pas hapi
njé rezolucion té liré té tipit té fundém, e rrjedhimisht kemi qé (di7) = (7). m

Pér té vértetuar rezultatin kryesor té kétij paragrafi qé éshté teorema do té
japim pa vértetim edhe disa pohime nga [42] té cilat do té nevojiten né vértetimin e
kriterit Bieri-Eckmann pér modulet FP ..

Lemé 1.4.7 Pér njé modul M € Mod-R pohimet e meposhtme jané té njévlershme.
(a) M éshté me pérftim té fundém.

(b) Pér ¢do familje (X;)ier nga R-Mod, homomorfizmi

0: M ®g HXZ' — H(M ® X;) i tillé g¢ m Qg (2:)icr = (M O T4)ier,

el el

éshté nje syrjeksion natyral.
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(¢c) Pér ¢do bashkési I homomorfizmi natyral p : M ®r R — (M ®r R)! = M!
éshté syrjektiv.

Lemé 1.4.8 Pér njé modul M € Mod-R pohimet e méposhtme jané té njévlershme.
(a) M éshté me paraqgitje té fundme.
(b) Pér ¢do familje (X;)ier nga R-Mod, homomorfizmi
¢ : M ®g HXz' — H(M ® X;) i tillé g¢ m @p (x;)ier = (M ®p 2;)ier,
iel i€l
éshté njé izomorfizém natyral.

(¢c) Pér ¢do bashkési I homomorfizmi natyral o : M ®r R — (M ®r R)! = M!
éshté izomorfizém.

Lemeé 1.4.9 Pér nje modul M € R-Mod pohimet e méposhtme jané té njevlershme.
(a) M éshté me paragitje té fundme.
(b) Funktori Hom(M,e) : R-Mod — Ab ruan kolimitet e filtruar.

Vértetimet e tre pohimeve gé pasojné jané tonat. Ekzistojné edhe vértetime té tjera
pér to, psh tek |11], por ne vendosém té japim vértetime qé bazohen né njohuri qé
pérfshihen vetém né tezé.

Pohim 1.4.10 Pér njé modul M € Mod-R dhe n > 1 pohimet e méposhtme jané té
njévlershme.

(i) M éshté i tipit FP,.
(ii) Tory(M,e) ruan produktet e drejté pér0 <k <n — 1.

Vértetim. (i) = (4¢): Shohim né fillim rastin kur n = 1. Duke qéné se M éshté e tipit
FP1, ajo do té jeté me paraqitje té fundme, atéheré nga lemma [I.4.8 kemi q¢ M ®@p o
ruan produktet e drejté. Mirépo nga ana tjetér, M @z e ~ Tory(M,e), prandaj kemi
té vérteté pohimin pér n = 1. Sé dyti, pér n > 2, meqgénése M éshté FP,,, do té
ekzistojé njé rezolucion i liré me pérftim té fundém

P:R" —» R ... 5 RM 5 R 5 M — 0.

Pér ¢do familje (X;)ie; € R-Mod dhe pér ¢do 0 < k < n—1, dimé se Tory (M, [[,.; Xi) =
Homologjiné(P ®r [ [;c; Xi). Nga ana tjetér kemi diagramin e méposhtém ndérrimtar

RF» ®r Hie[ X; —— R ®R Hie[ Xi T R @R Hie[ Xi—=0

o] on| |

Hie[(Rkn ®p X;) — HieI(Rkn_l Qp X;) —=+ - —— HieI(RkO ®r Xi) —=0
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ku pasqyrimet vertikale jané izomorfizma nga [7], §3, shémbulli 3, rreshti i sipérm
éshté kompleksi P ®p [[;c; Xi dhe pér ¢do 0 < k < n — 1 homologjia e rreshtit té
poshtém éshté izomorfe me [, ; Tory (M, X;). Rrjedhimisht marrim izomorfizmin e
kérkuar Tory (M, [[;c; Xi) = [1,; Tori(M, X;).

(i1) = (4): Vértetimin do ta kryejmé me induksion sipas n > 1. Rastet n = 1 dhe
n = 2 do té kérkojné trajtim té veganté. Pér n = 1 kemi qé Torg(M, ) ruan produktet
e drejté. Meqé Torg(M,e) ~ M ®p e, mund té shfrytézojmé lemén nga e cila
marrim qé M éshté e tipit FP;. Tregojmeé vértetésiné e pohimit pér n = 2, domethéneé
se sa heré qé Tory (M, e) dhe Torg(M,e) ruajné produktet e drejté, atéheré M éshté
e tipit FP,. Nga meé sipér kemi qé M éshté e tipit FP; e pér pasojé ekziston njé
rezolucion i liré me pérftim té fundém

R — RM — M — 0.

Po té shénojmé me K bérthamén e pasqyrimit té skajit té majté, marrim vargun e
shkurtér ekzakt
0— K — R — M —0. (1.16)

Vargu i paré i gjaté ekzakt i Tor i induktuar prej tij, do té keté si pjesé fundore vargun
ekzakt té méposhtém

0— Tor (M, X) > K®p X - R ®@p X = M@r X =0

Pér X = [[,.; Xi, kemi diagramin e méposhtém komutativ

iel

0 —— Tor (M, Hie[ Xi) —= K ®r Hie[ X;— R @p Hie[ Xi— M ®r Hie[ X;

T A

0— Hie] Torl(M, Xi) - Hie[ K®pX;— Hie[ R Qp X; — Hie[ M ®gr X;

ku izomorfizmat e skajeve jané nga supozimi induktiv, kurse i treti nga fakti qé R
éshté i liré me pérftim té fundém. Gjithashtu té dy rreshtat jané ekzakte dhe né kéto
kushte mund té zbatojmeé lemén 5, prej sé cilés kemi gé pasqyrimi ¢ éshté izomorfizém
gé do té thoté se K éshté FP; e rrjedhimisht M éshté FP,. Sé fundi do té vértetojme
implikimin e pohimit toné pér n > 3. Po té kemi parasysh se tek RFo &shté i
sheshté, marrim pér ¢do 2 < k < n — 1 dhe ¢do modul X izomorfizmin

Tor,_1 (K, X) = Tory (M, X). (1.17)

Kurse, nga vértetimi i rastit n = 2, kemi qé Torg(K, ®) ruan produktet e drejté.
Nése tani tek (1.17) marrim X = [[,.; X, shohim se pér 1 < k-1 < n — 2,
Tory—1 (K, [[;e; Xi) = [1;e; Tore—1 (K, X;) e cila sé bashku me faktin qé Torg(k, o)
ruan produktet e drejté dhe supozimin induktiv, na jep qé K éshté e tipit FP,,_1, e
pér rrjedhojé M éshté e tipit FP,. m

Pohim 1.4.11 Pér njé modul M € R-Mod dhe n > 1 pohimet e méposhtme jané té
njévlershme.
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(i) M éshté i tipit FP,.
(ii) Ext"(M,e) ruan kolimitet e filtruar pér 0 <k <mn — 1.

Vértetim. (i) = (i7): Shohim né fillim rastin kur n = 1. Duke qéné se M éshté e tipit
FP4, ajo do té jeté me paraqitje té fundme, atéheré nga lemmam Hom(M, e) ruan
kolimitet e filtruar, e rrjedhimisht e njéjta gjé ndodh me Ext’(M, o) si ekuivalenti i
Hom(M, e). Le té jeté tani n > 2 dhe

R"» - R"'— ... 5 R'" 5 R M—=0

njé rezolucion i liré me pérftim té fundém i M-sé me gjatési n. Pér ¢do familje té
drejtuar modulesh (X;);e7r kemi diagramin e méposhtém ndérrimtar

0 — Hom(R*, Limz X;) — - - - —— Hom(R*~", Limz X;) — Hom(R*", Lim7 X;)

| | l

0— LimzHom(R*, X;) — - - - — LimzHom(R*~*, X;) — LimzHom(R*", X;)

ku homomorfizmat vertikale jané izomorfizma pasi pér ¢do 0 < k < n,
LimIHom(Rs’“, Xz) = leI(Xlsk) = (LzmIXZ)S’“

meqé kolimitet e filtruar ndérrojné me produktet e drejté té fundém (teoremall.2.10)),
dhe nga ana tjetér, qartésisht kemi qé

(LimzX;)*™ = Hom(R*, LimzX;).

Ndérkaq pér ¢do 0 < k < mn — 1, homologjia e kompleksit té rreshtit té sipérm
té diagramit nuk éshté vecse Ext®(M, LL)ani), ndérsa ajo e atij té poshtém éshté
Iﬂ)lIExtk(M , X;) sepse dimé gé homologjia ndérron me kolimitet e filtruar.

(17) = (1): Vértetimin do ta kryejmé me induksion sipas n > 1. Rastet n = 1 dhe
n = 2 do té kérkojné trajtim té vecanté. Pér n = 1 kemi qé Ext’(M, o) ruan kolimitet
e filtruar, dhe meqénése Ext’(M, o) ~ Hom(M, e), atéheré nga lema kemi qé M
éshté FP,. Mé tej tregojmé vértetésiné e pohimit pér n = 2, domethéné té tregojmeé
se sa heré qé Ext’(M, ) dhe Ext! (M, o) ruajné kolimitet e filtruar, kemi qé M éshté e
tipit FP,. Duke qéné se M éshté e tipit FP; meqé Ext’(M, o) ruan kolimitet e filtruar,
atéheré ekziston njé rezolucion

R — R* = M — 0

dhe po té jeté K bérthama e pasqyrimit té fundit majtas, kemi edhe vargun e shkurtér
ekzakt
0K —R*— M—0. (1.18)

Nga teorema e vargut té dyté ekzakt pér Ext kemi vargun e méposhtém ekzakt

0 — Hom(M, X) — Hom(R*, X) — Hom(K, X) — Ext'(M, X) — 0.
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Pér ¢do familje té drejtuar modulesh (X;);ez, marrim diagramin ndérrimtar

Hom(M, Limz X;) = Hom(R*, Limz X;) — Hom(K, Limz X;) ~ Ext' (M, LimzX;) -~

0
lg lg \Ld) ig l:
0

LimzHom(M, X;) — LimzHom(R™, X;) — LimzHom(K, X;) — %’LIExtl(M, X;) =

Nga kushtet kemi qé homomorfizmi i paré vertikal majtas dhe ai i dyté djathtas jané
izomorfizma, si tek vértetimi i kushtit té nevojshém del se homomorfizmi i dyté verti-
kal majtas éshté po ashtu izomorfizém, dhe atéheré lema 5 sjell qé v éshté izomorfizém
gé do té thoté se K éshté me paraqitje té fundme, dhe rrjedhimisht M éshté e tipit
FP,. Supozojmé tani se pér ¢do n > 3 dhe pér ¢do 0 < k <n —1, Extk(M, e) ruan
kolimitet e filtruar dhe duam té tregojmé se M éshté e tipit FP,. Meqé tek
R?®0 éshté projektiv do té kemi qé pér 1 < k <n — 2,

ExtF(K, X) = Ext"™ (M, X),

e rrjedhimisht Ext” (K, e) ruan kolimitet e filtruar pér ¢do 1 < k < n — 2, ndérkaq,
si tek vértetimi i rastit n = 2, Ext"(K, ) ruan kolimitet e filtruar, dhe atéheré nga
supozimi induktiv do té kemi se K éshté e tipit FP,_;. Kjo sjell qé¢ M éshté e tipit
FP,, si¢ déshironim. m

Njé funktor F' : R-Mod — R-Mod do té quhet ¢ vazhdueshém né qofté se ai ruan
té gjithé kolimitet e filtruar, domethéné qé F(é@_@(M)) = QZ_Q)”L(F(M)) pér ¢do funk-
tor M : J — R-Mod ku J éshté kategori e filtruar. Njé rrjedhim i réndésishém i
pohimeve [1.4.10| dhe [1.4.11] éshté teorema e méposhtme

Teoremé 1.4.12 (Kriteri Bieri-Eckmann) Le té jeté M € R-Mod. Pohimet e
meéposhtme jané ekuivalente.

(i) M éshté i tipit FP.
(ii) Pér ¢don >0, Exty(M,e) ruan kolimitet e filtruar (éshté i vazhdueshém).
(i4i) Pér ¢domn >0, Tor™" (M, e) ruan produktet e drejté.

Vérejtje 1.4.13 Interesi yné pér pikén (iii) té teoremés éshté pérdorimi i saj
né vértetimin e kushtit té mjaftueshém té teoremés [2.3.1 Né até rast, rolin e unazés
R e luan unaza monoidale ZS ku S éshté njé monoid inversiv. Dihet qé pér monoidét
inversivé ZS = ZS°PP ku rolin e izomorfizmit e luan pasqyrimi s — s~ Pér kété

arsye Tor”5””" (M, ) tek (iii) i teoremés [1.4.12| zévendésohet me Tor”% (M, o).

n

1.5 Konditat FP, dhe bi-FP, per monoidet

Rezultatet e pérgjithshme té paragrafit té mésipérm do ti zbatojmé pérgjaté tezes
pér monoidét dhe pér kété arsye do té japim né kété paragraf pérkufizimet e koditave
FP,, dhe bi-FP,, pér ta.
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Njé monoid S do té quhet i tipit F'P, pér n > 0 kur ZS-moduli trivial Z éshté i tipit
FP,, né kategoriné ZS-Mod. Ai do té quhet i tipit FP,, kur éshté i tipit FP,, pér ¢do
n > 0.

Shémbull 1.5.1 (Monoidét e tipit FP, kun = 0, 1) Té gjithé monoidét jané té tipit
FPy. Njé grup G éshté i tipit FP; vetém kur éshté me pérftim té fundém (folklor).
Njé monoid inversiv éshté i tipit FP; vetém kur éshté me pérftim té fundém [32].

Shémbull 1.5.2 (Monoidét e fundém jané té tipit FP,) Cdo monoid i fundém S
éshté i tipit FP,,. Né kété rast si rezolucion i liré me pérftim té fundém shérben i
ashtéquajturi bar rezolucioni johomogjen:

1?)

B:..—B, - B | B, -

By——=17 0

ku pér cdo n > 0, B, éshté ZS-moduli i majté i liré me bazé bashkésiné e n-sheve
[z1|22|...|z,] té elementéve té S dhe pasqyrimet qé figurojné aty jepen nga formulat:

n—1
On 1|2l 0] = 21 (sl 2] + D (=1 [0a] |z | |z] + (= 1) 21|20
i=1

dhe
el = 1.
Ekzaktésia e vargut (B) provohet duke treguar se familja e pasqyrimeve
A1) = [, Au(almn], o [20]) = [o]21]..2a] T2 >0

pérbén njé homotopi kontraktuese. Sé fundi, secila prej B,, éshté me rank té fundém
pasi S ka njé numér té fundém elementésh, prandaj S éshté e tipit FP.

Me interes pér ne jané edhe monoidét e tipit bi-FP,,. Monoidi S do té quhet i tipit bi-
FP, né qofté se ZS éshté i tipit FP,, né kategoriné ZS ®z ZS°PP-Mod. Ky pérkufizim
éshté dhéné pér heré té paré nga Otto dhe Kobayashi tek [45]. Né qofté se monoidi
éshte i tipit bi-FP,, pér ¢do n > 0, atéheré ai do té quhet i tipit bi-F P, . Ka vend
pohimi i méposhtém.

Pohim 1.5.3 ( [45], Pohimi 4.2) Né qofté se monoidi S éshté i tipit bi-FP, pér
ndonjé n > 0, atéheré ai éshté i tipit FP,.

Vértetim. Le te jeté

On 02 o1

C, Ch Co 7S 0 (1.19)
njé rezolucion i liré me rank té fundém i ZS, pra njé kompleks ekzakt ku secila C}
éshté njé shumeé e drejté e fundme kopjesh té ZS ®z ZS°PP. Eshté e qarté qé ((1.19
mund té shihet edhe si njé rezolucion i liré i ZS né Mod-ZS. Po té tensorojmé tani
(1.19) me ZS modulin e majté trivial Z, atéheré pérftojmé kompleksin

Cn®ZSZ—>"'—>Cl®25Z—>Co®25Z—>Z—>O (120)

né ZS-Mod i cili éshté ekzakt sepse pér ¢do k > 0, Hy(C), ®z57Z) = Tor25(ZS,Z) = 0
meqénése ((1.19) éshté njé rezolucion i liré i ZS. Gjithashtu ((1.20)) éshté me rank té
fundém meqénése i tillé ka qené edhe (1.19)). =
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1.6 Dimensioni kohomologjik

Né qofté se M € R-Mod, do té quajmé dimension projektiv té M-sé té cilin e
shénojmeé me proj dimg M, inferiorin e n > 0 té tilla qé M ka njé rezolucion projektiv
me gjatesi n:

0O—F,—---—F—0.

Né qofté se M nuk ka njé rezolucion té tillé té fundém, do té themi qé proj dimg M =
oo. Para se té japim pérkufizmin e dimensionit kohomologjik té njé monoidi do té na
nevojitet kjo lemé.

Lemé 1.6.1 Konditat e méposhtme jané ekuivalente:
(i) proj dimg M < n.
(ii) Extn(M,e) =0 péri > n.

(iii) Exty (M, e) = 0.

(iv) Né qofté se 0 - K — P, 1 — -+ = Py — M — 0 éshté njé varg ekzakt
modulesh ku té gjitha P;-té jané projektivé, ateheré K éshté projektive.

Vértetim. Vargu i implikimeve (iv) = (i) = (i) = (i17) éshté i qarté nga pérkufizimet,
késhtu qé mbetet pér t'u vértetuar (iii) = (iv). Le té jeté dhéné njé rezolucion pro-
jektiv si tek (iv), atéheré e plotésojmé até né ményré té ¢fardoshme né njé rezolucion
projektiv té pafundém

—sPpy—=P—>Py —> i —=Py—= M —=0
L K

Pér ¢do R-modul N, njé (n + 1)-ko-cikél nga Hompg(P, 41, N) éshté njé pasqyrim
P,y — N kompozimi i té cilit me P, — P, 1 éshté zero. Pér pasojé ¢do ko-cikeél
mund té konsiderohet si njé pasqyrim ¢ : L — N. Ky kocikél do té jeté njé ko-kufi
né qofté se ¢ zgjerohet né njé pasqyrim P, — N. Kjo do té thoté se (iii) sjell qé
¢do pasqyrim mbi L zgjerohet né P,. Kjo né vecanti ndodh me identikun né L, dhe
ateheré P, = L & K, cka sjell gé¢ K éshté projektive. m

Interesi yné éshté pér modulet mbi unazat monoidale ZS. Me pérkufizim do té themi
se njé monoid S ka dimension kohomologjik, qé e shénojme me cdS, numrin n € N,
né qofté se n éshté mé i vogli numér natyror ose zero i tillé qé ¢do njéra nga konditat
e lemés té jeté e vértete.

1.7 Ndryshimi i unazave

Problemi té cilin do té trajtojmé né kété paragraf éshté ai i studimit té efektit qé ka
mbi grupin Ext’, ndryshimi i unazés R. Mé konkretisht, le té jené R dhe R’ dy unaza
dhe U : R'-Mod — R-Mod njé funktor aditiv. Ka vend teorema e méposhtme.
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Teoremé 1.7.1 (i) Né qofté se U ka té bashkéngjitur té majté F : R-Mod —
R/-Mod dhe né qofté se U ruan epimorfizmat, atéheré F ¢on projektivét né pro-
jektive.

(ii) Né qofté se U ka té bashkéngjitur té djathté F : R-Mod — R/-Mod dhe né qofté
se U ruan injeksionet, atéheré F con injektivét tek injektivét.

Vértetimi i teoremés éshté rrjedhim i menjéhershém i lemés sé méposhtme (dhe dualit
té saj), 1 teoremés , pér aplikimin e sé cilés kemi parasysh gé né njé kategori
modulesh monomorfizmat jané limite dhe epimorfizmat jané kolimite, dhe sé fundi i
faktit qé ¢do funktor aditiv i cili ruan bérthamat dhe kobérthamat éshté ekzakt.

Lemé 1.7.2 Le té jeté dhéné (F,G,p) : C — D njé bashkéngjitje. Né qofté se G
pasqyron epit né epi, ateheré F' pasqyron projektivét né projektivé.

Vértetim. Pér ¢do objekt projektiv P né C' konsiderojmé diagramin né D,

F(P)

lf

A—">B

Po té aplikojmé mbi té G-né dhe pastaj té béjmé kompozimin G f o np = ¢ f marrim
diagramin e méposhtém

P
lwf
GA-%% GB

tek i cili, nga supozimi, Gv éshté pérséri epi. Nga vetia projektive e objektit P tani
ekziston njé shigjeté ¢’ : P — GA né C e tillé q¢ Gv o)/ = ¢f. Po té shénojmé
me 1) = o~ 1(¢)'), e cila éshté njé shigjeté nga D(F P, A), barazimi i fundit shkruhet
Gro(y) = ¢f. Po té kemi parasysh ndérrimtariné e diagramit

D(FP, A)—=C(P,GA)
D(FP,u)l lC(P,sz)
D(FP,B)—~C(P,GB)

marrim barazimin ¢(r) = ¢f e meqé ¢ éshté injektiv pérfundimisht kemi qé f = v
e cila vérteton projektivitetin e F'P. m

Vérejtje 1.7.3 Né ményré té ngjashme mund té vértetohet edhe duali i késaj leme
pér injektivét.
Le té jeté U tani njé funktor qé kénaq kushtet e teoremés ndérsa A dhe B dy
module nga pérkatésisht R-Mod dhe R’-Mod. Zgjedhim njé rezolucion projektiv té
A-sé

P P, P, P,
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dhe konsiderojmé kompleksin

FP:--- FP, FP, 1 —. ---—FPF

i cili nga teorema éshté kompleks projektiv nga R’-Mod por ndoshta jo aciklik.
Megjithaté, megénése F' éshté ekzakt djathtas (meqé F' ka té bashkéngjitur té djathté
ai ruan kolimitet e pér pasojé kobérthamat né veganti (shiko shembullin ), do
té kemi

Hyo(FP) = FA.

Tani le té jeté P’ njé rezolucion projektiv i FA dhe v : FP — P’ pasqyrimi i
komplekseve i induktuar nga 1p4. Duke kombinuar kété me bashkéngjitjen (F, U, ¢)
pérftojmé ko-kompleksin

Homp (P', B') - Homp (FP, B') —— Hompg(P,UB’)

dhe duke kaluar né homologji pérftojmé homomorfizmat
O Exth (FA,B') — Exth(A,UB’) pér n=0,1,2, ... (1.21)

té cilét jané natyralé né A dhe B’. Vérejmé tani se nése F' ruan injeksionet, domethéné
nése I’ éshté ekzakt, atéheré FP éshté rezolucion projektiv i FA dhe pér pasojé W
éshté njé izomorfizém natyral i pércaktuar né ményré té vetme nga . Teoria qé
zhvilluam deri tani mund té aplikohet né kété situaté specifike. Le té jeté dhéné ~ :
R — R’ njé homomorfizém unazash. Dihet qé ¢do R’ modul M’ mund té konsiderohet
si R modul népérmjet v duke pozuar

rm’ =~y(r)m' kur € R dhe m’ € M'. (1.22)

Kété modul do ta shénojmé me UM’ dhe né kété ményré pércaktohet njé funktor
U7 : R-Mod — R-Mod té cilin do ta quajmé funktori i ndryshimit té€ unazave i
induktuar nga v : R — R'. Kjo éshté arsyeja qé paragrafi né shtjellim ka kété titull.
Pér U” ka vend pohimi i méposhtém.

Teoremé 1.7.4 Funktori UY : R'-Mod — R-Mod ruan epimorfizmat dhe ka té
bashkéngjitur té€ magté funktorin F : R-Mod — R'-Mod té pércaktuar nga barazimi

FM =R ®p M, ku M € R-Mod; (1.23)

kétu R’ éshté konsideruar si R modul i djathté népérmjet v, dhe F M fiton strukturén
e njé R’ moduli nga faktori R qé ka majtas produktit tensorial.

Vértetim. Né ményré té qarté U” ruan epimorfizmat. Pér té vértetuar ekzistencén e
njé bashkéngjitjeje, sé pari kujtojmé qé nga teorema themelore e produktit tensorial
kemi izomorfizmin natyral

I': R-Mod(R ®z M, B') = R-Mod(M, R-Mod(R', B')).
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Nga ana tjetér mund té ndértohet njé pasqyrim
A : R-Mod(M, R-Mod(R’, B')) — R-Mod(M,U"B")
i tillé qé o
A(E) = € ku &(x) = §(x)(1)
ku 1’ éshté njéshi i R’ dhe x € M e £ € R-Mod(M, R'-Mod(R', B')) jané ¢farédo.
Vértetimin e faktit qé¢ A éshté izomorfizém natyral po e ménjanojmeé pasi éshté ru-
tiné. Sé fundi, kompozimi i dy izomorfizmave natyrale I' dhe A jep bashkéngjitjen e

kérkuar. m
E zbatuar né rastin konkret tani (1.21]) ka formén

U Exth (R ®@r A, B') = Exth(A,U'B).

Ka vend rezultati i méposhtém.

Pohim 1.7.5 Né qofté se R’ éshté i sheshté si R modul i djathté népérmjet v, atéheré
U Erty (R ®@r A, B") — Exty (A, U'B')

éshté njé 1izomorfizém natyral.

Vértetim. Né kushtet e dhéna, funktori F' i pércaktuar nga ((1.23)) éshté ekzakt. m
Né té njéjtén ményré me té cilén u veprua pér té pérftuar (1.21)) mund té zbatohet
rezultati i teoremés (ii) pér té pérftuar homomorfizma natyrale té trajtés

U Exth, (A, FB) — Exth(UA', B). (1.24)

Pér mé tepér W éshté izomorfizém natyral né qofté se F ruan syrjeksionet, pra kur
éshté ekzakt. Do ti kthehemi sérish funktorit U” : R’-Mod — R-Mod. Ka vend kjo
teoreme per te.

Teoremé 1.7.6 Funktori UY ruan injeksionet dhe ka té bashkéngjitur té djathté F
R-Mod — R'-Mod té dhéné nga barazimi

FM = R-Mod(R', M) ku M € R-Mod; (1.25)

kétu R’ konsiderohet si R modul i majté népérmgjet v, dhe FM fiton strukturén e njé
R’ moduli me anén e strukturés si R’ modul i djathté qé ka R'.

Veértetim. Ngjashmérisht me vértetimin e teoremeés [1.7.4] ndértojmé pasqyrimin
Q: R-Mod(B', R-Mod(R',M)) — R-Mod(U"B’, M)
te tillé qé o
Q(¢) = E ku {(x) = {(a)(V)
pér ¢do x € U'B’ dhe £ € R'-Mod(B’, R-Mod(R', M)). Vértetohet se ai éshté izo-
morfizém natyral qé provon bashkéngjitjen. m

Po té zbatojmé homomorfizmin ([1.24]) né kushtet e teoremés [1.7.6|, pérftojmé homo-
morfizmin natyral

U : Ext? (A, R-Mod(R', B)) — Exti(U A', B).
Ngjashmérisht me pohimin ka vend ky
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Pohim 1.7.7 Né qofté se R’ éshté projektiv si R modul i majté népérmjet -y, atéheré
U Exth, (A, R-Mod(R', B)) = Exty(UYA’, B)

éshté izomorfizém natyral.
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Kapitulli 2

Kondita fundshmeérie homologjike
per monoidet inversive

2.1 Disa rezultate paraprake

Njé ményré e dobishme pér té kérkuar informacion té natyrés homologjike pér njé
monoid inversiv éshté té studiojmé vetité homologjike té néngrupeve té tyre maksi-
malé dhe té shohim se deri né ¢faré mase ato pécaktojné veti té caktuara té monoidit.
Ka prova té ndryshme té dhéna tek [15] qé kjo pérqasje éshté vértet e dobishme. Né
kéte artikull autorét kané treguar qé njé monoid i Klifordit S éshté i tipit F'P, vetém
kur S pérmban njé idempotent minimal e dhe néngrupi maksimal i S qé pérmban
e éshté i tipit F'P,. Pér klasén mé té gjéré té gjysmégrupeve inversivé, ata tregojné
nén supozimin gé gjysmegrupi pérmban njé idempotent minimal, qé éshté i tipit F P,
vetém kur néngrupi i tij maksimal gé pérmban kété idempotent éshté i té njéjtit tip.
Ndryshe nga [15], né kété kapitull ne béjmé njé lidhje midis vetive homologjike té
njé monoidi inversiv S me ato té grupit té imazhit maksimal té tij G. Ne provojmé
qé S éshté i tipit F'P,, vetém kur S pérmban njé idempotent minimal dhe G éshté i
tipit F'Py. Ne gjithashtu tregojmé gé dimensioni kohomologjik i njé monoidi té liré
té Klifordit dhe ai i grupit té imazhit maksimal té tij pérputhen. Né kété rast ne
tregojmeé se dimensioni kohomologjik éshté njé, dhe kjo gjé e bén njé monoid té liré te
Klifordit njé tjetér kandidat pér té provuar njé teoremé analoge té Stalling Swan pér
gijysmégrupet inversivé. Né pérfundim té kétij kapitulli pércaktojmé indeksin e njé
nénmonoidi té ploté té njé monoidi inversiv me ané té grupeve té imazhit maksimal
té tyre dhe tregojmé qé né qofté se indeksi éshté i fundém, atéheré, monoidi éshté
i tipit FP,, vetém kur nénmonoidi i tij éshté i té njéjtit tip. Kjo veti ka homologen
e saj né teoriné e kohomologjisé sé grupeve. Kéto rezultate sigurojné mjaftueshém
prova se grupi i imazhit maksimal i njé monoidi inversiv pérmban informacion vital
té natyrés homologjike i cili mund té pérdoret pér té studiuar vetité homologjike té
veté monoidit, dhe prandaj meriton té studiohet meé tej.

Me pérkufizim S éshté njé gjysmégrup inversiv né qofté se pér ¢do element x ekziston
njé element i vetém 7! i tillé qé¢ * = xo~'x dhe 27! = a7 tar~!. Njé veti kyce e
gjysmégrupeve inversivé éshté qé idempotentét e tyre ndérrojné. Né qofté se S éshté
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njé monoid inversiv dhe F semilatisa e tij e idempotentéve, atéheré shénojmé me G
grupin e imazhit maksimal té S; domethéné G = S/o ku o éshté kongruencé mbi S
e pércaktuar si vijon. Pér ¢do a,b € S, acb atéheré dhe vetém atéheré kur ekziston
e € E e tillé qé ae = be, ose njésoj, né qofté se ekziston f € F e tillé qé fa = fb. Do
té shénojmé me v epimorfizmin kanonik pérkatés. Njéshi i G do té shénohet me 1.
Pérpara se té meremi me studimin e lidhjes sé grupeve té kohomologjisé sé S-sé dhe
té G-sé, do té shqyrtojmeé njé situaté mé té pérgjithshme. Le té jené K dhe L monoidé
té konsideruara si kategori té vogla me njé objekt té vetém, té shénuara pérkatésisht
me *xx dhe %7, dhe me morfizma, elementét e monoidéve pérkatés, dhe supozojmé
qé p : K — L éshté njé epimorfizém cfardo monoidesh. Pércaktojmé J : K — L
mbi objektet J(xx) = %, dhe pér ¢do s € K pércaktojmé J(s) = u(s), dhe mund té
tregohet lehté qé J éshté funktor duke pérdorur faktin gé ai rrjedh nga njé epimor-
fizém monoidesh. Funktori J indukton njé funktor J* : Ab” — ADb” sipas rregullit
J*(M) = MJ, pér ¢cdo L-modul M € Ab*.

Ndértimi i méposhtém éshté njé rast i vecanté i kategorisé presje [47]. Shénojmé me
$ | x1 kategoriné e J-objekteve mbi x; si vijon. Njé objekt i & | %, éshté njé cift
(*x,a) ku a : *p — *, éshté njé morfizém né L. Morfizmi s : (xx,a) — (xg,b) éshté
njé morfizém s : xx — *g i tillé qé diagrami

T(ox) = %1 ——7 o Jle) = %4
\ /

éshté komutativ. Me fjalé té tjera, gjendet njé morfizém s : (xx,a) — (*x,b) né qofté

se bJ(s) =

Lemé 2.1.1 Né qofté se kategoria presje S | *p éshté e filtruar, atéheré J* ka té
bashkégjitur té majté J dhe te dy funktorét jané ekzakté.

Veértetim. Meqgénése té gjitha kolimitet ekzistojné né Ab, atéheré duali i teoremés
tregon qé cdo funktor T € Ab® ka njé zgjerim té majté té Kanit Lan,T sipas
J té pércaktuar nga

Lan,T(x1) = Lim(S | #, — K — Ab), (2.1)
ku P éshté projeksioni (xx,a) — *x. Tani argumenti dual i dhéné né teoremén [1.3.2]
tregon qé funksioni 7'+ Lan,T pércakton njé té bashkéngjitur té majteé J té J*.
Si i bashkéngjitur i majté, J ruan kobérthamat, késhtu pér té provuar qé ai éshteé
ekzakt mbetet té tregojmé qé J ruan monomorfizmat gjithashtu. Le té jeté T} — Tp
monomorfizém né Ab™ | atéheré pohimi 3.1, f. 258 tek [48] tregon qé morfizmi i in-
duktuar T3 P — Ty P éshté gjithashtu monomorfizém né Ab>**Z. Duke e kondideruar
Ab si kategoriné e Z moduleve té djathté dhe duke kujtuar qé & | *;, éshté e filtruar,
ne mund té zbatojmé pohimin [1.2.8| pér té treguar qé morfizmi tjetér i induktuar
Lzl}(TlP) — I%n(TzP) éshté monomorfizém e cila nga éshté e njéjta gjé si té
thuash qé Lan;T)(xy) — LanjT5(*y) éshté gjithashtu monomorfizém. Pohimi 3.1, f.
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258 tek [48] pérséri tregon qé Lan T} — LanjT; éshté monomorfizém duke provuar
késhtu ekzaktésiné e J. Do té tregojmé gjithashtu qé J* éshté ekzakt. Pér kété ku-
jtojmeé fillimisht qé J* ruan bérthamat si i bashkéngjitur i djathté. Mbetet té tregojmé
gé ruan epimorfizmat gjithashtu. Vértet, né qofté se M; — My éshté epimorfizém né
Ab*%, atéheré homomorfizmi i induktuar MiJ(xg) = My — My = MyJ(xk) éshté
homomorfizém syrjektiv K-modulesh té majté. m

Do té shénojmé me KPP dualin e kategorisé (monoidit) K. Do té japim kétu pér ta
pérdorur mé voneé lemat e méposhtme vértetimi i té cilave mund té gjendet né ményre
mé té pérgjithésuar né [50].

Lemeé 2.1.2 Pér ¢do monoid K, ekzistojné izomorfizma ndérmget kategorive:
ABEXE? (AbK)K"” ~ (AbZK)ZK"“’ o~ ApZK@2LZKPP

Kétej e tutje ZK ®7ZK°PP do té quhet algjebra mbéshtjelleése e ZK dhe do té shénohet
pér shkurtim me ZK*¢. Né ményré té ngjashme kemi lemén e méposhtme.

Lemeé 2.1.3 Pér ¢do monoid S, ekziston njé izomorfizém ndérmgjet kategorive aditive

Ab® dhe Ab%® | ku ZS éshté aditivizimi i S.

2.2 Grupet e kohomologjisé dhe dimensioni koho-
mologjik

Pérderisa po pérpigemi té béjmé njé lidhje midis vetive homologjike té njé monoidi
inversiv me ato té grupit té imazhit maksimal té tij, éshté e natyrshme té konsiderojmeé
kohomologjiné e Eilenberg-MacLane té monoidéve e cila me pérkufizim jepet nga

H™(S, M) = Ext}o(Z, M).

Kétu S éshté njé monoid, M éshté S-modul i majté dhe Z éshté S-moduli trivial.
Lema e méposhtme éshté thelbésore né vértetimin e teoremés [2.2.2

Lemeé 2.2.1 & | x¢ éshté e filtruar dhe né qofte se S pérmban njée idempotent mini-
mal, atéheré S | xg éshté fortésisht e filtruar.

Vértetim. Le té jené (xg,a) dhe (xg,b) dy objekte t& & | *g. Mund té zgjed-
him o« dhe g € S té tilla qé pu(a) = a dhe p(B) = b, atéheré, nga pérkufizimi
a: (xg,a) = (xg5,1) dhe 5 : (xg,b) — (*g, 1) jané shigjeta né & | xg. Sé dyti, né qofté
se $1,89 : (kg,a) — (*g,b) jané shigjeta paralele, atéheré kemi bu(s;) = a = bu(ss),
qé do té thoté qé sjos, dhe si rezultat gjendet njé e € E i tillée gé es; = es,. Por né
ményré evidente, e : (xg,b) — (*g,b) éshté shigjeté né & | x¢, pér rrjedhojé barazimi
i mésipérm éshté barazim shigjetash né & | x¢. Kjo tregon qé & | *¢ éshté kategori
e filtruar. Sé fundi, supozojmé qé S pérmban njé idempotent minimal € dhe le té jeté
si : (xg,a) = (*g,a;) ku i € I njé kon i dhéné né & | xg. Pér ¢do i € I, zgjedhim
t; € S té tillé qé p(t;) = a;. Pér ¢do i dhe j € I kemi qé a;u(s;) = a = a;u(s;), prandaj
p(tisi) = p(t;s;). Atéheré ekziston njé idempotent e;; € E i tillé qé e;;t;s; = e;;t;s;.
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Duke shumézuar né té majté me € dhe duke kujtuar qé ¢ éshté idempotent minimal,
pérftojmé et;s; = et;s;. Si mé paré, € : (xg,1) — (xg, 1) éshté shigjeté né ¥ | *¢, pér
rrjedhojé familja e shigjetave et; ku i € I éshté plotésimi ndérrimtar i konit té dhéné
duke treguar qé & | g éshté fortésisht e filtruar. m

Teorema e méposhtme éshté analoge e teoremés 4.1 té [54] pér monoidét inversivé
né pérgjithési dhe gjithashtu analoge e pohimit 3.6 té |43] e cila lidh kohomologjiné
e Lausch té njé monoidi inversiv me kohomologjiné e Eilenberg-Mac Lane té grupit
té imazhit maksimal té tij.

Teoremé 2.2.2 Pér ¢do monoid inversiv S, pér ¢do n > 0 dhe ¢do ZG modul té
magjté M gjendet njé izomorfizém natyral

Extlo(Z, M) = Extlo(Z,3*M) (2.2)

ku J* = IgJ*I;", dhe Ig, Is jané izomorfizmat e lemés dhe Z éshté modul
trivial.

Vértetim. Nga lema dhe ajo kemi ekzistencen e funktorit J. Kompozimi
J = IoJIg' - Ab™ — Ab%Y éshté ekzakt meqénése Zg dhe Zg' jané ekzakté. Né
té njéjtén ményré ne mund té pérftojmé njé tjetér funktor ekzakt J* = TgJ*T ' :
Ab*® — Ab%®. Né fakt ky funktor éshté funktori i ndryshimit té unazave sipas [21].
Megénése ¢do izomorfizém éshté i bashkéngjitur i té anasjellit té tij, nga teorema 1,
f. 103 tek [47] shohim qé J éshté i bashkéngjitur i majté i J*. Tani mund té zbatojmé
teoremén 12.1, f. 162 té [21] pér té pérftuar pér ¢do n > 0 njé izomorfizém natyral

" : Bxtlo(JN, M) — Extls(N,J*M) (2.3)

pér ¢do M € Ab”® dhe N € Ab”™®. Po té zévendésojmé N me ZS-modulin e majté
trivial Z, atéheré JNN pérputhet me ZG modulin trival Z. Vértet, si¢ éshté provuar
né [21], funktori i ndryshimit té unazave J* ka té bashkéngjitur t& majté (i cili duhet
té jeté natyralisht izomorf me j) i dhéné nga rregulli N — ZG ®z5 N. Pér N = Z
shohim qé ¢do gjenerator g ®zs z 1 ZG ®zs Z mund té reduktohet si mé poshté:
gRz52=1®z55-2=1Rgzs 2 ku s € u(g). Pér rrjedhim, JZ = Z. Duke aplikuar
pér N = Z, marrim izomorfizmin natyral Ext}.(Z, M) = Ext}(Z,J*M). =

Izomorfizmi i teoremés tregon qé ¢cdG < c¢dS. Do té provojmé né pohimin mé
poshté gé né rastin e monoidéve inversivé té cilét pérmbajné njé idempotent minimal
dimensionet kohomologjiké jané té njéjté dhe mé pas pérftojmeé si njé rrjedhim qé
monoidét e liré té Klifordit e kané dimensionin kohomologjik njé.

Pohim 2.2.3 Le té jeté S monoid inversiv qé pérmban njé idempotent minimal .
Atéheré dimensioni kohomologjik i S dhe ai i grupit té imazhit maksimal té tij G
pérputhen.

Vértetim. Fillimisht japim strategjiné e vértetimit dhe pastaj do té procedojmé me
detajet teknike. Thelbi i vértetimit éshté té tregojmé qé J*ZG éshté projektiv si ZS
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modul i majté népérmjet  dhe mé pas pérdorim pohimin [I.7.7]1 cili jep né kété rast
njé izomorfizém natyral Exty.(Z, Homys(J*ZG, B)) = Ext;¢(Z,B) pér ¢don > 0
dhe B € Ab%®. Kjo implikon menjéheré qé cdS < ¢dG. Kjo, sé bashku me vérejtjen
pas teoremés|2.2.2] sjellin qé cdS = cdG. Le té tregojmeé tani qé J*ZG éshté projektiv.
Nga teorema shohim qé J*ZG éshté njé ZS modul i sheshté, késhtu qé pér té
provuar qé ai éshté projektiv éshté e mjaftueshme té tregojmeé qé ai éshté me paraqitje
té fundme. Vértet, ekziston njé varg ekzakt

758 % 78 5 372G — 0 (2.4)

ku /i éshté zgjerim linear i p dhe 1) pércaktohet nga v(s) = s — se. Eshté e lehté
té shihet qé 1 éshté homomorfizém Z.S modulesh té majté i cili pasqyron né ményré
syrjektive ZS né Ker(f1). E fundit rrjedh lehté nga fakti qé Ker(f1) gjenerohet si njé
grup abelian nga elementét e trajtés s — sc. m

Kujtojmé nga 18] qé njé monoid i liré i Klifordit mbi njé bashkési X éshté bashkésia

CMyx = {(u,A) € FGx x P(X)l|c(u) C A},

ku FGx éshté grupi i liré mbi X, P(X) éshté bashkésia e té gjitha nénbashkésive té
X, dhe me c(u) shénojmé pérmbajtjen e fjalés u, domethéné, bashkésiné e té gjitha
shkronjave nga X qé paraqiten tek fjala u. Shumézimi mbi C' My pércaktohet nga

(v, B)(u, A) = (vu, BU A).

Rrjedhim 2.2.4 Né qofté se CMx éshté monoidi @ liré v Klifordit mbi njé bashkési
X, atéheré dimensiont kohomologjik « C My dhe ai i grupit té€ imazhit maksimal té tij
G = CMx /o pérputhen dhe jané té barabarta me njé.

Vértetim. Si¢ mund ta shohim nga mé sipér, njé monoid i liré i Klifordit pémban
idempotentin minimal (1, X), pér rrjedhim nga pohimi kemi qé cdC'Mx = cdG,
pra na mbetet té tregojmé qé cdG = 1. Kjo mund té arrihet né qofté se provojmé qé
G éshté i liré mbi ndonjé bashkési. Né fakt ajo éshté e liré mbi bashkésiné e klasave té

ekuivalencés {(z,{z})|z € X} modulo ¢. Kjo mund té provohet lehté duke pérdorur
vetiné universale té C'My si¢ pérshkruhet né diagramin mé poshté

X —%CMx—-CMx/o
| P

\H@ -
f Y -

H

AN

ku H éshté njé grup ¢fardo dhe f: X — H éshté pasqyrim ¢fardo, «(x) = (x,{z}),
epimorfizmi natyral, ¢ éshté morfizém monoidesh i cili zgjeron né ményré té vetme f

dhe ¢ éshté e dhéné nga ¢((u,c(u))) = ¢((u,c(u))). =
Rrjedhimi éshté analog i teoremés 4.5 tek [13] dhe tregon gqé monoidét e liré
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té Klifordit jané midis kandidatéve té tjeré pér té provuar njé analoge té teoremeés sé
Stalling Swan pér gjysmégrupet inversivé me ané té kohomologjisé sé Eilenberg-Mac
Lane. Megjithaté duhet pérmendur qé, ngjashmeérisht me kohomologjiné e Lausch,
rasti i dimensionit zero pér kohomologjiné e Eilenberg MacLane éshté mjaft e ndrys-
hme nga ajo e grupeve. Né ményré mé té shtjellur, pér monoidét inversivé E-unitarée
kemi kété rrjedhim

Rrjedhim 2.2.5 Le té jeté S njé monoid inversiv E-unitar. Atéheré S e ka dimen-
sionin kohomologjik zero vetém kur S éshté njé semilatisé me zero.

Vértetim. Nga teorema [2.2.2] grupi i imazhit maksimal G duhet té jeté zero, pér
rrjedhojé pér ¢do s € S, (s,1g) € 0. Megénése S éshté E-unitar, rrjedh qé s éshté
idempotent. Fakti qé S ka njé zero rrjedh nga [37] dhe gjithashtu nga [16]. E anasjella
éshté evidente. m

Ky rrjedhim éshté analog i teoremés 4.4 tek [13] dhe gjithashtu analoge e njé re-
zultati nga [41].

Mund té nxjerrim njé aplikim tjetér té teoremés [2.2.2 né rastin e monoidéve inversive
abeliané. Kujtojmé nga [51] problemin e méposhtém té diskutuar aty pér monoidét
abeliané né pérgjithési. Né qofté se S éshté njé monoid abelian dhe T imazhi ho-
momorfik maksimal me thjeshtim i tij, atéheré pér ¢do ZS modul D ndértojmé ZT
modulin D' = Homyg(ZT, D). Eshté e mirénjohur ekzistenca e njé homomorfizmi
natyral H"(T,D') — H"(S, D). Né qofté se D éshté ZS modul trivial, atéheré D’
éshté thjesht D e paré si njé ZT modul trivial. Homomorfizmi i mésipérm tregohet qé
éshté izomorfizém pér D triviale dhe n = 1,2 por nuk ka géné e njohur deri tani ¢faré
ndodh pér n > 3. Né qofté se S éshté monoid inversiv abelian, atéheré éshté e qarté
qé T éshté veté G, grupi i imazhit maksimal té S. Né kété rast ne mund té pérdorim
izomorfizmin (2.2 pér té pérftuar njé izomorfizém Ext}(Z,D') = Ext}(Z,J*D’).
Rrjedhimi i méposhtém tani éshté i menjéhershém.

Rrjedhim 2.2.6 Né qofté se S éshté nje monoid inversiv abelian dhe G grupi v imaz-
hit maksimal té tij, atéheré pér ¢do Z.S modul trivial D gjendet njé izomorfizém na-
tyral H™(S, D) = H™(G, D) pér ¢do n € N.

2.3 Kondita FP,, pér monoidéet inversive

Kujtojmé nga §I.5|1 kapitullit té paré se njé monoid ¢fardo S do té quhet i tipit FP,,
pér n > 0 né qofté se moduli trivial Z € ZS-Mod éshté i tipit FP,,. Né qofté se S
éshté FP, pér ¢do n > 0, atéheré do té themi se S éshté e tipit FP,,. Vértetimi i
teoremés do té pérdoré kriterin Bieri-Eckmann pér vetiné F P, té moduleve.

Teoreme 2.3.1 Le té jeté S monoid inversiv dhe G grupi @ imazhit maksimal té tij.
Né qofte se S éshté e tipit F' P, atéheré S pérmban nje idempotent minimal dhe G
éshté 1 tipit F P,. Anasjellas, né qofté se S pérmban njé idempotent minimal dhe G
éshté i tipit F'P,, atéhere S €shté i tipit F'Py.
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Vértetim. Né vecanti S éshté i tipit F' P, pér rrjedhojé gjendet njé rezolucion i
pjesshém i liré i tipit té fundém i ZS modulit trivial Z:

Dier, LS — ®ie1, LS — Z — 0. (2.5)

Mund ta konsiderojmé ZFE si ZS modul té djathté népérmjet konjugimit té .S mbi F:
e-s=stespér cdo s € S dhe e € E. Né qofté se tensorojmé nga e majta me
ZFE duke e paré até si ZFE modul té majté dhe si njé ZS modul té djathté, pérftojmeé
vargun ekzakt té méposhtém né ZFE-Mod

Bicr, ZE Q75 7S — Bic1,LE Qs 7S — ZLE Qyzs Z — 0. (2.6)

ME pas do té provojmé qé ZFE ®yzgZ eshte ZF moduli trivial Z. Vértet, ¢do gjenerator
e ®zs z mund té reduktohet si vijon: e ®zg 2 = 1 Qzg e -2 = 1g Rzs 2z, pér rrjedhim
ZFE ®zs 7 = 7 si grupe abeliané. Nga ana tjetér, veprimi i ¢do idempotenti f mbi
gjeneratorin 1g ®zg z e 1é té fiksuar kété gjenerator. Né ményré té ngjashme tregohet
g€ ZE®zsZ.S = ZE. Vértet, ¢do gjenerator eRzss 1 ZE®z57.S mund té reduktohet si
vijon: e ®zg5 = s les ®zg 1g qé tregon se elementét e ZE Ryzg ZS jané Z-kombinime
lineare té elementéve té trajtés e ®zg 1g. Nga kjo éshté e lehté té shihet tani pse
ZE ®zs 2.S = ZFE si ZE module té majté. Tani duke pérdorur ekzaktésiné e
dhe izomorfizmat e mésipérm, pérftojmé vargun ekzakt té méposhtém

@ieIIZE % ®Z€IOZE _> Z _> 0,

duke provuar késhtu qé E éshté i tipit F'P;. Rezultati kryesor i [32] tregon qé E éshté
unitarisht me pérftim té fundém dhe mé pas né té njéjtén ményré si né vértetimin e
teoremés 9 tek [15] mund té tregojmé qé E pérmban njé idempotent minimal.

Pér té provuar qé G éshté i tipit F P, ne duhet té provojmé qé Ext}(Z,e) ndérron
me kolimitet e filtruar. Le té jeté lz_r>nM, njé kolimit i filtruar i njé diagrami modulesh
M; ku i € I. Atéheré kemi izomorfizmin natyral t€ méposhtém

Eatio(Z, LimM;) = Eotls(Z, 3" LimM;)  nga (£2)
= Extyg(Z, LimJ™M;)  J” ka té bashkéngjitur t¢ djathté [21]
= LimExtyg(Z,J"M;) S éshté 1 tipit F'Po
= ZﬂlEmt%G(Z, M;) nga natyraliteti i ([2.2)),

e cila tregon se G éshté i tipit F' P, si¢ edhe kérkohej.

Pérpara se té provojme té anasjellén nén hipotezén e dhéné, do té béjmé njé vézhgim.
Do té shénojmé me Z, ZS modulin trivial té djathté Z dhe me Z', ZG modulin
trivial té djathté Z. Pér ¢do grup abelian C, ZS moduli i majté J*Homgz(Z', C) dhe
Homy(Z, C') pérputhen. Sigurisht gé, si grupe abeliané ata jané té barabarté. Pér té
paré gé ata jané té barabarté edhe si module, kujtojmé qé veprimi i S mbi elementét
f té J*Homgy(Z', C) éshté pércaktuar duke pozuar s- f(z) = u(s) - f(x) = f(z - u(s))
pér ¢do s € S dhe x € Z'. Por nga pérkufizimi i Z', f(z - u(s)) = f(x), dhe si rezultat
s+ f = f e cila nénkupton qé J*Homgz(Z’, C') éshté trivial si njé ZS modul i majté.
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Ngjashmeérisht, ne mund té provojmé qé grupi abelian Homy(Z, C') éshté trivial si njé
7S modul i majté, pér rrjedhojé kemi barazimin. Pér ¢do ZS modul té€ majté A dhe
¢do grup abelian C' kemi izomorfizmat natyralé té méposhtém.

Homz(Z' ®z¢ JA, C) = Hong(jA, Homgz(Z',C))  shogérimtaria e bashkéngjitjes
=~ Homggs(A, J*Homz(Z',C)) nga lema[2.1.1
= Homyg(A, Homy(Z, C)) nga vézhgimi yné
= Homy(Z ®z5 A, C) shogérimtaria e bashkéngjitjes.
Rrjedh gé kemi izomorfizmin natyral né Ab
Nat(Homgz(Z' ®z¢ jA, o), 7 @z e) = Nat(Homy(Z Qyzs A, e),7Z Ry e).
Lema Yoneda tani implikon ekzistencén e njé izomorfizmi natyral

7 @z JA~7 Rzs A.

Megénése J ruan rezolucionet projektive (teorema 12.1, f. 162 e [21]), natyraliteti
i izomorfizmit té mésipérm implikon gé pér ¢do n > 0 gjenden kéta izomorfizma
natyralé B

Tor”(7Z! | JA) = Tor”¥(Z, A). (2.7)

Ngjashmérisht mund té provohet qé pér cdo K € AbY ka njé izomorfizém natyral
Tor?(7Z)  IoK) = TorS (I5'Z, K). (2.8)

Pér té provuar qé ZS moduli trivial Z éshté i tipit F'P, duhet té tregojmé qé
Tor”%(Z, e) ndérron me produktet e drejté. Le té A; pér i € I njé familje ZS modulesh

n
té majté. Izomorfizmat natyralé té méposhtém jané té vérteta.

7S G (7
Tor,” (Z, ilgIA ) = Tor’ (7!, J H A;) nga (2.7)
>~ Tor’%(Z/, IGJI (H A;)) nga pérkufizimi i J
>~ Tor’%(7/, IGJ(HI LAY
>~ Tor’ (7, Ingm((_HI 'A))P)) ngalemaR.I.1

>~ Tor?%(Z, I Limy(11(Z; I'AP))) (IIZg'A)P = T1(Z5'AP)

el iel
= Torl (152, Lim (1 (T3 A,P)))  nga (23
>~ Tor% (157, il;[ILi)nIb?lAiP lema e pohimi 9.5.3 i [56]

= TorZG(Z’, HIGLimI_lAiP T eéshté i bashkégjitur i djathté

IIZ

)
= Tor,”(Z/, Io 11 LimT5" A;P)
)
)

11 Tor%(Z', I LimTs' A; P

G éshté i tipit F Py
el
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=Y ilgITorfj (Z5'Z', LimZg' A;P)
= I1 Tor](Z5'Z, JI;'A;)
1€

=~ [ Tor’(Z, 1o JT5' A;)

i€l

= 'HITor%G(Z’ L JA;) nga pérkufizimi i J
1€

= ilé[]Tor%S (Z, A;) nga ([2.7)).

Tani duke krahasuar anén a majté dhe té djathtée té vargut té mésipérm té izomor-
fizmave, marrim rezultatin e kérkuar. m

Vérejtje 2.3.2 Mund ta kishim shmangur vértetimin e sofistikuar té sé anasjellés sé
teoremeés e cila bazohet né faktin qé & | xg éshté fortésisht e filtruar dhe né
vend té késaj mund té kishim zbatuar rezultatin e [11] i cili pohon qé¢ Hompg(M, e)
ndérron me kolimitet e drejtuar sa heré qé M éshté njé R-modul i majté me paraqitje
té fundme. Mund ta zbatojmé kété pér Homyg(J*ZG, @) meqgénése dimé nga pohimi
qé J*ZG éshté me paraqitje té fundme. Vértetimi do té ishte si mé poshté.

Extyg(Z, LZ_>mMz) = Extyq(Z, Homzs (J*ZG, Lz_>li)) nga pohimi
= Exty (7, Lﬂ}HomZS(J*ZG, M;)) nga lema|l.4.9
= Lzl;LExt%G(Z, Homys(J*ZG, M;))  ZG éshté i tipit FPo,
= LZl;LE.Z‘t%S(Z, M;) nga pohimi [1.7.7]
rrjedhimisht, S éshté i tipit FP.

Té génit i tipit FP, i grupit té imazhit maksimal té njé monoidi inversiv nuk sjell
qé ky monoid pérmban njé idempotent minimal. Eshté vértetuar tek [44] se ¢cdo grup
éshté né fakt grupi i imazhit maksimal té njé monoidi inversiv. Po pérshkruajmé mé
poshté se si ndértohet monoidi me até cilési duke béré mé pas té qarté arsyen pérse
ai nuk mund té pérmbajé njé idempotent minimal. Le té jeté (X : R) njé paraqitje
¢fardo e njé grupi té pafundém G i cili mund té zgjidhet té jeté i tipit FP,, dhe
['(X, R) grafi i Kejlit i késaj paraqitjeje. Pércaktojmé M (X, R) bashkésiné e ¢ifteve
(I, g) ku g € G dhe I' éshté njé néngraf i lidhur dhe i fundém i I'(X, R) qé pérmban
1 dhe g si kulme. Né M (X, R) pércaktojmé veprimin (I', g) - (I, ¢') = (T Ug-I", g¢’).
Me kété veprim M (X, R) shndérohet né njé monoid inversiv idempotentét e té cilit
jané ¢iftet (I, 1) ku I" éshté njé néngraf i lidhur dhe i fundém i I'(X, R) qé pérmban
1, dhe gé ka pér grup té imazhit té tij maksimal grupin G. Duke marré parasysh qé
grafi i Kejlit éshté i pafundém, mund té shihet se M (X, R) s'mund té pérmbajé njé
idempotent minimal.

Rezultatin e teoremés sé mésipérme do ta pérdorim pér té treguar qé vetia F' P
sillet né ményré té miré lidhur me néngjysmégrupet inversivé me indeks té fundém
né kuptimin e méposhtém.

Pérkufizim 2.3.3 Le té jeté H njé néngjysmégrup inversiv i ploté i njé monoidi
inversiv .S. Do té themi qé¢ H éshté me indeks té fundém né S né qofté se grupi i
imazhit maksimal té H ka indeks té fundém né grupin e imazhit maksimal té S.
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Ky pérkufizim ka kuptim meqénése grupi i imazhit maksimal té H éshté izomorf me
njé néngrup té grupit té imazhit maksimal té S gjé qé mund té kontrollohet lehté.

Pohim 2.3.4 Le té jeté S njé monoid inversiv dhe H njé néngjysmégrup me indeks
té fundém né S. Atéheré, S éshté i tipit F P, vetém kur H éshté i té njejtit tip.

Vértetim. Né qofté se S éshté i tipit F'P,, atéheré ai pérmban njé idempotent mi-
nimal e dhe grupi i imazhit maksimal té tij S éshté i té njéjtit tip. Meqénése H
éshté néngjysmégrup inversiv i ploté i S, ai do té pérmbajé e. Nga ana tjetér, sic e
pérmendém mé paré, H < S ku H éshté grupi i imazhit maksimal té H, dhe nga
kondita [S : H] < oco. Pohimi 5.1 né |10] implikon tani qé H éshté i tipit F' Py, dhe pér
rrjedhojé H éshté i po atij tipi. Anasjellas, né qofté se H éshté i tipit F'P,,, atéheré
H dhe rrjedhimisht S pérmban njé idempotent minimal. Nga ana tjetér, H éshté i
tipit F'P,,, atéheré S éshté i té njéjtit tip meqé [S : H| < oco. Rezultati i teoremés
pérfundon vértetimin. m

2.4 Kondita bi-FP, per monoidet e Klifordit

Sikurse e pamé né té kapitullit té paré, njé monoid do té quhet i tipit bi-FP,, pér
n > 0, né qofté se ZS bimoduli ZS éshté i tipit FP,, né kategoriné ZS°-Mod. Ai do
té quhet i tipit bi-FP,, né qofté se éshté bi-FP,, pér ¢do n > 0.

Do té zbatojmé ndértimin e pérgjithshém té kategorisé presje & | %, té pérshkruar
né hyrje né njé situaté specifike. Le té jeté S njé monoid inversiv, G grupi i imazhit
maksimal té tij dhe p : S — G epimorfizmi kanonik. Konsiderojmé monoidét S x S°PP
dhe G x G°PP té para si kategori me njé objekt té vetém té shénuar me e dhe o
pérkatésisht. Si mé paré shénojmé me J funktorin e pércaktuar mbi objektet duke
cuar e né o dhe mbi morfizma nga J(s1, $2) = (u(s1), (s2)). Lema e méposhtme éshté
thelbésore né vértetimin e teoremeés 2.4.2

Lemé 2.4.1 & | o éshté e filtruar.

Vértetim. Le té jené (e, (ay,as)) dhe (o, (b1, by)) dy objekte né & | o. Mund té zgjed-
him oy, ap dhe By, 5 € S té tilla qé p(a;) = a; dhe p(B;) = b;, atéheré, nga pérkufizimi
(a1, a2) : (o, (a1,a2)) — (o,(1g,1g)) dhe (B1,B2) : (o, (b1,b2)) — (o, (1lg, 1)) jané
shigjeta né ¥ | o. Sé dyti, né qofté se (si, $2), (t1,t2) : (e, (a1,a2)) — (o, (b1, be)) jané
shigjeta paralele, atéheré kemi byu(s1) = a1 = byu(ty) dhe bop(ss) = as = bap(ts),
e cila do té thoté qé syot; dhe syoty, dhe si rezultat ekzistojné e, f € E té tilla qé
es) = ety dhe fsy = fty. Por éshté e qarté, (e, f) : (o, (by,b2)) — (e, (b1, bs)) éshté njé
shigjeté né & | o, pér rrjedhim kemi barazimin (e, f)(s1, s2) = (e, f)(t1,t2) i cili éshté
barazim shigjetash né & | o. Kjo tregon qé & | o éshté kategori e filtruar. m
Teorema e méposhtme éshté analoge e teoremeés pér rastin e bi-moduleve.

Teoremeé 2.4.2 Pér ¢do monoid inversiv S, pér ¢do n > 0 dhe ¢do ZG bi-modul M
ekziston njé izomorfizém natyral

Ext} . (ZG, M) = Ext¢.(ZS,J*M) (2.9)
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ku J* = ISJ*Iél, dhe Zg, Ls jané izomorfizmat e lemés .

Vértetim. Nga lema dhe ajo kemi ekzistencén e funktorit J. Kompozimi
J =ToJIg' - Ab™" — ADBPC" &shté ekzakt meqénése Zg dhe Zg' jané ekzakté. Né
té njéjtén ményré ne mund té ndértojmé njé tjetér funktor ekzakt J* = ISJ*Iél :
AbZE" 5 AbZ°. Né fakt ky funktor éshté funktori i ndryshimit té unazave sipas
[21]. Megénése ¢do izomorfizém éshté i bashkégjitur i té anasjellit té tij, shohim nga
teorema 1, f. 103 tek [47] qé J éshté i bashkéngjtur i majté i J*. Tani mund té zbatojmé
teoremén 12.1, f. 162 tek [21] pér té pérftuar pér ¢do n > 0 njé izomorfizém natyral

" : Extle. (JN, M) — Extlg. (N,J*M) (2.10)

pér ¢do M € Ab”®" dhe N € Ab™". Né qofté se marrim N t& barabarté me ZS,
atéheré JN pérputhet me ZG. Vértet, si¢ éshté provuar né [21], funktori i ndryshimit
té unazave J* ka té bashkéngjitur té majté (i cili duhet té jeté natyralisht izomorf me

J) i dhéné sipas rregullit N — ZG°®zg. N. Do té tregojmé qé pér N = ZS kjo e fundit
éshté izomorfe me ZG. Pér té paré kété, pércaktojmé fillimisht ¢ : ZG® x ZS — ZG
mbi gjeneratorét sipas rregullit ¢¥((a®b), s) = apu(s)b. Ky éshté bilinear sepse né qofté
se §1 ® S € 2S¢, a®b € ZG® dhe s € S, atéheré

P((a ®b).(s1® s2), 8) = Plap(s1) @ p(s2)b, 5)

dhe

Y((a®Db),(s1® s2).8) = ¥(a® b, s1582)
= ap(s1552)b.

Rrjedhimisht kemi njé homomorfizém grupesh abeliané
0 : G ®@zge 7S — 7G,

i cili éshté njé homomorfizém ZG€ modulesh té majté. Vértet, pér ¢do a ® b, a1 ® by €
Z.G* dhe ¢do s € S kemi

O((a1 ®b1).((a®@b) ®5)) = 0((a1a @ bby) ® s)
= ajapu(s)bby,

dhe

(a1 ®b1).0((a ©b) ® 5) = (a1 @ by).(ap(s)b)
= ayapu(s)bb;.

Mé pas pércaktojmé

0" ZG — ZG° Rzse ZLS me ané té g — (¢ ® 1g) @ 1g.
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Eshté e qarté qé 0 éshté homomorfizém grupesh. Ai éshté gjithashtu njé homomor-
fizém ZG° modulesh té majté sepse né qofté se g1 ® go € ZG€ dhe g € G, atéheré

0'((g1 ® g2)-9) = 0'(91992)
= (91992 ® 1) ® 1g,

dhe

(91 ® g2).((g ® 1g) ® 15)
= (019 ® g2) ® 1g
= (19 ® 1) ® (1s @ 12).1g ku -y, éshté njé parafytyré e go
=(19® 16) @ (12 ® 15).15
= (91992 ® 1) ® 1s.

(91 ® g2).0'(g) =

Sé fundi éshté e dukshme qé ¢’ éshté i anasjellé i djathté i § dhe gjithashtu i anasjellé
i majté sepse né qofté se a ® b € ZG*¢ dhe s € S, atéheré

0'0((a @b) @ s) =0 (au(s)b)
= (ap(s)b®@1g) ® 1g
=(@®1).(ls®pP)©s ku p(B) = b
=(a®b)®s,

duke pérfunduar késhtu vértetimin. m

Kujtojmé gé njé monoid i Klifordit éshté njé monoid inversiv tek i cili idempotentét
jané qéndroré. Vértetimi i teoremés do té pérdoré karakterizimin Bieri-Eckmann
pér vetiné bi-FP,, pér modulet M me ané té funktoréve Ext(M, o) dhe Tor(M, e).

Teoremé 2.4.3 Le té jete S njé monoid i Klifordit dhe G grupi i imazhit maksi-
mal té tij. Né qofteé se S éshté i tipit bi-FPs, atéheré S pérmban numér té fundém
idempotentésh dhe G éshté i tipit bi-FP..

Vértetim. Né vecanti S éshté i tipit bi-FPy, pér rrjedhojé ekziston njé rezolucion i
pjesshém i liré i tipit té fundém ZS® modulesh té majté i ZS-sé:

Dicn, 7.5° — @i.g[OZSe — 7S — 0. (2.11)

Mund ta shohim ZE si ZS modul té djathté duke pércaktuar: e - s = ess™! pér cdo
s € S dhe e € E. Né qofté se tensorojmé (2.11)) nga e majta me ZE*° té paré si ZE¢
modul té majté dhe si ZS° modul té djathté, pérftojmé mé poshté vargun ekzakt né
ZE°-Mod
Dien, LE® ®@zse L5 —

@iefo 7.E¢ XR7.5¢ 7.5¢ — ZE° XR7.5¢ 7S — 0. (212)
Do té tregojmé tani qé ZE° ®zge .S = ZFE si ZFE° modulesh té majté. Pér kété
pércaktojmeé

Y ZE® x 7S — Z.E duke pozuar ¢(e ® f,s) = efss ',
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dhe do té tregojmé qé v éshté bilinear. Vértet, pér ¢do e, f € E, s,51,50 € S kemi

V(Ee® f,(s1® s;).5) = (e @ [, s1552)
= ef(s1552)(s5188) "

= efs18595, '8 ts) !

1

= efs515] 595,85 sepse idempotentét jané géndroré,

dhe

D((e® f).(s1®52),5) = (esisy @ fsosy ', 5)
= e515] " fss, 85

— efs515] 595, 5L
Pér rrjedhojé kemi njé homomorfizém grupesh abeliané
0:ZE° Qzge S — LE

té induktuar nga 1 i cili éshté gjithashtu njé homomorfizém ZFE°¢ modulesh té majté.
Vértet, pér ¢do e, eq, f, f1 € E dhe s € S kemi

0((e1 @ f1).((e@ f) @) = 0((ere ® [ f) © 5)

= 61€f1f58_17

dhe

(e1® [1)0((e® [) @ s) = (e1 ® f1)(efss™)
= 61(€f55_1)f1

= ejefifss L.
Pércaktojmeé tani
0 :ZE — ZE° Qg5 ZS nga 0'(e) = (1p @ 1g) Qe.

Eshté e qarté qé, ' éshté homomorfizém grupesh abeliané dhe njé homomorfizém ZE¢
modulesh té majté meqgénése pér ¢do fi, fo,e € E kemi

0'((fr @ fo).e) =0 (frefa)
= (1 ®1g) ® fiefo,

dhe

(f1® f2)f(e) = (i ® f2)(1g ® 1) @ €)
=(ivnf)xe
= (1p®1p) ® fiefo.
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Eshté evidente qé @ éshté i anasjellé i djathté i 6. Ai éshté gjithashtu i anasjellé i
majté sepse né qofté se e, f € E dhe s € S, atéheré nga njéra ané kemi

00((e® f)®s) =0 (efss™t)
=(1p®1g)®@efss
dhe nga ana tjetér
e fH®s=(exf)®(ls®s).1g

=(e® fss)®1g
=(1p®1p) ®efss .

Kemi vértetuar késhtu qé ZFE° ®Qzge S = ZFE si ZE¢ modulesh té majté. Né njé
ményré té ngjashme mund té tregojmé qé ZE°® Qgse Z.5°¢ = ZE°. Pér kété mé paré
duhet té pércaktojme

V1 ZE® x (ZS®) — ZE® t8 tillé ¢é ((e ® f), (51 ® 82)) > (es157' ® fsa85").
Ky éshté bilinear meqgénése pér ¢do e, f € E dhe sy, s9,t1,t € S kemi

Pe® f,(th ®@ty).(51 ® s2)) = Y(e® f, 1151 @ sata)
=e(ty1s1)”' @ f(sata) ™"
= et1518] ']t @ fsotaty 'sy

= es15] 't] ' ® fsasy ety ' idempotentét jané qéndrord,
dhe

V(e ® [t @) ® (51 @ 52)) = ((etrty' @ ftaty') @ (51 ® s2))
=etit; 15157 @ ftot, 'spsy

Kemi késhtu homomorfizmin e grupeve abeliané
6. 7E° ®ZS€ 7.5¢ — ZE*

té induktuar nga 1 i cili éshté gjithashtu njé homomorfizém ZFE°€ modulesh té majté
meqénése pér ¢do ey, eq, e, f € E dhe s1,s9 € S kemi

O((e1® fi)((e® f) @ (51 ® 52))) = O((e1e @ f1f) ® (51 ® 82))
=eres15] " @ fifsasy

dhe

(e1® f1)0((e® f) ® (51 ® 89)) = (e1 @ f1)(es18] " @ fsa55")

= 6168181_1 X f1f8282_1.

Pércaktojmé tani
0 : ZE° — LE° ®z5. 7.5°
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nga barazimi
e f)=(1s®1p) @ (e® f).

Eshté e qarté qé @ éshté homomorfizém grupesh abeliané dhe homomorfizém ZE¢
modulesh té majté meqgénése pér ¢do e, ey, f, f1 € E kemi

0 ((e1® fi)(e® f)) =0 (ere® fif)
= (1 ®1p) ® (e1e ® fif),

dhe

(1@ L) (e f)=(ea1® fi) (1 ®1p) ® (e® f))
=@ ®fi)®(e® f)
= (1g®1p) ® (e1e ® f1f).

Eshté e garté qé, 0 éshté i anasjellé i djathté i @ dhe gjithashtu i anasjellé i majté i
0 sepse né qofté se e, f € E dhe sy, 59 € S, atéheré nga njéra ané kemi qé

00((e® f) @ (51 ® 82)) = 0 (esis7" @ fs255")
= (1p®15) @ (es157' @ fsas5),

dhe nga ana tjetér

(e® f) @ (51 ® s2) = (es18]" @ fsas;") @ (1s @ 1g)
= (1p® 1p) ® (es157 @ fsasy '),

duke vértetuar késhtu qé ¢ = 0!. Ekzaktésia (2.12)) dhe izomorfizmat e mésipérm
implikojné vargun ekzakt té méposhtém

Bien, ZLE® — Pjic1, ZLE® — ZE — 0,

né kategoriné e ZFE° moduleve té majté e cila tregon qé F éshté bi-FP; dhe pastaj
nga [32] E ka pér té qéné me gjenerim té fundém e pér rrjedhojé e fundme.
Pér té vértetuar qé G éshté i tipit bi-FP,, do té pérdorim kriterin Bieri-Eckmann,
pra do té na duhet té tregojmé qé Ext}..(ZG, o) ndérron me kolimitet e filtruar. Le
té jete lz_n;Ml njé kolimit i filtruar i njé diagrami bi-modulesh M; ku ¢ € I. Atéheré
kemi izomorfizmat natyralé té¢ méposhtém
Extyq.(ZG, LimM;) = Extyge(ZS,J" LimM;)  nga (2.9)
>~ Extyg. (ZS, LimJ*M;) J* ka té bashkéngjitur té djathté [21]
= LimExt) e (ZS,J*M;) S éshté i tipit bi-FP,
=~ LimExt}..(ZG,M;)  nga natyraliteti i (2.9)),

e cila tregon qé G éshté i tipit bi-FP, si¢ kérkohej. m
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2.5 Kondita dobesisht bi-FP

Njé monoid do té quhet dobésisht bi-FP,, ku n > 0, né qofté se moduli trivial Z €
7.5°-Mod éshté i tipit FP,,, dhe i tipit dobésisht bi-FP, né qofté se éshté dobésisht
bi-FP,, pér ¢do n > 0. Kjo kondité éshté futur nga Alonso dhe Hermiller tek [2].
Eshté provuar nga Pride tek [57] se dobésisht bi-FP,, éshté ekuivalente me majtas dhe
djathtas FP,,. Né kété paragraf do té tregojmeé se vetia dobésisht bi-FP,, transmetohet
nga idealet me njésh té njé monoidi tek veté monoidi, dhe anasjellas. Pér ta treguar
kété do té na nevojiten disa njohuri shtesé.

Tek [1] éshté vértetuar rezultati i méposhtém té cilin po e citojmé né vazhdim. Le té
jené S : A — B dhe T : B — A funktoré aditivé ndérmjet dy kategorive abeliane
té tillé gé S éshté i bashkéngjitur i majté i 7. Po qge se supozojmé se S dhe T jané
ekzakté dhe se A ka mjaftueshém projektivé, atéheré ka vend izomorfizmi.

Exta(A, TB) = Extg(SA,B). (2.13)

Le té jeté S njé monoid dhe L ideal i tij qé pérmban njé element unitar té shénuar me
€. Shénojmeé me p : S — L pasqyrimin e tillé gqé s — se. Eshté e qarté qé ky éshté njé
epimorfizém monoidesh i cili indukton njé epimorfizém té unazave Zu : ZS°¢ — ZL°
me anén e rregullit £ @ y — e ® ey e pér pasojé kemi funktorin S : Ab”* —
ADb% té ndryshimit té unazave i cili éshté gartésisht ekzakt. Nga ana tjetér mund
té pércaktojmé 7 : Ab%®" — Ab%L té tillé qé T(A) = eAs. Edhe ky éshté funktor
ekzakt dhe provohet té jeté i bashkéngjitur i djathté i S. Né kéto kushte rezulton se

Ext} ¢ (Z, A) = Exty;.(Z, e Ae), (2.14)

ku Z éshté Z.5° moduli trivial. [zomorfizmi (2.14]) gé paraqitém kétu éshté pérgjithésimi
pér bi-modulet i izomorfizmit

Extlo(Z, A) = Extl, (Z,eA), (2.15)

pér modulet té vértetuar tek 1], ku pérséri Z éshté ZS moduli trivial.
Teorema e méposhtme éshté analoge e teoremés 3 té [15] e cila formulohet si teorema
joné por gé ka né formulim konditén majtas FP, né vend té asaj dobésisht bi-FP .

Teoremé 2.5.1 Le té jeté S njé gjysmégrup dhe L njé ideal me njésh i S-sé. Atéheré,
S éshte 1 tipit dobésisht bi-FP,, vetéem kur L éshté i po atij tipi.

Vértetim. Po shénojmé me ¢ njéshin e idealit L. Sikurse éshté treguar né teoremén
2 té [1], pasqyrimi p : S — L i tillé qé s — se éshté njé retraksion i S né L. Né kéto
kushte, Teorema 3 e [57] sjell qé L éshté i tipit dobésisht bi-FP,, meqénése i atij tipi
éshte S.
Anasjellas, pér té treguar se S éshté i tipit dobésisht bi-FP.,, ashtu si¢ tregohet
né [11], na duhet té provojmé se Ext}¢.(Z, ) komuton me kolimitet e drejtuar. Le té
jeté Lzl)@IMi njé kolimit i njé familje té drejtuar bi-modulesh M; ku ¢ € I dhe pér ¢do
t,7 € I shénojmé me p; ; : M; — M; familjen pérkatése t¢ homomorfizmave. Vérejmeé
se

Lim(eM;e)) = e(Lim;M;)e (2.16)



ku si izomorfizém shérben pasqyrimi

U:e(@M/K)e— (deMe)/K' itillé qé e(x + K)e — exe + K,
il i€l
ku K éshté nénmoduli i @ M; i pérftuar nga diferencat e trajtés z — p; j(z) pér ¢do
iel
x € M;, dhe K’ analogu i K pér @eM;e. Atéheré kemi izomorfizmat natyralé té
el
méposhtém

Bt (2, Ling M) = Bty (Z,=(Limy M)e) g (1
= Bty (2, Liny (M) nga €T0)
= LimiExt]; . (Z,cMe) L éshté i tipit dobésisht bi-FP,

= LimExt] . (Z, M;) nga natyraliteti i (2.14)),

qé tregon se S éshté i tipit dobésisht bi-FP,,. m
Rrjedhimi i méposhtém éshté njé pérmirésim i njé rezultati té Kobayashit né artikullin
[33] i cili pohon se gjysmégrupet me zero té dyanshme jané té tipit majtas-FP .

Rrjedhim 2.5.2 Né qofté se njé gjysmégrup ka element zero, atéheré ai éshté i tipit
dobésisht bi-FP.

Njé rrjedhim tjetér i teoremeés [2.5.1| éshté dhe ai i méposhtmi.

Rrjedhim 2.5.3 Njé monoid S i Klifordit éshté i tipit dobésisht bi-FP,, vetém kur
pérmban njé idempotent minimal € dhe H-klasa e Grinit H. éshté e tipit dobésisht
bi-FP,.

Vértetim. Megénése S éshté dobésisht bi-FP ., atéheré ai do té jeté i tipit FP, e
rrjedhimisht nga teorema do té pérmbajé njé idempotent minimal €. Mund té
vihet re lehté se H-klasa e Grinit H. éshté izomorfe me grupin e imazhit maksimal
G té S-sé ku rolin e izomorfizmit e luan pasqyrimi ¢ : H. — G qé ¢(z) = v(z). Ky
fakt dhe teorema pérséri sjellin qé H. éshté i tipit FP.,. Mirépo pér grupet,
si¢ tregohet tek [57], konditat FP., dhe dobésisht bi-FP., pérputhen, e rrjedhimisht
kemi kushtin e nevojshém. Anasjellas, H-klasa e Grinit H, e njé idempotenti minimal
e éshté ideal me njésh idempotentin €. Tani punén e bén teorema 2.5.1 =

2.6 Idealet plotésisht té thjeshte te tipit bi-FP

Né kété paragraf do té vértetojmé se né qofté se njé monoid S pérmban njé ideal
I plotésisht té thjeshté me njésh, atéheré S éshté i tipit bi-FP., vetém kur I dhe
filtri korrespondues N jané té tipit bi-FP.. Ky rezultat e bén konditén bi-FP,, njé
kondité fundshmérie homologjike mé té miré se sa ajo FP,, pasi né kontrast me kété
té fundit, nuk mund té pritet qé té pérftohet njé monoid i tipit bi-FP,, duke i shtuar
njé element zero njé monoidi qé s’éshté i atij tipi. Mé tej do té pérftojmé si rrjedhim
njé rezultat interesant pér zinxhirét e grupeve.
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Ka raste interesante monoidésh qé zbérthehen si bashkime té ndara dy monoidésh
njéri nga té cilét éshté ideal. Teorema e klasifikimit té w-gjysmégrupeve inversivée
( [38] teorema 6 f. 164) tregon se njé w-gjysmégrup inversiv qé nuk éshté i thjeshté,
bi i thjeshté apo i Klifordit, éshté njé zgjerim ideal i njé w-gjysmégrupi té thjeshté
inversiv I me njé gjysmégrup té Klifordit C' me zero idempotentét e té cilit formojné
njé zinxhir té fundém. Eshté vértetuar né kété teoremé se I éshté njé ideal i S.
Vérejmé se né fakt ai éshté plotésisht i thjeshté dhe se ka njésh. Pér té provuar té
parén, supozojmé se ekzistojné z,y € S\ I té tilla qé zy € I, atéheré z~'zyy~' € I. Po
té shkruajmé 'z = e dhe yy=! = f, pérftojmé ef € I. Por meqénése idempotentét
formojné njé zinxhir tek njé w-gjysmégrup inversiv, do té kemi qé ef = e ose f. Le
té supozojmé se ef = e dhe atéheré marrim x~'x € I. Por (z 'z, x) € L, késhtu qé
L, N1 # () dhe pastaj mund té merret lehté qé L, C I. Kjo kontradikté provon qe I
éshte plotésisht i thjeshte. Pér té provuar se ai éshté monoid, shénojmeé me ey, ..., e, té
gjithé idempotentét jashté I dhe tregojmeé se € = e, 1 éshté njéshi i 1. Meqé I éshte
i thjeshté, ai shkruhet né formén el U le Uel U {e} dhe atéheré ¢do element x € I
do té keté formén x = x1ex9 ku 1, z9 € I'. Duke shumézuar né té majté barazimin
e fundit me idempotentin e,, = x;2]" marrim e,z = x. Po té shumézojmé tani
majtas me € marrim ce,, x = ex. Por € éshté mé i madhi idempotent né I, késhtu qé
es, ¢ = €z, dhe atéheré x = ex. Né ményré té ngjashme mund té tregohet se x = xe.
Para se té japim rezultatet kryesore, do té na duhet té marrim né shqyrtim njé situatée
meé té pérgjithshme pér té pérftuar njé rezultat qé do té pérdoret mé voné. Le té jeté
R njé unazé unitare dhe J njé ideal i R i cili pérmban njé element té njésishém w.
Ekziston njé homomorfizém unazash v : R — J i pércaktuar nga v(r) = rw i cili
indukton funktorin e ndryshimit té unazave U : AbY — Ab™. Sic éshté vérejtur
né [21] f. 163, U” ka té bashkéngjitur té majté F' té pércaktuar nga FA = J @ A
pér cdo A € Ab™. Tregohet si njé ushtrim i thjeshté q¢ J ®r A = wA si J-module t&
majté. Kjo tregon gé funktori i cili pasqyron ¢do modul A te wA éshté i bashkéngjitur
i majté dhe sii tillé ai ruan kolimitet.

Kthehemi tani tek situata joné. Le té jeté S monoid me njésh 1 dhe I njé ideal
plotésisht i thjeshté i S i cili éshté monoid me njésh e. Le té jeté N = 5\ I filteri
korrespondues. Pércaktojmé sé pari njé strukturé ZS¢ moduli té djathté mbi ZN®
duke pozuar

0 né qofté se  s; ose s € 1

/ —
(n@n)-(s1®s9) = { ns; ® son’  né qofté se $1,82 € N

dhe né ményré té ngjashme, njé strukturé ZS¢ moduli té majté mbi té. Pércaktojmé
J si shumén ZS ®y ZI1PP + 71 ®yz 2.5°PP + Z1 Q7 ZI°PP e cila provohet té jeté ideal i
75¢.

Lemé 2.6.1 Gjendet njé izomorfizém 7.5¢/J = ZN¢, 7.5¢ modulesh té majté dhe té
djathté dhe njé izomorfizém ZN€ modulesh té majté dhe té djathté.

Veértetim. Pércaktojme
®:ZS°/J — ZN° nga szi Qn,+ J szi ® n,
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i cili tregohet lehté qé éshté izomorfizém ZS® modulesh té majté dhe té djathté dhe
Z.N°¢ modulesh té majté e té djathté. m

Lemé 2.6.2 ZN°€ éshté i sheshté si LS modul © majté dhe i djathté népérmget ho-
momorfizmit kanonik té unazave v : ZS® — ZS¢/J.

Vértetim. Ne do té vértetojmé lemén vetém pér rastin e moduleve té djathté. Rasti
tjetér trajtohet né ményré té ngjashme. Mund té provohet lehté si njé ushtrim né
algjebrén homologjike qé né qofté se J éshté ideal i njé unaze unitare R dhe A njé
R-modul i majté, atéheré R/J @p A = A/JA né R-Mod ku izomorfizmi pasqyron
(r+J) ®ga né (ra+ JA). Né situatén toné, pér ¢do ZS¢ modul té majté A, do té
kishim
ZNe ®ZSE A = ZSE/J ®ZSE A ne ZNE—MOd dhe
75°]J @zse A= AJJA né ZS°-Mod dhe sigurisht né ZN°-Mod,

dhe pér rrjedhojé njé izomorfizém ZN°® ®zg. A = A/JA né ZN°-Mod. Duke pérdorur
kété ne provojmé qé ZN¢ éshté i sheshté si njé ZS¢ modul i djathté népérmjet ~. Pér
¢do f € Homyge(A, B), le té jeté ¢ € Homyyne(A/JA, B/JB) pasqyrimi i pércaktuar
nga p(a+ JA) = f(a) + JB gé né thelb éshté pasqyrimi ZN€ ®zge f. Do té tregojmé
gé né qofté se f éshté injektiv, atéheré ¢ éshté gjithashtu injektiv. Vértet, né qofté se
pér ndonjé a € A, f(a) € JB, atéheré éshté e lehté té shihet qé f(a) = f(ca)+ f(ag)—
f(gae). Nga fakti qé f éshté injektiv shohim qé a = ca + ae + cae dhe pér rrjedhojé
a € JA, duke provuar gé ¢ éshté injektiv. Kjo provon qé ZN°¢ éshté i sheshté si njé
Z.5¢ modul i djathté népérmjet v. m

Teoremé 2.6.3 Le té jeté S njé monoid, I # S njé ideal plotésisht i thjeshté me
njésh € dhe N filteri korrespondues. Atéheré S éshté i tipit bi-FP,, vetém kur I dhe
N jané té tipit bi-FP.

Vértetim. Q& I éshté i tipit bi-FP, rrjedh nga [57] meqgénése I éshté retraksion i S-
sé népérmjet pasqyrimit x — xe. Pér té provuar qé N éshté i tipit bi-FP,, vérejmeé sé
pari gé lema dhe pohimi implikojné ekzistencén e njé izomorfizmi natyral

Extl ve (ZN° ®pz5c A, B) = Extl. (A, U7 B) (2.17)

pér ¢do ZS° modul té majté A dhe ¢do ZN°® modul té majté B. Pér té pérfunduar
vértetimin, ne mund té pérdorim dhe kriterin Bieri-Eckmann. Fillimisht vérejmé
Q€ ZN€Ryzse S = Z.N meqénése nga lema ZN®®yge S = 7S/ J-7.S, por .S/ J - 7S =
Z2.S)71 dhe ZS/ZI1 = ZN si ZN bi-module. Pér rrjedhojé, pér A = ZS izomorfizmi

[@.17) béhet
Extyne(ZN, B) = Exty¢.(ZS,U"B), (2.18)

dhe prandaj, sa heré qé Ext;¢.(ZS, ) ndérron me kolimitet e drejtuar, té njéjtén
gjé bén edhe Extyy.(ZN,e). Vértet, pér ¢do familje té drejtuar B;, péri € Z, ZN°¢
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modulesh té majté, kemi

Extyne (ZN, LimzB;) = Exty¢.(ZS,U" LimzB;) nga (12.18)
= Extyee (ZS, LimzU"B;)  U” éshté i bashkéngjitur i majté
= LimzExty . (ZS,U"B;) S éshté i tipit bi-FP,
= LimzExtyne(ZN, B;) nga ([2.18]),
gé provon kushtin e nevojshém té teoremeés.
Pér té anasjellén kujtojmé qé A : .S — [ i pércaktuar nga s — se éshté rektraksion. Ai
indukton njé rektraksion A x AP : S x SPP — [ x [°PP té pércaktuar nga (s1,$2) —

(s1€,€82). Tani mund té zbatojmeé teoremén 2 té [1] duke marré S x S°PP né vend té S,
I x I°PP né vend té M dhe A x \°PP né vend té r pér té pérftuar izomorfizmin natyral

AP (BA) 22 ABPII)(B, (¢,27P) A). (2.19)

Sig éshté vérejtur te [50], kategoria e Z(S x S°P) moduleve té majté éshté izomorfe
me kategoriné e ZS¢ moduleve té majté; ¢do Z(S x S°P) modul i majté A mund
té shihet si njé ZS® modul i majté duke pécaktuar (s; ®z sq2)a = ($1 X $2)a, dhe
anasjellas. Sigurisht, e njéjta gjé géndron e vérteté pér I dhe pastaj béhet

Ab%" (B, A) = Ab%"(B, e A¢). (2.20)
Rrjedhimi 1 i [1] implikon njé izomorfizém natyral
Extre. (B, A) = Exty};.(B,cAe),
i cili po té aplikohet pér B = ZI, jep
Exty g (Z1, A) = Ext},.(Z1,eAe). (2.21)

Retraksioni A indukton né Ab%° njé retraksion h : ZS — ZI té dhéné nga s — se,
pér rrjedhojé né Ab%*" kemi izomorfizmin ZS = ZI ¢ K ku K éshté bérthama e h e
cila, si njé grup abelian, gjenerohet nga elementét e trajtés n —ne kun € N. Duke e
paré ZN si njé ZS° modul té majté népérmjet v, ose njésoj duke pércaktuar

0 né qofté se s; ose sp € 1
s1nsy  né qofté se $1,8 € N

(51 ® s9).n = {
éshté e lehté té shihet se pasqyrimi
v:ZN — K i pércaktuar nga n — n — ne

éshté izomorfizém ZS¢ modulesh té majté, pér rrjedhojé kemi né Ab* njé izomor-
fizém ZS = ZI & ZN. Gjithashtu vérejmé se ZN° éshté me paraqitje té fundme né
Ab%" Ekzistenca e pasqyrimit kanonik ~ : ZS¢ — 7S¢ /J e paré si epimorfizém Z5°¢
modulesh té majté, tregon qé ZN° éshté me gjenerim té fundém. Pér té treguar qé
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ajo éshté me paraqitje té fundme duhet té tregojmé qé J e cila éshté bérthama e
éshté edhe ajo me gjenerim té fundém. Pércaktojmé Ab” tre homomorfizma

hy: 25— Jtétille e i(l®1) =e®1,
imazhi i té cilit éshté ZI ®y ZSPP,

ho: 2S¢ — Jtétille e ho(1® 1) =1®e
imazhi i té cilit éshté ZS ®z ZI1°PP, dhe

hy: 2S¢ — J té tillé g hy(1® 1) =e®e.

me imazh ZI ®y ZI°PP. Vetia universale e shumave té drejta implikon ekzistencén e
njé 2S¢ epimorfizmi h : ZS° ® Z5° & Z5° — J, qé provon pohimin toné. Implikimi
i paré i té génit t& ZN°® me paraqgitje té fundme éshté qé Homgge(ZN®, o) éshté i
vazhdueshém. Sé dyti, né qofté se kujtojmé nga lema qé ZN¢ éshté njé 2S¢
modul i majté i sheshté, atéheré ai ka pér té qéné projektiv si njé ZS° modul i majteé,
pér rrjedhim pohimi implikon ekzistencén e njé izomorfizmi natyral

Exty ye (ZN,Homgge (ZN€, A)) = Exty . (U'ZN, A). (2.22)
Prej kéndej kemi qé pér n > 0

Exty g (ZS, A) = Ext} ¢ (ZI & ZN, A)
= Extyee(ZI, A) ® Extyg.(ZN, A)

= Exty e (Z1,eAc) @ Extyq. (U'ZN, A) nga (2.21))
= Exty e (Z1,eAe) @ Ext] e (ZN,Homyse (ZN¢, A)) nga (2.22)).

Pér té pérfunduar vértetimin do té pérdorim kriterin Bieri-Eckmann. Le té jeté A; pér
1 € I njé familje e drejtuar Z.S° modulesh té majté dhe %IAi kolimiti korrespondu-
es. Nga izomorfizmat e mésipérm, nga fakti qé¢ Homyge (ZN¢, @) éshté i vazhdueshém
dhe nga fakti qé funktori A — eAe ruan kolimitet si i bashkégjitur i majté (shih

teoremén [1.2.7)), kemi

EXt%Se (ZS, .QZ_T_I;LIAZ) = EXt%Ie (Z[, 5(&@_@114@‘)5) S5 EXt%Ne (ZN, HOHlZSe (ZNG, QZ_’L}TLIAZ))
= EXt%Ie (ZI, %1(5141-6)) S5 EXt%Ne (ZN, Q@IHomZSe (ZNG, Az))
= [L'n;q (Exty e (Z1,eA;e) @ Exty ye (ZN, Homgge (ZN°, A;)))
= %IEXt%SS (ZS, Az),

e cila pérfundon vértetimin. m

Le té shohim tani se ¢faré ndodh me monoidét e Klifordit idempotentét e té ciléve

formojné njé zinxhir. Né literaturé (shih psh. [38]) kéta njihen ndryshe me emrin
zinxhiré grupesh.

Rrjedhim 2.6.4 Le té jeté S njé zinzhir grupesh me njésh dhe E semilatisa e S-sé.
Atéheré S éshté i tipit bi-FPy vetém kur |E| < oo dhe pér ¢do e € E, H-klasa e
Grinit H, éshté e tipit bi-FP.
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Vértetim. Né qofté se S éshté e tipit bi-FP,, atéheré si rrjedhim té menjéhershém
té teoremeés kemi qé |F| < oo. Le té jené e; > - -+ > e, 1 > e, elementét e
E-sé. Si tek vértetimi i rrjedhimit kemi qé H,, éshté ideal, e madje plotésisht i
thjeshté né kushtet tona. Teorema m sjell qé S,_1 = S\ H,, éshté e tipit bi-FP.
Duke pérséritur arsyetimin e mésipérm pér S,_; del se edhe H. _, éshté e tipit bi-
FP,. Né ményré té ngjashme, pas njé numri té fundém hapash, marrim se pér ¢do
t=n—1,...,1, H,., éshté e tipit bi-FP,. Pér té vértetuar té anasjellén do té pérdorim
induksionin matematik mbi numrin n té elementéve té zinxhirit £. Kur n = 1, S
pérputhet me grupin e vet té imazhit maksimal, rrjedhimisht éshté i tipit bi-FP .
Supozojmeé se S kan > 1 idempotenté dhe le té jeté € mé i vogli i tyre. Si tek vértetimi
i kushtit té nevojshém kemi qé H. éshté ideal plotésisht i thjeshté. Nga ana tjetér,
N = S\ H. éshté zinxhir grupesh me njésh semilatisa e té cilit ka n — 1 elementé, e
rrjedhimisht pér shkak té supozimit induktiv, do té kemi qé N éshté i tipit bi-FP .
Vértetimi pérfundon po té kemi parasysh rezulatin e teoremés 2.6.3, m
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Kapitulli 3

Kondita FP,, per kategorite e vogla
dhe nje zbatim per monoidét
inversive

Né kéte kapitull do té provojmé njé analog té kriterit Bieri-Eckmann pér konditén
FP,, pér funktorét qé i pérkasin kategorisé sé funktoréve té formés Ab® ku C éshté
njé kategori e vogél aditive me njé numeér té fundém objektesh. Sigurisht elementét e
Ab© pérgjithésojné modulet, sepse si C né vecanti mund té marrim ¢do unazé unitare.
Pérpara se té pércaktojmé dhe té vértetojmeé kriterin, do té provojmé disa rezultate
qé kané té béjné me objektet e liré né Ab®, mé pas do té japim pérkufizimin e FP,,
dhe do té provojmé njé analog té teoremés 7.10 té [30] pér modulet qé gjithashtu éshté
analog i ekuivalencés (i) < (i7) té teoremés por qé né vend té vazhdueshmérisé
pérdor vazhdueshmeériné né zero.

3.1 Té lirét né Ab©

Me pérkufizim, ¢do koprodukt @ @ C(c, 8) do té quhet objekt i liré né Ab®. Arsyeja
zeX ceC

se pérse i quajmeé kéto koprodukte té lire géndron tek rezultatet e dy pohimeve e
méposhtme.

Teoremé 3.1.1 Ekziston njé ¢ift funktorésh té bashkéngjitur Fr : Set — AbS i

pércaktuar mbi objektet nga X — @© @ C(c,e), dhe U : Ab® — Set i pércaktuar
zeX ceC
mbi objektet nga F HCF(C>, ku U éshté i bashkéngjitur i djathté i F'r dhe injektiv
ce

mbi morfizmat.

Veértetim. Pércaktojmeé

©: Ab° (@ @ C(c,e), F) — Set(X, I F(c))

z€X ceC ceC

nga
T = ()0(7—) ku (p(T)(l’) = (TLJE[’C<1C))C€C'
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Eshté njé gjé rutiné pér té treguar qé @ éshté bijektiv dhe natyral né X dhe F' pér
rrjedhim U éshté i bashkéngjitur i djathté i F'r. Pér té treguar qé U éshté injektiv mbi
morfizmat supozojmé qé «, 8 : F' — G jané morfizma té tillé qé U(a) = U(B). Nga
vetia universale e produkteve té drejté shohim qé pér ¢do ¢ € C kemi 7.U(a) = aem,
dhe 7 .U(B) = Peme, pér rrjedhim a.m. = B.m.. Né qoftése thjeshtojmé 7. si njé
epimorfizém, pérftojmé a, = B, pér ¢do ¢ € C qé tregon se « = 3. m

Pohim 3.1.2 Koproduktet e ¢farédoshém té hom-funktoréve kovarianté jané projek-

tive.

Vértetim. Kemi pér té treguar qé AbC(GBC (¢i,®),®) ruan epimorfizmat. Né qofté
iel

se 7 : F — G éshté epimorfizém né AbC, atéheré duhet té tregojmé qé morfizmi i

induktuar
7 AbS(@C(c;,0), F) — AbC(®C(ci, 0), G)
el el

éshté epimorfizém grupesh abeliané. Vértet, meqénése 7 éshté epimorfizém, Pohimi
3.1, f. 258 i [48] tregon qé pér ¢do i € I, 7; : F(¢;) — G(¢;) éshté epimorfizém grupesh
abeliané, dhe lema Yoneda tregon qé ekzistojné bijeksionet natyrale
AbBC(DC(c;,0), F) ~ ILF(c;)
iel i€l
dhe
AbS(@C(c;,0),G) ~ T1G(c),
el el
pér rrjedhojé 7" éshté efektivisht njé pasqyrim .HIF (c;) — 'HIG (¢;) i cili ka pér té qéné
(S S

syrjektiv meqénése ngushtimi i tij éshté i tillé né secilén komponente F(¢;). m

Do té pranojmé qé funktorét nga Ab® ti quajmé C-modul dhe pér ¢do M, N € AbC do
té themi qé NV éshté nénmodul i M, e cila shkruhet si N < M, né qofté se pér té gjitha
ceC,N(c) < M(c)dhepérgdoc,d € Cdhea:c— d, N(a) éshté ngushtimi i M («)
né N(c). Pércaktojmé gjithashtu modulin herés M /N nga M/N(c) = M(c)/N(c) pér
¢do ¢ € C dhe pér ¢do morfizém « : ¢ — ¢, M/N(«a) : M(c)/N(c) — M(d)/N(c)
pércaktohet nga M/N(«a)(z+ N(c)) = M(a)(xz)+ N(c). Pér ¢do dy C-module M dhe
N pércaktojmé shumén e tyre M+ N nga (M+N)(c) = M(c)+N(c) pér ¢do ¢ € C dhe
(M+N)(a) = M(a)+ N(«) pér gdo morfizém « né C. Bérthama Kerrer: M — N,
éshté funktori Kerr i pércaktuar mbi objektet nga barazimi (Kert)(c) = Ker(7(c))
té bérthamés sé homomorfizmit 7(c) : M(c) — N(c¢), dhe mbi morfizmat a : ¢ — ¢/,
duke marré si (Kerr)(a) ngushtimin e M (a)) mbi Ker(7(c)). Sé fundi, do té themi qé
njé modul M éshté me gjenerim té fundém né qofté se ekziston njé bashkési e fundme

X dhe njé transformim natyral 7: & @ C(c,e) — M me komponenté syrjektivé.
zeX ceC

3.2 Kriteri Bieri-Eckmann peéer funktoret aditive
Né kété paragraf do té vértetojmé analogen e teoremés 7.10 té [30] e cila jep njé

karakterizim té kondités FP,, pér modulet né terma té vazhdueshmeérisé né zero té
funktorit Ext.
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Lemeé 3.2.1 Le té jete C njé kategori e vogél aditive me njé numér té fundém objek-
tesh dhe M njé C-modul. Atéheré, Homp,c(M,®) éshté i vazhdueshém né zero vetém
kur M éshté me gjenerim té fundém.

Vértetim. Fillimisht vérejmé qé @ C(c, o) éshté i vazhdueshém né zero. Vértet, né
ceC

qofté se M; pér ¢ € I éshté njé familje e drejtuar C-modulesh e tillé qé Lim;M; = 0,
atéheré

LimHom ppe (ECC(C, o), M;) = Mlcchi(c) nga Lema Yoneda
=~ Clgc@ﬂ)@[]\/li(c) nga teorema [I.2.10)]
=0 nga supozimi.

Sé dyti, né qofté se F' éshté i liré dhe me gjenerim té fundém, domethéné né qofté

se F = @& & C(c,e) ku X éshté i fundém, atéheré nga mé sipér rrjedh lehté qé
zeX ceC

Hom p,c(F, o) éshté i vazhdueshém né zero. Le té jeté tani M njé C-module me gje-

nerim té fundém, domethéné, ekziston F' = @& @ C(c,o) ku X i fundém dhe njé
reX ceC

epimorfizém 7 : F — M né Ab®. Ekziston njé varg ekzakt i induktuar
0 — HOmAbC<M, .) — HOmAbC(F, .)

i cili, duke marré parasysh ¢faré thamé mé paré pér F, implikon qé M éshté i vazh-
dueshém né zero.

Anasjellas, supozojmé qé M éshté i vazhdueshém né zero dhe duam té tregojmé qé
éshté me gjenerim té fundém. Le té jeté My, A € A familja e té gjithé nénmoduleve
me gjenerim té fundém té tij. Kjo éshté jo boshe megénése moduli zero 0 éshté me
gjenerim té fundém. Kontrollohet lehté qé familja e moduleve herés M /M, éshté njé
familje e filtruar C-modulesh lidhur me morfizmat evidenté ay, : M/My — M/M,
sa heré qé¢ My < M, dhe qé [L'H;LAM/M,\ = 0. Pér rrjedhojé, nga supozimi,

MAHOHIAIOC(M, M/M)\) =0. (31)
Meqgénése
Iﬂ}AHomAbC(Ma M/M,) = [AGQAHomAbC(Ma M/M)]/K
ku K éshté néngrupi i pérftuar nga fi — f, ku f, € Hompye(M, M/M,) dhe fy €
Hom e (M, M/My) dhe ekziston o, : M /My — M/M, e tillé qé f, = oy, fr. Nga

(3.1) idps € Homppe (M, M/0) duhet té jeté element i K, prandaj ai duhet té jeté i
barabarté me njé shumeé té fundme té trajtés

idy =Y z(fx, = fu,), kuz € Z. (3.2)

jeJ

Megénése njé nga f,; ose fr, duhet té jeté idys, supozojmé qé idy, éshté ndonjé fj,
dhe mé pas korresponduesi f, i termit idy; — f,, éshté morfizmi kanonik M — M/M,,.
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Né qofté se M,, = M, atéheré kemi mbaruar puné, M éshté me gjenerim té fundém.
Atéheré supozojmé qé M, # M. Por f, do té thjeshtohet né , pér rrjedhim
ekziston njé term f, — f,, né ka M, # M,. Né qofté se M, = M, vértetimi
mbaron, pérndryshe mund té supozojmeé qé M, # M. Pas thjeshtimit té f,, pérfotjmeé
termin idy; — fu, ku M,, # M dhe pérsérisim progesin. Meqgénése f,, ka pér tu
thjeshtuar, ekziston njé term f,, — f,., ku M,,, # M,,. Né qofté se M,, = M, mbaron,
pérndryshe supozojmé qé M,, # M dhe pas thjeshtimit té f,, pérftojmé termin
idyr — fu, ku My, # M. Duke pérséritur progesin pér njé numer té fundém hapash,
supozojmé qé ekziston s > 3, i tillé qé idy— f,,_, éshté paraqitur né (3.2), M,,_, # M
dhe ekziston njé term jo-zero né i trajtés f,, , — fu. ku M, , # M,,. Pas
thjeshtimit té f,, _, pérftojmé termin idy — f,,. Megénése J éshté e fundme dhe
ky proces nuk mund té zgjasé pérgjithmoné, mund té supozojmé qé f,, = 0 gé do
té thoté se ose M,, = M, ose M, # M dhe f,, éshté zero i Homyyec(M, M/M,,).
Ekzistenca e termit f,,_, — f,, né (3.2), fakti é f,,_, dhe f,, jané morfizma kanoniké,
dhe supozimi pér M, , dhe M, , sjellin gqé supozimi yné i dyté nuk éshté i mundur.
Kjo pérfundon vértetimin. m

s

Teoreme 3.2.2 Le té jeté C njé kategori e vogél aditive me njé numer té fundém
objektesh, M njé C-modul dhe n > 0. Atéheré pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

(i) Exts(M,e) éshté i vazhdueshém né zero pér ¢do k < n;
(ii) M éshté i tipit FP,.

Vértetim. Do té béjmé njé vértetim induktiv sipas n. Né qofté se n = 0, atéheré nga
lema[3.2.1] M éshté me pérftim té fundém atéheré dhe vetém atéheré kur Homy e (M, o)
eshteé i vazhdueshém né zero. Por kjo éshté njésoj si té thuash qé M éshté e tipit FPy
vetém kur ExtZ(M, e) éshté i vazhdueshém né zero. Tani supozojmé qé (i) dhe (i7)
jané ekuivalente pér ¢do s < n — 1 dhe duam té tregojmé ekuivalencén pér n. Pér
kété marrim njé rezolucion projektiv té tipit té fundém té M:

Pby—--—=P=-F—=M=0

dhe duam té tregojmé qé bérthama L e P, ; — P, 5 éshté me pérftim té fundém
vetém kur Exty (M, o) éshté i vazhdueshém né zero. Atéheré né sajé té teoremés [3.1.1]
Rrjedhimit 10.3. 1T dhe Pohimit 10.4. IT té [21], ne mund té zgjedhim njé rezolucion
projektiv mé té gjaté té M:

o= PP, —-P1— =P =>F—=>M-=0,

ku P, mund té zgjidhet me pérftim té fundém vetém né qofté se L éshté i tille. Duke
marré parasysh vargun ekzakt

P,y —P,—L—0,
pérftojmé vargun ekzakt

0 — Homp e (L, o) = Hompyc (P, 0) — Homp o (P, @),
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dhe si rrjedhim kemi vargun tjetér ekzakt
Hom pc(P,—1,0) — Hompyc(L, o) — Ext; (M, e) — 0.

Funktori né té majté éshté i vazhdueshém né zero meqénése P, ; éshté me pérftim
té¢ fundém, késhtu Ext;(M,e) ka pér té qéné i vazhdueshém né zero vetém kur
Hom e (L, ) éshté i tillé, domethéné vetém kur L éshté me pérftim té fundém,
si¢ e déshironim. m

3.3 Njeé zbatim pér monoidet inversive

Né qofté se S éshté njé gjysmégrup inversiv, atéheré njé S-modul éshté njé semilatisé
A grupesh abeliané sé bashku me njé pasqyrim Ax .S — A, té shénuar me (a, z) — az,
dhe njé izomorfizém F(S) — E(A), té shénuar me e — 0, semilatisash té tillé qé

(i

) (a1 + ax)r = ayx + agw, aj, a9 € A,z € S
(i) (axy)zy = a(x122), @ € A, x1,29 € S;
)

(i) ae =a+ 0., a € A,e € E(5);
(iV) 0633 = Ox71e$.

Vérejmé qé ekzistojné S-module né sensin e zakonshém gé nuk jané S-module si mé
sipér. Pér shembull, mund té marrim A grupin e liré abelian ZS me bazé S, atéheré
éshté e qarté qé ZS éshté njé S-modul i djathté né sensin e zakonshém. Megjithaté ai
nuk éshté njé S-modul si né pérkufizimin e mésipérm sepse nuk ka asnjé izomorfizém
ndérmjet semilatisave respektive E(ZS) = {0} dhe E(S) né pérgjithési meqgénése
E(S) ka mé shumé se njé element pérveg rastit kur S éshté grup.

Ndérkaq ne mund té béjmé teori homologjie duke pérdorur kéto module né vend
té moduleve té zakonshém madje mund té marrin rezultate interesante si né [36]
dhe né [43]. Lausch tregoi né rrjedhimin e tij 5.6 té [36] qé ekziston njé funktor
kohomologjie Hg nga kategoria Mod(S) e S-moduleve né até té grupeve abeliané e
cila kénaq disa kondita dhe e pérdori kété kohomologji pér té klasifikuar zgjerimet e
gjysmégrupeve inversivé. Loganathan tregoi né lemén 2.6 té [43] qé kategoria Mod(S)
e S-moduleve éshté izomorfe me kategoriné Mod(D(S)) té funktoréve me domain
D(S) dhe vlera grupe abeliané. Objektet e D(S) jané idempotentét e S dhe morfizmat
e — f jané treshet (e, z, 2’) ku 2’ éshté i anasjelli i z dhe e > z2/, 2’z = f. Kompozimi
i morfizmave jepet me anén e barazimit (e, z, 2')(2'x, y,y') = (e, vy, y'x"). Izomorfizmi

F : Mod(S) — Mod(D(S)) (3.3)

i lemés 2.6 gon ¢do S-modul A tek D(S)-moduli F'A i cili lidh ¢do objekt e € D(S) me
grupin abelian A, = {a € Ala —a = 0.}. Mé tej né lemén 2.8 ai provoi ekuivalencén
e kategorive D(S) ~ D(S) ku D(S) éshté kategoria e pjestimit qé i shogérohet S
e pércaktuar né [40]. Nga kjo mund té pérftohet lehté ekuivalenca e kategorive té
moduleve

Mod(D(S)) =~ Mod(D(S)). (3.4)
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Loganathan pérdori izomorfizmin e lemés 2.6 pér té vértetuar né teoremeén e tij 2.7
qé pér ¢do S-modul (né sensin e Lausch), ekziston njé izomorfizém kanonik

H"(S, A) = H"(D(S), F(A)). (3.5)

Njé tjetér rezultat i réndésishém i [43] lidh kohomologjiné e njé gjysmégrupi inversiv
S me até té grupit té imazhit maksimal té tij G. Kujtojmé qé¢ G = S/o ku

o={(z,y) € S x Slze = ye pér ndonjé e € E(S)}.

Ai provoi né pohimin 3.6 qé pér ¢do G-modul né sensin e zakonshém ka njé izomor-
fizém kanonik

H™(G, A) = H(D(S), D(r)* A), (3.6)

ku D(m)* : Mod(G) — Mod(D(S)) éshté funktori i induktuar nga projeksioni natyral
m:85 — G. Nga dhe dhe fakti q¢ F' éshté izomorfizém, mund té pérftohet
lehté qé

H™"(S,F~'D(n)*A) = H"(G, A). (3.7)

Né kété ményré kemi njé izomorfizém ndérmjet kohomologjisé sé n-té té G me ko-
efigienté nga ndonjé modul A (né sensin e zakonshém) dhe kohomologjisé sé¢ S me
koefigienté né F~1D(m)* A qé sig shihet lehté, éshté njé modul né sensin e Lausch.

Pohim 3.3.1 Le té jeté S njé monoid inversiv me njé numeér té fundém idempo-
tentésh. Né qofté se kategoria e pjestimit D(S) éshté e tipit FP, pér ndonjé n > 0,
ateheré monoidi S éshté i té njéjtit tip.

Vértetim. Té génit FP,, pér D(S) nénkupton qé funktori konstant AZ né Z éshté
FP" si njé lﬂ?(S)-ﬂmodul. Nga teorema k‘j'o do té th?té qe E)ft{z?(bf) (AZ, o) éshté
i vazhdueshém né zero pér ¢do k < n. Per té treguar qé G éshté i tipit FP,,, duke
pérdorur kriterin Bieri-Eckmann pér modulet (teorema 7.10 e [30]), ne duhet té tre-
gojmé qé né qofté se M;, v € I éshté njé familje e drejtuar G-modulesh kolimiti i té
cilave éshté zero, atéheré LimExty,(Z, M;) = 0 pér ¢do 0 < k < n. Vértet, nga |)
kemi izomorfizmin e méposhtém

Limy Bt (Z, M;) = Lim; Batyy sy (AZ, D(7)" M;).
Por pér ¢do objekt e € D(S),

Lim, D M) — (@ D) M, K.,

(LinyeD(r) ) (€)= (& D) M) ) /

ku K. éshté néngrupi i pérftuar nga elementét e trajtés x — D(m)*a; (), ku oy ; :
M; — M; morfizém c¢farédo né I, dhe x € D(m)*M;. Meqgénése Lim;M; = 0, éshté e
lehté tani té tregohet se grupi herés i té fundit éshté zero, pér rrjedhojé i tillé éshté dhe
Lim;D(m)*M;. Né fund, kjo sé bashku me supozimin qé D(S) éshté FP,,, implikojné
qé LimIExt%(S)(AZ, D(W)*Mz) = ‘(),'dhe pér p§§ojé Lim;Ewtg(Z,Mi)m:' 0 pér cdo
0 < k <n qé tregon se G éshté i tipit FP,. Mirépo nga kushti S ka njé idempotent
minimal, rrjedhimisht mund té aplikohet ideja e vértetimit té sé anasjellés té teoremeés
prej nga marrim gé S éshté e tipit FP,. =
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Kapitulli 4

Kohomologjia e gjysmegrupeve
inversive me koeficiente pretufat

4.1 Njohuri hyrese

Pér té pércaktuar kohomologjiné e njé gjysmégrupi inversiv S sipas Renault dhéné
tek [55] me koefigienté njé S-pretufé, fillimisht kujtojmé qé njé pretufé me fillim njé
semilatisé E dhe fund né Ab do té quajmé cdo objekt té kategorisé Ab” ku semilatisa
E kosiderohet si pre-renditje. Mé tej po japim disa kuptime dhe rezultate pa vértetim
nga [39] té cilat do té na nevojiten né paragrafin pasardhés. Né qofté se X éshté
njé pretufé me fillim né £ dhe fund né Ab, atéheré do té shénojmé pérséri me X
bashkésiné U.cpX(e) dhe pércaktojmé w : X — FE té tillé qé m(a) = e vetém kur
a € X(e). Bashkésia X do té quhet Ab-tufa e pércaktuar nga pretufa X. Né qofté se
tani S éshté njé gjysmégrup inversiv dhe 7 : X — E(S) njé Ab-tufé mbi E(S), do té
themi gé S vepron mbi Ab-tufén X nga e djathta né qofté se ekziston njé funksion
X xS — X, vlerat e té cilit po i shénojmé me (z, s) — zos, i cili kénaq tri aksiomat
e méposhtme:

o (Act 1) N&é qofté se a € X(e), atéheré a o e = a.
e (Act 2) (aos)ot =ao(st).

e (Act 3) Né qofté se a € X (e), atéheré aos € X (s 'es), pér mé tepér, pasqyrimi
a + a o s éshté homomorfizém né Ab.

Le té jeté tani njé pretufé X mbi semilatisén E. Do té shénojmé me pf : X(e) — X(f)
té ashtéquajturit pasqyrime ngushtues qé jané né fakt homomorfizmat X (v, ) pér ¢do
shigjeté v,y : e — f né E. Ka vend kjo teoremé.

Teoremé 4.1.1 (Teorema 5.6 [39]) Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv. Atéheré
¢do veprim nga e djathta i S-sé mbi njé pretufé mbi E(S) me vlera né Ab indukton
njé veprim nga e djathta té S-sé mbi njé Ab-tufé mbi E(S), dhe anasjellas.

Po japim kétu vetém idené e vértetimit. Shénojmé X = U.cpX(e) dhe pércaktojmé
m: X — F té tille qé 7(a) = e vetém kur a € X(e). Tani pércaktojmé njé pasqyrim
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X xS — X té tillé qé pér ¢do a € X(e)

aos= p:ss*1 (a) ’ (68)'

Tregohet lehtésisht qé kénagen aksiomat (Act 1)-(Act 3) dhe qé gjithashtu aos = a-s
ku a € X(ss7!). Kjo do té thoté se o zgjeron veprimin - mbi pretufén.

Anasjellas, po supozojmé se kemi té dhéné njé Ab-tufé X = U.cpX(e) mbi E(S)
Pér ¢do e > f pércaktojmé p% : X(e) — X(f) té tillé qé p$(a) = ao f. Duke marré
parsysh (Act 1)-(Act 3) formohet njé pretufé X mbi F(S). Sé fundi, pércaktojmeé njé
pasqyrim X x S — X té pjesshém si vijon

aos né qofté se a € X(e) dhe sst=e
a-s=19 . . .
i papércaktuar pérndryshe

Mund té verifikohet lehté qé ky pércakton njé veprim nga e djathta té S mbi pretufén
X.

MEe tej do té shpjegojmeé se cfaré éshté njé simetri i pjesshme e njé pretufe. Le té jeté
dhéné p$ : X(e) — X (f) njé pretufé mbi ' me vlera né Ab. Shénojmé

Xle= U X(f),

f<e

dhe e quajmé X|e nénobjekt té X-it. Njé simetri e pjesshme e X-it nga Xl|e ne X|f
éshté njé ¢ift (6, 0) ku:

o 0: et — f¥ éshté njé izomorfizém qé ruan renditjen (me argumentin e shkruar
majtas);

e O éshté familja e izomorfizmave {©; : i < e} né Ab té pércaktuara si vijon
O, : X (i) — X (if) (me argumentin e shkruar majtas);

e té tilla qé pér ¢do i’ < i < e kemi té vérteta barazimet
(pi(a))Os = pifp(aBs),

ose e théné ndryshe, qé diagrami

té jeté ndérrimtar.

Po shénojmé me 7T (X) bashkésiné e gjithé simetrive té pjesshme té X. Né qofté se
(0,0) dhe (¢, ®) jané dy simetri té pjesshme, ateheré mund ti kompozojmé ato pér
té pérftuar ¢iftin (0, OP), ku 0¢ éshté kompozimi i izomorfizmave té pjesshém té
E-sé, dhe pér ¢do i né fillimin e ¢, kemi pércaktuar (OP); = ©,;P;9. Provohet lehté
qé T(X) éshté njé gjysmégrup inversiv té cilin do ta quajmé gjysmégrupi inversiv i
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simetrive 1€ pjesshme té pretufés X. Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv me semilatisé
E(S) = E. Le té a : S — T(X) njé homomorfizmém gjysmégrupesh inversivé, ku
sa = (0°,0°%) té tillé qé pér ¢do e € E pasqyrimi 6¢ éshté identiku mbi et dhe ©F
éshté identiku mbi X (i) pér ¢do i < e. Kétej e tutje do ta quajmé « riparagitje e S
me anén e simetrive té pjesshme té X. Vérejmé se 6° e pércaktuar mé lart éshté njé
izomorfizém qé ruan renditjen nga (ss~!)¥ tek (s71s)* dhe se 0% pasqyron i tek s lis.
Teorema e méposhtme tregon se ¢do riparaqitje o : S — T (X)) pércakton njé veprim
té S nga e djathta mbi X, dhe anasjellas.

Pohim 4.1.2 (Pohimi 5.7 [39]) Le té jeté dhéné njé riparagitje o : S — T (X).
Pércaktojmé njé pasqyrim X x S — X té shénuar me (a,s) — a o s ku aes = aO?
sa heré qé a € X(e) dhe e < ss'. Pesé aksiomat e méposhtme kané vend.

(Rep 1) Né qofté se a € X(e), atéheré a e s éshté pércaktuar vetém kur e < ss!.

(Rep 2) Né qofté se a € X(e), atéheré aee = e.

(Rep 3) Né qofté sea € X (e) dhe aes éshté pércaktuar, atéheré aes € X (s~ tes); pér
mé tepér pasqyrimi X (e) — X (s tes) i tillé q¢ a — a e s éshté homomorfizém

né Ab.

(Rep 4) (a e s) et éshté pércaktuar vetém kur a o (st) éshté pércaktuar rast né té
cilin ato pérputhen.

(Rep 5) Le té jené i < j < ss~'. Atéheré né qofté se a € X(j) kemi té vérteté qé

pli(aes)=pla)es.

Anasjellas, né qofté se éshté dhéné njé funksion i pjesshém X x .S — X qé kénaq pesé
aksiomat e mésipérme, atéheré mund té pércaktohet njé riparaqitie o : S — T(X) e
tillé qé sa = (6°,0°) ku a©3 = a e s pér ¢do a € X(i) dhe i < ss™'.

Né vazhdim po japim kuptimin e riparaqgitjeve té njé gjysmégrupi inversiv me anén
e simetrive té pjesshme mbi njé Ab-tufé X. Le té jeté njé Ab-tufé, 7 : X — E dhe
X(e) = !(e). Pozojmé
Xle = flgleX(f).

Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv me semilatisé E. Njé riparaqitie e S me anén
e simetrive té pjesshme té Ab-tufés X, éshté njé homomorfizém g : S — I(X)
(kétu I(X) éshté monoidi simetrik inversiv i bashkésisé X) i cili kénaq konditat e
méposhtme:

e (Bund 1) Fillimi i s/ éshté X|ss™! dhe fundi X|s™'s.

e (Bund 2) Né qofté se e < ss !, atéheré s indukton njé morfizém nga X (e) né
X(s7tes)
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Nése éshté dhéné njé riparaqitje 8 : S — I(X) si mé sipér, atéheré mund té pércaktohet
njé pretufé duke pozuar p/ : X(e) — X(f) té tillé qé p/ = (a)(eB) ku a € X(f).
Ky pércaktim na lejon té japim njé veprim té djathté té S-sé mbi X duke pozuar
aos=pS 1(a)(sB). Anasjellas, né qofté se kemi njé veprim té S nga e djathta mbi
Ab-tufén X, atéheré pércaktojmé 3 : S — I(X) té tillé qé s8 : X|ss™t — X|s7!s
ku (a)(sfB) = a o s. Tregohet se [ éshté njé riparaqitje e S me anén e simetrive té
pjesshme té Ab-tufés X. Teorema e méposhtme ekuivalenton katér kuptime té dhéna

deri tani.

Teoremé 4.1.3 (Teorema 5.8 [39]) Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv. Kuptimet
e méposhtme jané ekuivalente.

(i) Njé veprim i S nga e djathta mbi njé pretufé X me vlera né Ab.

(ii) Njé riparaqitje e S me anén e simetrive té pjesshme té pretufés X me vlera né

Ab.
(111) Njé veprim i S nga e djathta mbi njé Ab-tufé X .
(iv) Njé riparaqitje e S me anén e simetrive té pjesshme té Ab-tufés X

Me interes éshté edhe shembulli i méposhtém (Shembulli 3 [39]). Le té jeté S njé
gjysmeégrup inversiv qé vepron nga e djathta mbi njé pretufé X me vlera né Ab. Pér

¢do e € E, X(e) éshté njé grup abelian me njésh 1.. Pozojmé X = ]IEI(S)X(e) dhe
ec

pércaktojmeé
a®b=pgs(a)pe,(b)

ku a € X(e) dhe b € X(f). Né kété ményré (X, ®) shndérrohet né njé gjysmégrup té
Klifordit me semilatisé idempotentésh {1, : e € E(S)} izomorfe me E(S). Gjithashtu
mund té pércaktojmé plotésisht njé pasqyrim X x S — X si vijon

aos = pg-1(a)- (es).
Mund té verifikohet lehtésisht se plotésohen kushtet e méposhtme:
e Ekziston njé izomorfizém i E(S) tek E(X) i dhéné nga e — 1..
e (a®bos=(aos)®(bos).
e ao(st)=(aos)ot.
e goe=a® 1.
o l,os5=1,-1..

Kéto nuk jané gjé tjetér vecse aksiomat e njé S-moduli né sensin e Lausch-it.

Sé fundi po japim pérkufizimin e kohomologjisé sé njé gjysmégrupi inversiv me koefi-
cienté pretufat. Pér njé gjysmégrup inversiv té dhéné S, shénojmé me S™ produktin
kartezian té S-sé n heré me veten kur n € N, dhe S° bashkésiné e idempotentéve té
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S-sé. Pércaktojmé njé S-pretufé (X, a) si njé Ab-pretufé X sé bashku me njé ripa-
raqgitje té S me anén e simetrive té pjesshme té X, qé sikurse e thamé mé lart éshté
njé homomorfizém « : S — T (X). Pér njé S-pretufé té dhéné (X, o) grupesh abeliané
ne mund té formojmé zinxhirin e komplekseve té méposhtém. Njé n-zinxhir éshté njé
funksion f : S™ — X i cili kénaq konditat e méposhtme:

(1) f(s0,81,sSn—1) € X(r(8051.-Sn—1)) kur(sosi...8p—1) = (S051--Sn—1)(S0S1++-Sn—1) "~

(ii) f éshté kompatibél me pasqyrimin ngushtues, domethéné né qofté se
u = 1(8081...8p—1) dhe v = r(toty...t,_1) ku t; = e;s; pér ndonjé idempotent e;,
atéheré f(to,t1,...,tn—1) = X(7)(f(S0, S1, .-, Sn_1)) ku 7y éshté shigjeté né £ nga
u né v; dhe

(iii) pér n > 0, f(so, ..., Si,---Sn—1) €shté idempotent sa heré qé s; éshté idempotent.

Bashkésia C™(S, X) e n-zinxhiréve éshté grup abelian lidhur me mbledhjen pikésore.
Vargu

0—>C%S, X) —=CHS, X) —= - - —= (S, X) = O (S, X) — - - -

ku
8°(f(s)) = a(s)f od(s) — f or(s) dhe

0" f(S0y vy 8n) = a(80) f(S1, -, Sn)
+ Z(—l)zf(SO, 085184,y ey Sn)
1=1

+ (=1)"" £ (50, .y Sn_1)

éshté njé zinxhir kompleks. Shénojmé me Z™(S, X) dhe B"(S, X) grupet e n-kocikleve
dhe até té n-kokufijve. Grupi i n-té i kohomologjisé Z™ (S, X)/B"(S, X) do té shénohet
me H"(S, X).

4.2 S-pretufa si kategori funktoresh

Neé kété paragraf do té tregojmeé qé pér ¢do gjysmégrup inversiv S, S-pretufa formojné
njé kategori dhe qé kjo kategori éshté izomorfe me kategoriné e funktoréve AbP™)
ku D(S) ka pér objekte té gjithé idempotentét e S dhe pér morfizma e — f treshet
(e,z,2") ku 2’ éshté inversi i x dhe e > z2’, 2’z = f. Rezultatet e teoremave 1.1 dhe 1.2
té [35] sigurojné se ka vetém njé funktor kohomologjie me burim njé kategori abeliane
dhe me fund Ab, pér rrjedhojé kohomologjia e Lausch e pércaktuar né AbP® ) do té
pérputhet me até té Renault té pércaktuar né S-pretufa.

Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv, X njé pretufé grupesh abeliané mbi E(S) dhe
a: S — T(X) riparaqitje e S me ané té simetrive té pjesshme té X.

Lemeé 4.2.1 Riparaqitja o indukton njé S-modul né sensin e Lausch.
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Vértetim. Teorema 5.8 ((i) < (i7)) e [39] pohon qé o mund té konsiderohet si njé
veprim i S né té djathté té pretufés X me vlera né Ab. Atéheré si¢ éshté treguar né
shembullin 3, f. 33 té [39] ne mund té ndértojmé njé gjysmégrup té Klifordit (X, ®)
me semilatisé idempotentésh £(S) dhe me njé veprim té djathté té S mbi X té dhéné
nga

005 = aes)pleei(@).

i cili kénaq té gjitha vetité e njé S-moduli. m

Le té jeté S njé gjysmégrup inversiv i fiksuar, ndértojmeé kategoriné S-pretufa me ob-
jekte riparaqitjet e S me ané té simetrive té pjesshme té pretufave té grupeve abeliané
mbi £(S) dhe morfizmat ndérmjet dy riparaqitjeve a: S — T (X) dhe 5: S — T(Y)
jané morfizma S-modulesh 7 : X — Y ndérmjet S-moduleve korrespondues té Lemés

[4.2.7] té tillé qé Vs € S,
T(a(s)(x)) = B(s)(T(z)). (4.1)

Kétu a(s) éshté njé nga komponentét e familjes korresponduese dhe z € X(e) ku
X(e) éshté fillimi i atij komponenti a(s). Do té tregojmé qé S-pretufa éshté né té
vérteté njé kategori. E vetmja gjé qé kemi pér té kontrolluar éshté qé né qofté se
a:S—=>TX),p:5—=T)dhe v:S — T(Z) jané objekte nga S-pretufa dhe
71— (3, T»: f — 7 jané morfizma, atéheré pér ¢do s € S dhe x nga fillimi i ndonjé
komponenti té «(s) kemi

rami(a(s)(x)) = 7(s) (21 (). (4.2)

Nga pérkufizimi i 7y dhe 75 kemi

ni(a(s)(2)) = B(s)(ni(x)) (4.3)

dhe
72(8(5)(y)) = 7(s)(72(y)). (4.4)
Duke zévendésuar né y me 71(x) pérftojmé

72(8(s)(11(2))) = v(s) (T2 (). (4.5)
Tani dhe implikojné .

Pér njé gjysmégrup inversiv té dhéné S me semilaticé idempotentésh F pércaktojmé
njé kategori P(S) me objekte idempotentét F té S dhe morfizmat e — f jané ¢ifte
(e,5) € E x S té tilla qé f = s~'es. Kompozimi jepet nga (s~ 'es, t)(e,s) = (e, st). Le
té jeté P(S) herési i P(S) sipas kongruencés mbi hom-setet e P(S) té gjeneruar nga
ciftet

(e,8) ~ (e,es) dhe (e, e) ~ id..

Morfizmat e P(S) do ti shénojmé me té njéjtin simbol qé shénohen pérfagésuesit e
tyre né P(S). Vérejmé qé semilatisa F(S) éshté nénkategori e P(S5).
Dy lemat qé do té paraqesim mé poshté tregojné dy veti té funktoréve nga Ab” (),

Lemé 4.2.2 Cdo X € Ab"Y) indukton njé veprim té djathté t¢é S mbi Ab-tufén
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Vértetim. Pércaktojmeé njé funksion o : X x § — X té tillé qé
aos=X(e s)(a) pér ¢do a € X(e).

Le té kontrollojmé tri vetité e veprimit té djathté té S mbi X.
(Act 3) Né qofté se a € X (e), atéheré nga pérkufizimi aos € X (s 'es) dhe pasqyrimi
a — a o s éshté morfizém né Ab meqénése X (e, s) éshté i tillé.

(Act 1) Né qofté se a € X (e), atéheré aoe = X (e, e)(a) = idx()(

y(a) = a.
(Act 2) (aos)ot = X(s"tes, t)X(e,5)(a) = X(e,st)(a) = ao (st).

Lemé 4.2.3 Cdo X € Ab"®) indukton njé S-modul X = UeepX|g(e) ku X|g éshté
ngushtimi i X né E(S).

Vértetim. Do té tregojmeé qé gjysmégrupi i Klifordit X ka strukturén e njé S-moduli.
Nga (iii) = (ii) té Teoremés 5.8 tek [39] kemi qé Ab-tufa X e Lemés mund
té konsiderohet si njé riparaqgitje e S me ané té simetrive té pjesshme té njé pretufe
me vlera né Ab né ményrén e méposhtme. Sé pari, si né vértetimin e Teoremés 5.6
té |39] ndértojmé njé semilatisé grupesh X (e) (megjithése njé e kemi tashmé) duke
pércaktuar pér e > f, p§ @ X(e) — X(f) té tillée qé pj(a) = ao f. Por ao f =
X(e, f)(a) = a+ f. Kjo tregon se gjysmégrupi i Klifordit qé lind duke ngushtuar
X né E(S) éshté i njéjté me até té pérshkruar né Teoremén 5.6 té [39]. Mé pas
pércaktojmeé njé funksion té pjesshém

aos né qofté se  a € X(e) dhe ss™t =e
a-s=49q . . .
i papércaktuar pérndryshe

Ky éshté njé veprim i djathté i S mbi pretufén X|g i cili kénaq kushtet (Rep 1)-(Rep

5) té pohimit 5.7 tek [39] pér rrjedhojé nga Shembulli 3 tek [39] X shndérrohet né
njé S-modul me veprimin e S-sé té pércaktuar nga

0% 5 = plar(a) - (e5) = s () © (e3). (4.6)

Nga ana tjetér shohim qé

peei(a) o (es) = X(ess™ ' es) X (e, ss1)(a) nga pérkufizimi i o
= X(e,es)(a) nga pérkufizimi i P(S)
= X(e, s)(a) nga pérkufizimi i P(S)
=aos nga pérkufizimi i o.

Po ta krahasojmé me shohim qé veprimet x dhe o jané té barabarta, pér rrjedhim,
X lidhur me veprimin o éshté njé S-modul. m

Pércaktojmé G : S-pretufat — AbP™) mbi objektet duke cuar ¢do riparaqitje o :
S — T(X) né G(a) : P(S) — Ab e cila ¢on ¢do idempotent e tek X(e) dhe ¢do
morfizém (e, s) : e — s 'es tek kompozimi

G(a)((e,s)) = ales)pioer- (4.7)
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Vetité funktoriale t& G(«) vértetohen lehté né qofté se kujtojmé qé (4.7) pércakton
njé veprim té djathté mbi pretufén X dhe qé pér a € X(e), G(a)((e, s))(a) éshté e
njéjté si a o s i Shembulli 3 té [39].

Le té jeté 7 : @ — ( njé morfizém né S-pretufa ku o : S — T(X) dhe 5: 5 — T(Y).
Pércaktojmeé

G(7) : G(a) = G(pP)
si familjen
{re: X(e) > Y(e)le € E}.
Pér té treguar qé G(7) éshté natyral ne duhet té tregojmé qé pér ¢do e € E, ¢do
morfizém (e, s) : e — s 'es dhe ¢do a € X (e), kemi

To-1esG () (e, 5)(a) = G(B)(e, $)Te(a),
e cila nga éshté ekuivalente me
T(aos)=r7(a)os.

Kjo éshté e vérteté meqgénése nga Lema X dhe Y jané S-module sipas veprimit
o dhe 7: X — Y éshté njé morfizém S-modulesh.

Pércaktojmé G’ : AbP® — S-pretufat mbi objektet X né ményrén e méposhtme.
Nga Lemal[d.2.2] X indukton njé veprim té djathté né S mbi Ab-tufén X = L. X (e)
dhe pastaj si né vértetimin e (iii) = (i) té Teoremés 5.8 tek [39] pércaktojmé njé
riparaqitje G'(X) té S me ané té simetrive té pjesshme té pretufé X|g. Del qé¢ G'(X) :
S — T(X|g) éshté i pércaktuar nga s — X(ss7 s) ku X(ss7!,s) : X(ss71) —
X (s7's) éshté pasqyrimi a — a o s.

Lemé 4.2.4 Moduli i Lemés i induktuar nga riparaqitia G'(X) éshté i njéjté
me modulin e Lemés i induktuar nga X .

Vértetim. Teorema 5.8 ((i4) = (7)) dhe Shembulli 31 [39] tregojné qé moduli i Lemés
[1.2.1)1 induktuar nga riparagitja G'(X) éshté gjysmégrupi i Klifordit X i Lemés [4.2.3]
i pérbéré nga grupet X(e) sé bashku me morfizmat strukturoré p$ = X(e, f), dhe
veprimi i S mbi X éshté i dhéné nga

axs=p. .i(a)- (es) Shembulli 3
= X(ess ™!, es)X (e, s571)(a) nga pérkufizimi i -
= X(e,es)(a) nga pérkufizimi i P(5)
= X (e, s)(a) nga pérkufizimi i P(S)
=aqaos nga pérkufizimi i o.

Kjo vérteton Lemén. m

Pércaktojmé G’ mbi morfizmat. Né qofté se 7 : X — Y éshté njé transformim natyral
funktorésh Ab”®) atéheré 7 indukton njé morfizém S-modulesh 7 : X — Y té
S-moduleve korrespondues X dhe Y té Lemés [4.2.3] Por Lema pohon qé X
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pérputhet me modulin e induktuar nga G'(X) po késhtu edhe Y me até té G'(Y).
Gjithashtu fakti qé 7" éshté njé morfizém modulesh implikon barazimin

qé tregon se 7* : X — Y mund té konsiderohet si njé morfizém ndérmjet riparaqitjeve
respektive G'(X) dhe G'(Y). Pércaktojmé

G'(r)=T1"
Tani vetité funktoriale jané té qarta.

Teoremé 4.2.5 Kategorité Ab”") dhe S-pretufat jané izomorfe.

Vértetim. Tregojmé fillimisht qé pér ¢do a € S-pretufat kemi G'Ga = «. Nga
pérkufizimi i G’ kemi qé G'Ga éshté homomorfizmi

G'Ga:S — T(X)

i pércaktuar nga
s+ Ga(ss™,s)

ku nga (4.7), G(a)(ss™!, s) éshté morfizmi
Ga(ss™,8): X(ss7') = X(s7's) = X (s (s571)s)
i pércaktuar nga
551

GCK(SS_l, 8) = &((88_1)8)p(ss*1)ss*1 = @(5)7

pér rrjedhojé G'Ga = a. Sé dyti do té tregojmé qé pér ¢cdo X € AbTY GG'X = X.
Pér kété duhet té tregojmé qé¢ GG'X ¢on ¢do morfizém (e, s) : e — s les té P(S) né

X(e,s). Nga (4.7) kemi
GG'X(e,s) = G'X(es)pS (4.8)

dhe nga pérkufizimi i G’ kemi
G'X(es) = X((es)(es) ™t es) = X(ess ™, es). (4.9)
Por p¢,. 1 = X (e, ss™') dhe nga dhe kemi
GG'X(e,s) = X(ess ' es)X(e,85) = X(e, (ss7)(es)) = X(e,es) = X(e, s)
si¢ déshironim. m

Pohim 4.2.6 Pér njé gjysmégrup inversiv S, kategoria P(S) pérputhet me até D(S)
té [45].
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Vértetim. Vérejmé fillimisht qé P(S) pérputhet me C(S) té [43]. Le té jeté (e, z) :
e — z lexr njé morfizém né P(S). Mund ta shkruajmé z'ex si (ex)(ex) dhe
vérejmé qé e > (ex)(ex)™t, pér rrjedhojé (e, x) pérputhet me (e, (ex), (ex)™) : e —
f = (ex) Yex) t& C(S). Anasjellas, le té jeté (e,z,27') : e — f njé morfizém né
C(S). Megénése e > zx~!, kemi e(zz™!) = xz~! atéheré 27 te(zr™ )z = 27 ez~ w g8
éshté ekuivalente me v~ tex = 7 'z. Por f = 2712, atéheré 2 lex = f dhe si rrjedhim
(e,z,z~1) pérputhet me (e, ) : e = x~ex t& P(S). Sé fundmi vérejmé qé ekuivalenca
joné ~ éshté e njéjté me ekuivalencén ~ té f. 379 té [43], prandaj P(S) = D(S). m

Rrjedhim 4.2.7 FEkziston nje izomorfizém midis grupeve té kohomologjisé sé Lausch
dhe atyre té Renault té njé gjysmeégrupi inversiv S.

Vértetim. Kohomologjia e njé gjysmégrupi inversiv S sipas Renault éshté pércaktuar
né S-pretufa e cila nga Teorema dhe Pohimi éshté izomorfe me AbP”®),
Por AbP®) &shté njé kategori abeliane, atéheré nga teorema e unicitetit té funk-
toréve té kohomologjisé sé [35], ka vetém njé funktor kohomologjie mbi AbP®),
Meqénése kohomologjia sipas Lausch éshté pércaktuar né Ab” (S), kemi gé grupet
e kohomologjisé sipas Lausch dhe Renault lidhen me njéri tjetrin anén e izomorfizmit
H (S, A) =2 Hr"(S,GF(A)). m

Vérejmé se nga rezultati i rrjedhimit mé sipér nuk duhet nxjerré pérfundimi i ga-
buar se teorité e kohomologjive sipas Lausch dhe Renaul pérputhen ashtu si¢ éshte
besuar nga E. Pasku deri kohét e fundit. Izomorfizmi thoté se nése kemi informaci-
on pér grupet e kohomologjisé me koeficienté té cfardoshém sipas Renault, ateheré
izomorfizmi H(™(S, A) = Hr"(S,GF(A)) na mundéson té njohim grupet H("(S, A),
por jo anasjellas. Situata éshté e ngjashme me ekzistencén e izomorfizmit pér
kohomologjiné e Eilenberg-MacLane i cili na mundésonte vetém té tregonim se nga
té génit FP,, e S-sé rridhte e njéjta veti pér grupin G por jo anasjellas si¢ u tregua
né kundérshembullin pérkates.
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Kapitulli 5

Aspekte homologjike te paraqitjeve

te gjysmegrupeve dhe nje zbatim
per grupet

5.1 Hyrje

Qéllimi i kétij kapitulli éshté té shprehé né terma algjebriké té génit té njé sistemi
reduktimi konfluent dhe pérfundues. Jepen dy karakterizime algjebrike pér njé sistem
reduktimi (A, —), pérkatésisht teoremat [5.2.2{ dhe [5.3.1|té cilat japin kondita té nevo-
jshme dhe té mjaftueshm pér (A, —) pér té qéné pérkatésisht néterian dhe konfluent.
Pér kéto dy karakterizime ne do té pérdorim nga [50] faktin qé ¢do kategorie té vogél
aditive C, i shogérohet njé unazé unitare [C] bashkésia korresponduese e té cilés éshté
bashkésia e |C| x |C| matricave té trajtés [a, 4] ku a,, € C(p,q) dhe ¢do rresht dhe
koloné ka njé numeér té fundém elementésh té ndryshém nga zero. Veprimet e mbled-
hjes dhe té shumézimit né [C] pércaktohen duke pérdorur mbledhjen dhe kompozimin
né C né kété ményre:

[apg] + [Bpgl = [op,q + Bpq) dhe [ q] - [Bpgl = [Vap) ku vap = Zaa,c * Beyp-

ce|C]

Eshté treguar né teoremat 7.1 dhe 7.1% té [50] qé kategoria e moduleve té djathté
AblC! lidhet me kategoriné e funktoréve kovarianté aditivé A me ané té funktoréve

ekzakté
T

AplC] — Al° (5.1)

ku R dhe S jané pérkatésisht té bashkéngjitur té djathté dhe té majté pér T'. Ngjas-
hmérisht, pér rastin kontravariant ekzistojné ciftet e té bashkéngjiturve
T*

— A 5.2
P (5:2)

AplCr”
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Megénése do té pérdorim S* dhe R, kujtojmé shkurtimisht kétu qé pér cdo F' € AbC”,
S*(F) = & F(q) dhe veprimi i a = [ay, 4] mbi S*(F') jepet nga
q€(C]|

Qg = ZUPF(O‘p,q)a

p€|C|

ku u, éshté injeksioni i koproduktit. Ngjashmérisht, R(F) = [] F(¢) ku veprimi i
q€lC|

matricave né té djathté pércaktohet né ményré té ngjashme me até mé sipér. Duke

pérdorur bashkéngjitjet e mésipérme, éshté treguar qé pér cdo F' € Ab¢ dhe G € AbC”

ekziston njé ekuivalencé natyrale

Pér karakterizimin e dyté, pérveg rezultatit t&€ mésipérm nga [50], do té pérdorim njé
rezultat té Isbell dhe Mitchell tek [22] i cili pohon qé kategorité C pér té cilat funktori
kolimit %nc . AbC — Ab 8shté ekzakt, jané pikérisht ato kategori afinizimi i té cilave
aff C ka komponenté té filtruar. Kétu afinizimi i C éshté nénkategoria (jo-aditive) e
ZC e pérbéré nga ato morfizma shuma e koefigientéve té ploté té té cilave éshté e
barabarté me 1. Né pérgjithési kemi C C aff C, i cili kthehet né barazim vetém kur C
éshté njé bashkeési e pre-renditur. Té qgénit i filtruar nénkupton dy gjéra, sé pari ¢do
¢ift objektesh pasqyrohet tek njé objekt i caktuar, dhe sé dyti, pér ¢do dy morfizma
aq, ap me té njéjtin fillim dhe fund, ekziston (e tillé qé fa; = Basy. Pér bashkeésiteé e
pre-renditura kondita e dyté éshté automatikisht e plotésuar.

Rast i vecanté i sistemeve té reduktimit jané ato qé induktohen nga paraqitjet e mo-
noidéve. Né qofté se P = (x,r) éshté njé paraqgitje e njé monoidi S, atéheré késaj
paraqitjeje i shogérohet sistemi i reduktimit (x*, —) ku x* éshté monoidi i liré mbi
x dhe — pérbéhet nga ciftet (uawv,ufv) ku (o, ) € r dhe u,v € x*. Né fakt ky
sistem reduktimi mund té konsiderohet si njé bashkim i ndaré leIS<PS’ —s) 1€ siste-

meve té reduktimit (Ps, —), ku Py éshté nénbashkésisa e atyre elementéve nga x*
gé pérfagésojné elementin s € S, dhe — pérbéhet nga ato cifte té — me té dyja
koordinatat brenda Ps. Né qofté se ndodh qé P pérfagéson njé grup G, lind pyetja
nése konfluenca e P, (e éshté njéshi i ) implikon até té P, pér ¢do g € G. Paraqgitjen
P = (x,r) té G do ta quajmé paraqitje A\-konfluente sa heré qé sistemi i reduktimit
P, éshté konfluent. Kétu A éshté fjala boshe qé pérfagéson njéshin e. Do té pérdorim
rezultatin e teoremés dhe pohimin 4.1.2, f. 117 té [20] pér té dhéné njé kusht té
nevojshém dhe té mjaftueshém sipas té cilit A-konfluenca e paraqitjes prej monoidi
P = (x,r) té njé grupi implikon konfluencén e P né rastin e vecanté kur (P, —.)
éshté i ploté, domethéné konfluent dhe Néterian. Né fakt té génit pérfundues i P,
implikon até té P, sepse né qofté se & éshté njé fjalé qé pérfagéson ¢g~*, dhe né qofté
se p éshté njé varg i pafundém reduktimesh né P,, atéheré zp do té jeté njé varg i
pafundém reduktimesh né P, njé kontradikté. Pohimi 4.1.2 i [20] pohon gé né qofté
se o : A — T éshté njé homomorfizém unazash, A njé I' modul i djathté, C' njé A
modul i majté, dhe né qofté se Torg(f‘, C') =0 pér ¢do p > 0, atéheré

Tor} (A, C) ~ Tork (A, O) (5.4)
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ku (,)C =T'®, C. Vérejmeé qé izomorfizmi ((5.4)) mbetet i vérteté edhe né rastin kur I'
dhe A, té paré si A module té djathté, nuk jané unitaré, pér pasojé nuk kemi nevojé
té supozojmé qé ¢ : A — IT" éshté njé homomorfizém unazash i cili con njéshin 1, té
A tek njéshi 1r i I'. Pérgjaté vértetimit té pohimit [5.4.1] ne pérdorim nga [20] (shih
fagen 149) pérkufizimin e méposhtém. Né qofté se A dhe I" jané dy unaza me shtim
kuep : A = Qn, er : I' = Qr jané shtimet pérkatése, dhe ¢ : A — I' njé pasqyrim
unazash me shtim, atéheré ekziston njé pasqyrim

U:TI'®yQa — Qr

i pércaktuar nga V(y ® z) = v - ¥(z) ku v : Qp — Qr éshté pasqyrimi i induktuar
nga . Pérséri, pérkufizimi i ¥ mbetet ende i vérteté nén supozimin qé I' nuk éshté
unitare si A modul i djathté népérmjet ¢.

Sé fundi do té japim shkurtazi disa koncepte qé do té pérdoren né dy paragrafet

né vazhdim. Shogéruar njé sistemi reduktimi (A, —) ekziston njé graf reduktimit T" 4
me bashkési kulmesh V(I'4) = A dhe bashkési brinjésh

E(T4) ={(a,b):a € A,be A ngs ekziston njé rregull reduktimi a — b}.

Pér njé sistem reduktimi (A, —) shénojmé me FT', kategoriné e liré té pérftuar nga
['4, me ZFT 4 kategoriné aditive té induktuar nga FT' 4 dhe le té jeté [ZFT 4] unaza
qé i shogérohet ZFT 4.

Njé sistem reduktimi (A, —) do té quhet Néterian ose pérfundues né qofté se nuk
ekziston asnjé udhé e pafundme brinjésh

R e R A

né grafin pérkatés té reduktimit I"4.
Sistemi i reduktimit (A, —) do té quhet konfluent né qofté se pér ¢do a,b € A nga
e njéjta komponente e lidhur e I'4, ekziston ¢ € A dhe udhét p, dhe p, me fillim
pérkatésisht né a dhe b e fund né c.
Sistemi (A, —) do té quhet me degézim té fundém né qofté se nga ¢do a € A dalin
njé numer i fundém brinjésh té I' 4.
Pér nocionet bazé nga sistemet e reduktimit té pérdorura né kété kapitull i referohemi

B3] dhe [6).

5.2 Sistemet e reduktimit Neteriane

Le té jeté (A, —) njé sistem reduktimi me degézim té fundém. Kjo klasé sistemesh
reduktimi éshté me interes sepse ajo pérfshin pér shembull sistemet e reduktimit té
induktuar nga paraqitjet e gjysmégrupeve me njé numeér té fundém relacionesh.

Lemé 5.2.1 Né qofté se (A, —) éshté njé sistem Néterian dhe me degézim té fundém,
atéheré pér ¢do a € A, ekziston n, € N e tillé gé gjatésia e ¢do udhe né I'y nga a tek
njé pasardhés i a nuk e kalon n,.
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Vértetim. Megénése né njé sistem té tille ¢do element ka njé numeér té fundém
pasardhésish, atéheré pér ¢cdo a € A ka njé numeér té fundém udhésh né I'y nga a
te pasardhésit e a. Né qofté se pércaktojmé n, si maksimumi i gjatésive té kétyre
udhéve, kjo bén puné. m

Shénojmé me RA néngjysmégrupin e shumézimit té monoidit ([ZFT 4],-) té pérbéré
nga té gjitha ato matrica £ me njé numeér té fundém elementésh té ndryshém nga
zero me vetiné shtesé qé pér cdo a € A, E,, # z -1, ku 1, éshté identiku i a né FT' 4
dhe z € Z*.

Teoremé 5.2.2 Njé sistem reduktimi me degézim té fundém (A, —) éshté Néterian
vetém kur ¢do zinzhir zbrités idealesh kryesoré té djathté té (RA,-) pérfundon.

Veértetim. Le té jetée
EOUE®D. RAD EWMUED.RAD ... D EWUE™.RAD ECtDUE™) . RAD ...

njé zinxhir zbrités idealesh kryesoré té djathté té RA. Pér i € N pércaktojmé Q) €
RA té tille q@
EW = =D . Q0. (5.5)

Duke pérdorur (5.5, mund té tregohet rekursivisht qé pér ¢do n € N dhe ¢do a,b € A
kemi barazimin

E[(ZZ) - Z Y ZE(SSBI ’ Q<(111)7a2 T Qgﬁ:i?@n ) Q((zrib (56)

an€A a1 €A

Nga pérkufizimi i RA, secili prej n+ 1 faktoréve té njé termi jo-zero té pérbéhet
nga kombinimet lineare té elementéve pérkatés nga Hompr ,(a, ay), Hompr, (a;, a;41)
dhe Hompgr , (ay,, b) me numra té ploté. Né qofté se marrim njé komponent nga secili
prej hom-seteve té mésipérm qé merr pjesé né formimin e termave té pérftojmeé
njé udhé né I'4 té trajtés

a—a, —ay— - —>a, —b (5.7)

gjatésia e sé cilés éshté n + 1 meqgénése asnjé nga shigjetat qé paraqgiten né (5.7) nuk
induktohen nga njé morfizém identik né FI'4. Le té jeté & nénbashkésia e A qé u
korrespondon rreshtave té E® té cilat pérmbajné elementé té ndryshém nga zero.

Nga (5.5)) shihet lehté qé &; C &. Pohojmé se
Va € E,3n, €N, e tillé ¢ Vb € A & kemi B} = 0.

Vértet, marrim n, si tek Lema . Atéheré, udha ka gjatési n, + 1 > n,, pér
rrjedhojé termat e nuk mund té kené géné té ndryshém nga zero. Marrim tani
n = max{n, : a € &}. Nga ajo qé pohuam mé sipér marrim qé E(%) = 0 pér ¢do
a € & dhe b € A, atéheré E™ éshté matrica zero.

Anasjellas, supozojmé qé c¢do zinxhir zbrités idealesh kryesoré té djathté té RA

pérfundon dhe supozojmé qé ekziston njé udhé e pafundme
61-62...6n.6n+1..-
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né I',. Pércaktojmé né RA matricat si mé poshté

(n) _ _ [ er---en ngs a=er) dhe b=7(ey)
K (] ku €ap { 0 pérndryshe

Tani éshté e qarté se E™t) ¢ B . RA dhe g8 E™ ¢ EMD . RA ¢é tregojné se
zinxhiri zbrités

EL Yy ED -RAQ---QE(”)UE(”)-RAQ E(”+1)UE(”+1)-RAQ~--

nuk pérfundon, njé kontradikté. m

5.3 Sistemet e reduktimit konfluente

Si mé paré le té jeté FT' 4 njé kategori e liré e pérftuar nga grafi i reduktimit qé
i shogérohet sistemit té reduktimit (A, —). Le té jeté A herési FT' 4/ ~ ku ~ éshté
kongruenca e gjeneruar nga té gjitha ¢iftet («, 5) ku o, 8 € FT' 4(a,b) dhe a,b variojné
né A. Né kété ményré A béhet njé bashkési e pre-renditur dhe né kété rast elementét
e [ZA] kané njé trajté té thjeshté: ato jané A x A matricat |a, 4] ku oy, € Z dhe ¢do
rresht dhe koloné ka njé numeér té fundém elementésh té ndryshém nga zeroja. Né qofté
se njé element «,, éshté jo-zero, atéheré ¢ éshté njé rrjedhim i p né sistemin (A, —).
Vérejmé se té thuash qé (A, —) éshté konfluent éshté njésoj si té thuash qé aff A i ka
komponentét e lidhur té filtruar, atéheré né vend gé té shohim direkt pér konfluencén
e (A, —), duhet té shohim pér konditat nén té cilat aff A i ka komponentét e filtruar.
Do té japim njé kondité té tillé me ané té [Z.A] dhe pér kété géllim vérejmé sé pari
se bashkéngjitjet dhe né rastin e kategorisé sé vogél aditive Z.A4 béhen

ABZA = Ap2A (5.8)
R, S
dhe
ABZA = ppPA" (5.9)
R*, S*

Teoremé 5.3.1 Sistemi i reduktimit (A, —) éshté konfluent vetém kur S*AZ éshté
njé [ZA]* modul i sheshté, ku AZ éshté funktori konstant né Z mbi ZA*.

Vértetim. Pér ¢cdo G € Ab%A", ¢do M € AblZAl dhe ¢do grup abelian B, ekuivalencat
natyrale té méposhtme jané té vérteta

Ab(S*G Rz M, B) ~ AVA(M, Ab(S*G, B))
~ AbZA(M, RAV(G, B))
~ AV (TM, Ab(G, B))
~ Ab(G ®ZA* ,_Z—']\47 B)
Atéheré nga Lema Yoneda duhet té ekzistojé njé ekuivalencé natyrale
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Né qofté se tani supozojmé qé (A, —) éshté konfluente, atéheré aff A ka komponenté
té filtruar dhe nga [22] funktori AZ éshté i sheshté si njé ZA* modul i djathté. Ne
duam té tregojmé qé S*AZ éshté i sheshté, domethéné, né qofté se M — N éshté
injeksion né Ab%Al atéheré morfizmi i induktuar S*AZ ®Rzas M — S*AZ Q@ N
éshté injeksion né Ab. Pér té paré kété ne mund té pérdorim natyralitetin e ([5.10)
duke zévendésuar G me AZ dhe duke pérftuar késhtu diagramin komutativ

ul lu

AZ @y TM AZ @z4. TN

shigjetat vertikale té sé cilés jané izomorfizma dhe shigjeta e fundit éshté injeksion
meqénése T ruan injeksionet dhe AZ éshté i sheshteé.

Anasjellas, supozojmé qé S*AZ éshté i sheshté dhe duam té tregojmé qé pér ¢do
injeksion Fy — Fb in Ab%A, morfizmi i induktuar AZ ®g« Fi — AZ @4~ F» éshté
injeksion né Ab. Né qofté se aplikojmé ekuivalencén natyrale ([5.3)) né rastin kur C =
ZA dhe G = AZ, pérftojmé katrorin komutativ

S*AZ ®[ZA}* SFl — S*AZ ®[Z.A]* SF2

~L l~

AZ Qg+ F) AZ Qg4 F

ku shigjetat vertikale jané izomorfizma. Meqgénése S éshté funktor ekzakt dhe S*AZ
éshte i sheshté, shigjeta e sipérme éshté injeksion, atéheré shigjeta e poshtme do té
jeté injeksion gjithashtu gjé qé provon sheshtésiné e AZ. m

5.4 Nje diskutim mbi \-konfluencén e grupeve

Meqénése karakterizuam konfluencén e njé sistemi reduktimi me ané té sheshtésisé
té njé moduli té induktuar nga sistemi, atéheré éshté normale té pérdorim kéte ka-
rakterizim pér té pérftuar informacion mbi konfluencén e ndonjsistemi reduktimi né
vecanti. Do té fokusohemi né ato sisteme reduktimi qé induktohen nga paraqitjet e
monoidéve gé japin grupe me synimin pér té gjetur kondita nén té cilat ky sistem
reduktimi éshté konfluent.

Le té jeté P = (x,r) njé paraqitje monoidi pér njé grup G dhe le té jené (P., —)
dhe (P,, —,) sistemet e reduktimit qé u korrespondojné elementit té njésishém e dhe
ndonjé g € G, g # e. Supozojmé qé (P., —.) éshté i ploté, atéheré nga sa thamé
né hyrje, (P,, —,) do té jeté pérfundues. Pércaktojmé Z, bashkésiné e fjaléve té pa
reduktueshme qé pérfagésojné g. Shénojmé me A unazén [Z (FT'p,/ ~)] dhe me I’

unazén [Z (FT'p,/ ~)] ku ~ éshté pércaktuar si tek & Pér g € G shénojmé me
R:AZ, S;AZ modulet nga Ab" té pércaktuar nga (5.9). Pércaktojmé

en: A= RIAZ
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duke pozuar pér ¢do matricé a = [, 4] € A,

mpea(a) = ZO‘p,q
q€Pe
ku 7, éshté projeksioni i p-té. Ky pérkufizim ka kuptim meqgénése o ka né ¢do rresht
numeér té fundém elementésh jozero. Ai éshté qartésisht homomorfizém grupesh dhe
syrjektiv meqénése pér ¢do b € R AZ né qofté se marrim o € A té tillé qé v, , = m,(b)
pér ¢do p € P., dhe oy, = 0 pér p # ¢, atéheré nga pérkufizimi i €5 shohim qé
ex(a) = b. Pér té paré qé €5 éshté homomorfizém modulesh té majté ne duhet té
provojmé qé pér ¢do «, 5 € A dhe ¢do p € P., mpea(a - ) = mp(a - €a(B)). Vértet,

mpen(a - B) = Z Zap,qﬂqm

sEPquPe

mp(a - ea(B)) = ZO‘p,qZﬁqm

q€Pe s€EPe

dhe

té cilat jané té barabarta me njéra-tjetrén. Vérejmé qé ideali i shtimit I, pérbéhet
nga ato matrica tek té cilat shuma e elementéve té rreshtave éshté zero. Né ményré té
ngjashme kemi njé homomorfizém me shtim ep : I' = R AZ ideali i shtimit té té cilit
It pérséri pérbéhet nga ato matrica nga I tek té cilat shuma e elementéve té rreshtave
éshté zero. Pér ¢do [ay, 4] € A dhe ¢do v € Z;, shénojmé me v - [, ] matricén nga I'
elementét e vetém té ndryshém nga zero té sé cilés jané ato té trajtés qup g = 0pq sa
heré qé oy, 4 €shté i ndryshém nga zero. Per ¢do v € Z, pércaktojmeé

vy A — T té tillé gé p,(a) = v - .
Eshté e lehté té shihet qé . €shté homomorfizém unazash. Gjithashtu nga pérkufizimi
i ¢, shohim qé ¢,(Ix) C Ir prandaj ai éshté njé pasqyrim unazash me shtim dhe pér
rrjedhojé ai indukton njé homomorfizém A modulesh ¢, : REAZ — R;AZ né qofté

se konsiderojmé R;AZ si njé A modul té majté népérmjet ,. Si¢ e pérmendém né
hyrje, 1, indukton njé homomorfizém I' modulesh té majté

v, : (¢U)R:AZ — R;AZ
té pércaktuar nga
V,(y®a) =7 1(a)
Tani duke pérdorur faktin q¢ S;AZ dhe S;AZ jané nénmodule pérkatésisht té R AZ
dhe R;AZ, dhe faktit lehtésisht té kontrollueshém qé pér ¢do v € Z; koordinatat

e vetme té ndryshme nga zero té 1,(a) jané ato té indeksuara nga vu sa heré qé
mu(a) # 0, mund té shihet qé ¥, indukton njé homomorfizém I' modulesh té majté

U, 1 (o) SiAZ — SIAL.

Vérejmé qé pér v € Z, té ndryshme, modulet (,,)S;AZ mund té jené té ndryshém.

Pér koprodukin e tyre @ (,,)S;AZ le té jeté
vELy

U: @ (o)SIAZ — S;AZ (5.11)

v€ELy
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homomorfizmi i I'-moduleve té majté qé induktohet nga vetia universale e koproduk-
teve. Do té tregojmé qé U éshté syrjektiv. Pér kété na duhet vetém té provojmé qé
¢do gjenerator i grupit abelian S;AZ, domethéné ¢do d € S;AZ ku m,(d) = 1 pér
w € P, té vetme, éshté né imazhin e U. Le té jeté v € Z, njé pasues i pareduktueshém
i w. Shénojmé me " matricén nga I' elementi i ndryshém nga zero i té cilit éshté
Vi = 1 dhe le té jeté ¢ € & (4,)ScAZ i tillé qé mec®” # 0 vetém kur § = v dhe gé

veLy
T = 9" ® a" ku e vetmja koordinaté e ndryshme nga zero e a* éshté mya" = 1.
Pérkufizimi i ¥ implikon qé ¥ (") = ¥, (v* ® a¥) = d. Me shénimet e vendosura mé
sipér do té provojmé pohimin e méposhtém.

Pohim 5.4.1 Le té jeté P = (x,r) paraqitje monoidi i njé grupi G i tillé qé sistemi
i reduktimit (Pe, —.) éshté i ploté, atéheré pér ¢do g € G, (Py,—4) éshté konfluent
vetém kur ekziston v € I, i tillé qé (,,)S; AZ = S;AZ.

Vértetim. Né qofté se (P,, —,) éshté konfluent, atéheré Z, ka vetém njé element, le
té themi 7, = {v} dhe né kété rast (5.11)) ka trajtén

U=U,: ,)SiAZ = SIAL.

Do té tregojmé qé W éshté njé epimorfizém i ndashém I modulesh. Pér kété pércaktojmé
pér cdo w € P, familjen e homomorfizmave té grupeve abeliané

Qw Wy — (%))S:AZ,
ku Z,, éshté njé kopje izomorfe e grupit aditiv Z pércaktuar nga
Ou(1) ="

ku ¢ = 4" ® a; e vetmja koordinaté e ndryshme nga zero e a éshté mya = 1 dhe
i vetmi element i ndryshém nga zero i v* éshté v, , = 1. Meqgénése S;AZ si grup

abelian éshté izomorf me & 7Z,,, familja 6, jep njé homomorfizém grupesh abeliané
wePy

O:SIAZ = (4)SIAL

i tillé qé Ouy = 0, ku u,, éshté injeksioni pérkatés i koproduktit. Eshté e lehté té
shihet qé © éshté homomorfizém I' modulesh. Pér té paré qé © ndahet, le té jeté
d € S;AZ njé gjenerator ¢farédo ku m,(d) = 1, atéheré kemi

TO(d) = VOu,(1)
= T(0,(1)) = T(c®) = d.

Si rezultat i késaj marrim shumén e drejté té I' moduleve (,,)S;AZ = S;AZ @ K ku

K éshté bérthama e W. Por, si¢ e pamé, ¢do gjenerator v @ a i (o) Se AZ éshté né
imazhin e ©, pér rrjedhojé © éshté syrjektiv, K = 0 dhe (,,)S;AZ = S;AZ.
Pér té anasjellén, meqénése (P., —.) éshté konfluent, atéheré nga teorema S¥AZ
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éshté njé A modul i majté i sheshté, prandaj né qofté se konsiderojmeé I' si njé A mo-
dul t& djathté népérmjet ¢, pér v € Z, t8 dhéné, kemi qé Tor’ (I, Sy AZ) = 0 pér
¢do p > 0, atéherd nga pohimi 4.1.2 i [20] pérftojmé izomorfizmat Tor(A, S*AZ) ~
Tork, (A, (,,)SiAZ) pér gdon > 0 dhe ¢do I' modul t8 djathté A. Meqé Tor) (4, SYAZ) =
0, pérftojmé sheshtésiné e I' modulit té majté (,,)S;AZ pér rrjedhojé sheshtésiné e
S»AZ. Teorema [5.3.1| implikon qé (P,, —,) éshté konfluent. m
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Indeksi

Ab-tufa, riparaqitje, [6]]

' o ruan kolimitet,
algjebra mbéshtjellése, ruan limitet,
bashkéngjitje, [6] S-modul,
bi-FPy, S-pretufa,
bi-FP,, simetri e pjesshme,

Bieri-Eckmann,

degézim té fundém,
dimension kohomologjik,
dobeésisht bi-FP,,,

e filtruar,

fortésisht e filtruar,
FPo,
PP,

gjysmeégrupi i simetrive té pjesshme,
graf reduktimi,

indeks,

injeksion, [4]

ko-kon,
kobérthama,
kolimit,

kon,
konfluent,
koprodukt,

limit,

nénobjekt,
Néterian,

pretufé,
produkti i drejté,
projeksionet,
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