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PARATHENIE

Studimi i gjysmégrupeve abundanté ka filluar relativisht voné. Kuptimi i tyre éshté futur
né teoriné algjebrike t& gjysmégrupeve nga gjysma e dyté e viteve 70 té shekullit té
kaluar. Q& nga ajo kohé dhe deri mé sot, nuk kemi akoma ndonjé monografi té shkruar
mbi to pérve¢ njé numri té kufizuar artikujsh ku spikasin emrat e algjebristéve John
Fountain dhe A. El Qallali.

Klasa e gjysmégrupeve abundanté éshté njé pérgjithsim ose zgjerim i klasés sé
gjysmégrupeve té rregullt.

Né vitin 1951 James Alexander Green futi né gjysmégrupe disa relacione shumé té
réndésishme &2, £, #, 22 dhe 7, té cilét u quajtén relacionet e Green-it. Kéta relacione

luajtén njé rol té réndésishém né zhvillimin e métejshém té teorisé algjebrike té
gjysmégrupeve né pérgjithsi dhe té gjysmégrupeve té rregullt né vecanti. Kjo duket garté
edhe né monografité kryesore té shkruara nga Hawie dhe Cliford-Preston, té cilat
pérshkohen nga fillimi e deri né fund nga pérdorimi i kétyre relacioneve.

Né vitin 1975, F. Pastijn, né artikullin e tij “A representation of a semigroup by a
semigroup of matrices over a group with zero”, Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249,
futi pér heré té paré né gjysmégrupe relacionet e pérgjithsuara té Green-it. Mé pas John

Fountain i shénoi kéto relacione me simbolet R, £, 7, 2" dhe 7 ose si¢ quhen

ndryshe dhe * - relacione (yll-relacione) té Green-it. Kuptimi i tyre, si¢ do ta shohim né
vijim gjaté shjellimit té tezés sé doktoraturés, jepet népérmijet relacioneve té njohura té
Green-it. Népérmjet kétyre relacioneve u pérkufizua gjysmégrupi abundant si gjysmégrup

né té cilin cdo /& *- klasé dhe ¢do £ * - klasé pérmbajné té paktén njé idempotent.

Pikérisht nga ky pérkufizim rrjedh dhe fakti se gjysmégrupet e rregullta jané njé nénklasé
e gjysmégrupeve abundanté, sepse Howie né monografiné e tij “Teoria algjebrike e
gjysmégrupeve”’, me ané té njé pohimi gé vértetohet lehté, i karakterizon gjysmégrupet e

rregullta si gjysmégrupe né té cilat cdo 72 - klasé dhe ¢cdo £ - klasé pérmbajné té paktén

njé idempotent, pér mé tepér né literatura t€ ndryshme pohimi i fundit merret edhe si
pérkufizim i gjysmégrupeve té rregullt.

MEé pas u pércaktuan disa nénklasa té réndésishme té gjysmégrupeve abundant si ajo e
gjysmégrupeve kuazi-adekuaté dhe adekuaté, té cilat nga ana e tyre jané pérgjithsime
pérkatsisht té klasave té gjysmégrupeve té njohur ortodoksé dhe inversivé. Pérvec tyre u
pérkufizuan edhe shumé nénklasa té tyre si ajo e gjysmégrupeve adekuat té tipit A,
superabundanté, etj.



Shumé autoré jané marré me futjen e nocioneve té reja né kéto gjysmégrupe, si dhe me
ndértimin e disa tipeve té vecanté té kétyre gjysmégrupeve.

Ne né kété temé doktorature e cila titullohet “Disa karakterizime pér gjysmégrupet
abundanté dhe ndértimi i disa nénklasave té tyre”, jemi munduar té japim njé kontribut
modest né zhvillimin e métejshém té késaj teorie relativisht té re, duke vértetuar disa
teorema té reja si dhe duke ndértuar katér lloje té vecanté gjysmégrupesh, té cilat jané
nénklasa té klasés sé gjysmégrupeve abundanté.

Studimi i gjysmégrupeve abundanté ka njé réndési té vecanté edhe pér faktin se shumé
veti té tyre lidhen ngushté pikérisht me prezencén e idempotentéve né to duke béré té
mundur qé ato té karakterizohen shpesh népérmjet bashkésisé sé tyre té idempotentéve
ashtu si¢ ndodh edhe me gjysmégrupet e rregullta, té cilét jané njé klasé mjaft e studiuar.
Né kété ményré, né kushte té caktuara, shumé pohime té njohura pér gjysmégrupet e
rregullta mund té implementohen né njé klasé mé té gjeré gjysmégrupesh, si¢ éshté ajo e
gjysmégrupeve abundanté.

Né té ardhmen njé réndési té vecanté né studimet e mia né kété fushé do té keté edhe
studimi i * - relacioneve né unaza né lidhje me shumézimin e tyre, ndoshta duke futur né
kété ményré edhe kuptimin e unazave abundante, megense éshté njé fushé e palévruar
akoma. Objekt tjetér studimi do té jeté edhe zbulimi i ndonjé lidhjeje qé mund té ekzistojé
midis gjysmégrupeve abundanté sipas * - relacioneve dhe gjysmégrupeve abundanté
sipas idealeve té dhéné né ményré té pavarur nga algjebristi gjerman Sabine Koppelberg
né [15]. Pérkufizimi i fundit, i cili nuk éshté ekuivalent me té parin (kété e kemi treguar
né kété punim me ané té njé kundérshembulli), lidhet me prezencén e té paktén njé
idempotenti né ¢do ideal minimal té majté.
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HYRJE

Kjo temé doktorature i kushtohet studimit t& gjysmégrupeve abundant té cilét jané njé
pérgjithsim 1 gjysmégrupeve té rregullta.

Kontributi yné né két€ punim konsiston kryesisht né studimin e métejshém té vetive té
disa nénklasave t€ veganta gjysmégrupesh abundanté si dhe né ndértimin e disa tipesh té
vecanté té tyre.

Si¢ do t€ shohim nga pérkufizimi 1 gjysmégrupeve abundanté, n€ themel té tyre qéndrojné
relacionet e pérgjithésuara té€ Green-it R*, L*, H*, D" dhe 7", té cilét u futén pér heré t&é
paré né gjysmégrupe nga F. Pastijn mé& 1975. Kéto relacione u pérkufizuan duke u bazuar
tek relacionet e njohura té Green-it R, £, H, D dhe 7.

Punimi €shté ndaré né pes€ kapituj. N€ kapitullin e paré kemi pé&rmbledhur njé séré
konceptesh dhe vetish t€ njohura mbi gjysmégrupet, pér t€ krijuar njé mjedis pune dhe
nj€ “fjalor” té pérshtatshém g€ do té na shérbejé pér zhvillimin e temés né vazhdim. Kéta
koncepte dhe veti jan€ marré kryesisht nga dy monografi té njohura né teorin€ algjebrike
té€ gjysmégrupeve, njéra nga J. B. Howie [2] dhe tjetri nga Clifford and Preston [1].

Né kapitullin e dyté, pasi futen kuptimet ¢ relacioneve té pérgjithésuara té Green-it, jepet
pérkufizimi 1 gjysmégrupeve abundanté dhe 1 disa nénklasave té réndésishme t& tyre.
Kétu kemi dhéné edhe disa veti té€ rénd€sishme té provuara nga autoré té€ ndryshém dhe
gé€ do t€ na nevojiten pér shtjellimin e temés soné né€ vazhdimsi. Pjesa mé e rénd€sishme,

qé pérfagson edhe kontributin toné né kété kapitull, &shté raporti midis R - klasave (L -

klasave) dhe R* - klasave (L* - klasave) né njé gjysmégrup té dhéné, shembujt e sjellé

g€ tregojné pérfshirjen e mirfillté t€ klasés sé gjysmégrupeve té rregullt né até té
gjysmégrupeve abundanté, t€ klasés s€ gjysmégrupeve ortodoksé né até t& gjysmégrupeve
kuazi-adekuaté si dhe té klasés sé gjysmégrupeve inversivé né até té gjysmégrupeve
adekuaté. Vlen pér tu theksuar né kété kapitull edhe kundérshembulli g€ kemi sjell€ pér
té treguar se pérkufizimet e gjysmégrupeve abundanté sipas relacioneve té pérgjithsuara
té Green-it dhéné né [11] (me té cilét do merremi né kété punim) dhe pérkufizimit té
gjysmégrupeve sipas idealeve, dhéné né€ [15], (pérkufizim i dhéné ky né ményré t&
pavarur me t€ parin) nuk jan€ ekuivalenté. Lidhjet midis kétyre dy pérkufizimeve do té
jeté njé ndér objektivat e punés time kérkimore né té ardhmen, sepse q¢€ té€ dy lidhen me
prezencén e idempotentéve.

Kapitulli 1 tret€¢ fillon me disa pérkufizime dhe veti t€ njohura pér klasén e
gjysmégrupeve kuazi-adekuaté dhe t€ idempotentit medial e medial normal né to, t€ cilat
pérgatisin terrenin pér t€ kaluar né pjesén mé té réndésishme té tij, n€ ndértimin e njé
gjysmégrupi kuazi-adekuat i cili pérmban njé idempotent medial normal. Ky ndértim
pérfagson edhe kontributin toné né két€ kapitull. Ndértimi i njé gjysmégrupi té tillé S do
té realizohet duke pérdorur njé bandé E e cila pérmban njé idempotent medial normal u



dhe njé gjysmégrup adekuat S me semillaticé idempotentésh E° =uEu . Kétu ne do té
tregojmé gjithashtu se ¢cdo gjysmégrup kuazi-adekuat S gé pérmban njé idempotent
medial normal u, mund té ndértohet (me aférsiné e izomorfizmit) si mé sipér duke marré
si bandé normale E = E(S) dhe si gjysmégrup adekuat néngjysmégrupin uSu té S.

Kapitulli i katért éshté térésisht kontribut i punés toné. A. El. Qallali dhe J. B. Fountain
né artikullin e tyre “Quasi-adequate semigroups” [13], kané vértetuar disa pohime né
gjysmégrupet kuazi-adequaté. Ne kemi arritur t& formulojmé dhe t€ vértetojmé pohime
analoge pér gjysmégrupet adekuaté dhe adekuaté té tipit A. N& kété ményré kemi
vértetuar shtaté pohime té reja.

Kapitulli 1 pesté dhe 1 fundit 1 kushtohet ndértimit té tre gjysmégrupeve té vecanté. S&
pari do té ndértojmé gjysmégrupin e rregullt qé pérmban njé idempotent medial,
népérmjet njé gjysémgrupi té rregullt té gjeneruar prej idempotentésh E i cili pérmban
njé idempodent medial u dhe njé gjysmégrupi ortodoks me njésh S, banda e
idempotentéve té té cilit éshté izomorfe me uEu. Ng t€ njéjtén kohé do té tregojmé se
¢do gjysmégrup 1 till€ 1 dhéné ndértohet n€ ményrén e treguar mé sipér. S€ dyti, do té
tregojmé se si mund t€ ndértojmé njé€ gjysmégrup inversiv g€ pé€rmban njé idempotent
medial dhe si ¢do gjysmégrup i tillé mund té karakterizohet né kété ményré népérmjet
semillatic€s sé tij t€ idempotentéve dhe veté atij gjysmégrupi. Sé€ treti, do t€ ndértojmeé njé
gjysmégrup té rregullt g€ pérmban nj€ idempotent medial normal, duke pérdorur si “tulla
ndértimi” njé gjysmégrup té rregullt i gjeneruar prej idempotentésh E qé pérmban njé
idempotent medial normal u dhe njé gjysmégrup inversiv me njésh S, semilatica e
idempotentéve té cilit E° éshté izomorfe me uE u.

Vi



Kapitulli 1

1. NJOHURI PARAPRAKE

N¢é kété kapitull do t€ japim disa kuptime, pérkufizime dhe pohime bazé, qé do té na
shérbejné pér zhvillimin né€ vijim té pé€rmbajtjes s€ késaj teme doktorature. Ato jané
marré nga botime t€ ndryshme mbi teoriné algjebrike té gjysmégrupeve, si dhe nga
artikuj t€ ndryshém té botuar deri tani mbi gjysmégrupet. N& pérkufizimet, pohimet dhe

teoremat e kétij kapitulli ne do tu referohemi dy monografive t€ njohura si ajo me autoré
Clifford dhe Preston [1] dhe Howie [2].

1.1 Kuptimi i gjysmégrupit

Le t€ jeté dhéné njé bashkési e ¢fardoshme S dhe “-” njé veprim algjebrik, i brendshém,
binar né té. Pérkufizimet e méposhtme jan€ marré nga [1] dhe [2].

Pérkufizim 1.1.1. Grupoid quhet cifti i radhitur (S,-), ku S éshté njé bashkési ¢fardo dhe

“.7éshté njé veprim binar i pércaktuar né té.

Pérkufizim 1.1.2. Veprimi binar “-” né S quhet shogérues, né qofté se pér ¢do tre

elementé a,b,c té S, éshté i vérteté barazimi (a-b)-c = a-(b-c)

Pérkufizim 1.1.3. Grupoidi (S,-) quhet gjysmégrup, né qofté se veprimi “-” éshté

shogérues.

I3

Né rastet kur nuk ka ngatérresa pér veprimin “-”, atéheré né vend té shénimit a-b mund té

shkruajmé thjeshté ab. Né qofté se pér dy eclementé a,b té njé gjysmégrupi S, éshté i
vérteté barazimi ab = ba, atéheré themi g€ kéta dy elementé jané té pérkémbyeshém.

Pérkufizim 1.1.4. Njé gjysmégrup quhet ndérrimtar, nése ¢do dy elementé té tij jané té
pérkémbyeshém. Pra pér ¢do dy elementé a,b té S kemi ab = ba.
Nése ekziston elementi 1 € S 1 tillé qgé,

Ve eSS, 2zl =1z =z,
atéheré themi se “1” &shté njésh i gjysmégrupit S dhe Ky gjysmégrup né kété rast do té

quhet monoid [2]. Né [2] tregohet gjithashtu se ¢do monoid ka njé njésh té vetém. Nése
gjysmégrupi S nuk ka njésh, atéheré ne mund ti shtojmé atij njé element té ri, “1”. Duke



shénuar S' =S U{1} dhe duke pércaktuar né S' pér elementin e shtuar “17,

shumézimin:
Vse S, sl=1s=s,

gjysmégrupi S' kthehet né monoid. Eshté e qarté se, kur gjysmégrupi S ka njésh,
atéheré S' pérputhet me S. Né [2] thuhet gjithashtu se kur njé gjysmégrupi S, qé ka té
paktén dy element€, pérmban njé element “0 ”, té till€ qé:

Vel z0=0x=0

atéheré ky element quhet zero e gjysmégrupit S dhe S quhet gjysmégrup me zero. Edhe
né kété rast gjysmégrupi nuk mund té pérmbajé mé shumé se njé zero. Kur gjysmégrupi
S nuk ka zero, ne mund ta zgjerojmé até duke i shtuar njé element qé e shénojmé “0”, té
till€ qé:

Vse s, s0=0s=0
Formohet né kété ményré njé gjysmégrup i ri me zero, té cilin do ta shénojmé S°.
Pra §° = SU{0}.

Pérkufizim 1.1.5. Njé element e i njé gjysmégrupi S quhet idempotent, atéheré kur éshté
i vérteté barazimi ¢ = e.
Bashkésiné e idempotentéve té njé gjysmégrupi S e shénojmé me F(S), ose kur nuk ka
ngatérresa e shénojmé thjesht F .
Nése A dhe B jané dy nénbashkési té njé gjysmégrupi S, atéheré me simbolin AB do
té kuptojmé bashkésiné:

{abeS‘ a€ANb € B}

Ndérsa me veprim té induktuar nga veprimi i gjysmégrupit S né nénbashkésiné A té tij,
do té kuptojmé veprimin binar ® né A, té tillé qé:

Y(a,b) € A, a®b=ua-b,
ku veprimi né anén e djathté té barazimit éshté veprimi né S .

Pérkufizim 1.1.6. Né qofté se njé nénbashkési T e njé gjysmégrupi S éshté e
géndrueshme né lidhje me veprimin e tij (dmth TT CT ), atéheré T sébashku me
veprimin e induktuar nga S né T' quhet néngjysmégrup i S .

Pérkufizim 1.1.7. Né qofté se A éshté njé nénbashkési e njé gjysmégrupi té dhéné S,
atéheré néngjysmégrupin mé té vogél té S qé pérmban A, do ta quajmé néngjysmégrup
té Sté gjeneruar nga A.

ku me néngjysmégrup mé t€ vogél q€ pérmban A do kuptojmé néngjysmégrupin e S qé
pérfshihet né ¢do néngjysmégrup tjetér qé pérmban A. K&t€ néngjysmégrup do ta

shénojmé < A > ose nganjéheré edhe me A.

2



1.2 Idealet dhe homomorfizmat né gjysmégrupe

Le té jet€ dhéné njé gjysmégrup S dhe A njé nénbashkésie S .

Pérkufizim 1.2.1. Nénbashkésia A e S quhet ideal | majté i gjysmégrupit S, né qoftése
SA C A, ideal i djathté nése AS C A dhe ideal (ose ideal i dyanshém) nése A éshté
njekohésisht ideal i majté dhe i djathté i gjysmégrupit S .

Eshté e qarté se ¢do ideal i njé gjysmégrupi t& dhéné éshté njékohésisht edhe
néngjysmégrup 1i tij, ndérsa e anasjella jo gjithmoné &shté e vérteté. Midis idealeve té njé
gjysmégrupi S, veté S éshté njé ideal sepse SS C S. Nése gjysmégrupi S pérmban
elementin zero, atéheré njé ideal tjetér i S &éshté edhe bashkésia {0} . Vértet, nga kuptimi
i zeros kemi: 0S =S0 = {0}, ku me simbolin 0S kuptojmé {0}S. Kéto dy ideale t&
gjysmégrupit S quhen ideale jo té miréfillta té tij, ndérsa ¢do ideal tjetér I i ndryshém
nga S dhe nga {0} ({0} C I C S) quhet quhet ideal i miréfillté i tij.

Pérkufizim 1.2.2. Ideali (ideali i majté, ideali i djathté) 1 i njé gjysmégrupi S, quhet
minimal (minimal i majté, minimal i djathté) atéheré kur pér ¢do ideal (ideal té majté,
ideal té djathté) J té S tétilléqé J C I kemi J =1.

Nga té gjithé idealet e njé gjysmégrupi té€ dhéné S, njé réndési té veganté paraqget studimi
i idealeve kryesore. Le té jet€ S njé gjysmégrup dhe a njé element i ¢fardoshém i tij.
Nénbashkésia Sa e S formon ideal t&é majté té¢ S, sepse S(Sa) = (SS)a C Sa . Njélloj,

mund té themi se nénbashkésité aS dhe SaS formojné pérkatésisht ideal té djathté dhe
ideal té gjysmégrupit S. Natyrisht g¢ Sa, aS dhe SaS mund té mos pérmbajné
elementin a . Né kéto raste do té shénojmé:

S'a = Sa U{a},
aS' = aSU{a} (1.2.2)
S'aS" = SaS U SaUaS U{a}
Dimé gé ideali i majté minimal, i cili pérmban elementin a éshté S'a = Sa U {a}. N&

ményré analoge kemi gjithashtu aS' = aSU{a} dhe S'aS' = SaSUSaUaS U{a}

jané pérkatésisht ideali i djathté minimal dhe ideali minimal qé pérmbajné elementin « .
Kéto ideale quhen ideale kryesore té njé gjysmégrupi. Ata shénohen pérkatsisht me

<a>,<a> dhe <a>,pornédisa raste pérdoret edhe shénimi (a), , (a). dhe (a).
Le t€ jet€é ¢ njé pasqyrim i gjysmégrupit (S,-)né gjysmégrupin (7',-), ku pér lehtési
veprimet né kéto dy gjysmégrupe i kemi shénuar me té njéjtin simbol - por duke gené
té vetédijshém pér ndryshimin midis tyre. Shémbéllimin e njé elementi z € S sipas
pasqyrimit ¢ do ta shénojmé ¢ .

Pérkufizim 1.2.3. Pasqyrimi ¢ i gjysmégrupit (S,-) né gjysmégrupin (T,-) quhet
homomorfizém né qofté se:

V(zy) € S°, (7)o = (2¢)(yd) (1.2.2)



Me simbolin S¢ do té nénkuptojmé nénbashkésiné e T q& pérbéhet nga té gjitha
shémbéllimet e elementeve t&€ S sipas pasqyrimit ¢, pra,

Sp={speT|scs}  (L23)

Né qofté se homomorfizmi ¢ &shté injektiv, atéheré ai quhet monomorfizém, né qofté se
ai éshté syrjektiv quhet epiomorfizém. Né rastin kur ¢ &éshté njékohésisht injektiv dhe
syrjektiv, atéheré ai quhet izomorfizém. Nése homomorfizmi ¢ &shté me fillim S dhe

mbarim S, ai quhet endomorfizém. Sé fundi, kur njé endomorfizém &shté izomorfizém,
themi se kemi t€ b&mé me nj€ automorfizém. Nése ¢ &shté nj€ izomorfiz€ém 1

gjysmégrupit S né gjysmégrupin 7', atéheré ata quhen gjysmégrupe izomorfe dhe do t&
shénojmé simbolikisht S ~ T'.

1.3 Gjysmégrupet e rregullt, ortodoksé dhe inversivé

Kétu po japim disa pérkufizime gjysmégrupesh té réndésishme, té cilat, né varési té
cilésive specifike té elementéve té tyre né€ pérgjithési dhe t€ idempotentéve né vecanti,
shfaqin veti té caktuara.

Miller dhe Clifford né [3] dhané kéto dy pérkufizime, té cilave iu referohet edhe Howie
né [2]:

Pérkufizim 1.3.1. Njé element a i gjysmégrupit S quhet i rregullt né qofté se ekziston
njé element x© né S itillé gé axa = a.

Pérkufizim 1.3.2. Njé gjysmégrup S quhet i rregullt né qofté se té gjithé elementét e tij
jané té rregullt.

Pérkufizim 1.3.3. Invers té elementit o té njé gjysmégrupi S quhet elementi ¢ € S i
tillé gé aaa =a dhe aad =a

Nga ky pérkufizim rrjedhin dy gjéra té réndésishme. S€ pari, ¢do element i rregullt ka té
paktén nj€ invers. Vérteté, nése a &shté i rregullt dhe =z 1itillé g€ aza = a, atéheré

a =zax do jeté njé invers i elementit a. S& dyti, elementét az dhe za jané
idempotenté. Njé element mund té keté mé shumé se njé invers dhe bashkésiné e
inverséve té njé elementi a e shénojmé me V(a).

Gjithashtu shohim se kur njé element a &éshté i rregullt, atéheré a € aS, a € Sa dhe
a € SaS dmth pér idealet kryesore kemi:

(a) =aS" = as,
(a), = S'a = Sa
(a) = S'aS' = SaS



Pérkufizim 1.3.4. Njé gjysmégrup S quhet ortodoks atéheré kur ai éshté i rregullt dhe
bashkésia e idempotentéve té tij formon néngjysmégrup.

NE€ [2] jepet njé teoremé pér t€ karakterizuar gjysmégrupet ortodoksé. Kjo teoremé éshté
formuluar dhe vértetuar nga Reilly dhe Scheiblich (1967) né [4], e cila thoté:

Teoremé 1.3.1. Njé gjysmégrup i rregullt éshté ortodoks vetém atéheré kur inversi i ¢do
idempotenti té tij éshté idempotent.

Ndérsa Howie né [2] vazhdon me njé plotésim té saj duke vértetuar kété teoremé:
Teoremé 1.3.2. Njé gjysmégrup i rregullt éshté ortodoks vetém atéheré kur éhté i vérteté
pohimi:

(Va,beS) [Va)NV(b)=d = V(e)=V(b)] (1.3.1)

Nj€ klasé tjetér shumé e rénd€sishme e gjysmégrupeve &shté ajo e gjysmégrupeve
inversive.

Pérkufizim 1.3.5. Njé gjysmégrup S quhet gjysmégrup inversiv né qofté se ¢do element
ka njé invers té vetém dmth:

(VaeS)3Ba ' €8) [aa'a=a A a'aa” =a] (1.32)

dhe o' éshté i vetém.

Gjysmégrupet inversive jané studiuar fillimisht nga Vagner (1952, 1953) né [5] dhe né
ményré t& pavarur nga Preston (1954) n€ [6]. Vagner 1 quajti ato “Grupe té pérgjithsuara”
dhe ky emértim €shté pérdorur né ményré standarte né literaturén ruse.

Pérkufizimi 1.3.5. nuk €shté shumé 1 pérshtatshém dhe nuk pérdoret shpesh pér té treguar
g€ njé gjysmégrup €shté inversiv. Teorema e méposhtme e dhéné né [2], 1 karakterizon
gjysmégrupet inversivé nga népérmjet idempotentéve.

Teoremé 1.3.3. Né njé gjysmégrup S pohimet e méposhtme jané ekujvalente:

(@) S éshté gjysmégrup inversiv

(b) S éshté gjysmégrup i rregullt dhe idempotentét e tij jané té pérkémbyeshém

(¢) ¢do idel kryesor i majté dhe ¢do ideal kryesor i djathté pérmban njé idempotent té
vetem M

Pikat (b) dhe (c) t€ teoremés s€ mésipérme jané ato qé pérdoren zakonisht kur duam té
tregojmé se njé gjysmégrup S &éshté inversiv. Késhtu kéto dy pika mund shihen edhe si
pérkufizime t€ gjysmégrupeve inversive t€ shprehur né€ terma idempotentésh.



1.4 Relacionet dhe kongruencat né gjysmégrupe

Njé nga konceptet shumé té réndésishme té algjebrés, dhe qé do té€ na shoqérojé gjaté
gjithé kétij punimi, Eshté ai i relacionit né njé bashkési jo boshe X .
Pérkufizim 1.4.1. Relacion binar né njé bahskési X quhet ¢do nénbashkési p €
bashkésisé prodhim kartezian X x X .
Megenése do té merremi vetém me relacionet binare, ne do t€ p€rdorim thjeshté fjalén
“relacion” duke nénkuptuar ndryshimin.
Nga pérkufizimi bien né€ sy dy relacione té veganta né X : bashkésia boshe ® dhe
X x X, st nénbashkési t&¢ X x X. Ké&to dy relacione quhen jo té€ miréfillta dhe
emértohen pérkatsisht relacioni bosh dhe universal. Njé tjetér relacion i veganté, i cili
luan njé rol té réndésishém né bahskésiné @8'( X ) t€ relacioneve binare né njé bashkési té
dhéné X, &shté edhe relacioni idedentik, q&¢ do t& shénohet 1, dhe pércaktohet si mé
poshté:

1L, ={(z,z):2 € X} (14.1)
Pérkufizim 1.4.2. Kompozim té dy relacioneve p,0c € @B (X ) do té quajmé veprimin
binar ”o” né @' (X ), té pércaktuar si mé poshté:

poo={(r,y) e XxX:(Fz€ X)[(z,2) €p N (3,y) €0]} (14.2)

2

Howie né€ [2] ka provuar se veprimi i kompozimit ”o”, i pércaktuar si mé sipér, né
bashkésiné @8( X ) gézon vetiné e shoqérimit, dmth (&8( X ), o) éshté gjysmégrup.
Tani po japim disa kuptime g€ lidhen me nj€ relacion t€ dhéné€ p né nj€ bashkési X :
Bashkési pércaktimi té relacionit p 0se ndryshe domain té p, do té quajmé bashkésiné:

dom(p) ={z € X : (Jy € X)[(z,y) € pl} (1.4.3)

Ndérsa, bashkési shémbéllimesh té relacionit p o0se range té p, do t€ quajmé

bashkésiné:
ran(p) ={y € X : (3z € X)[(z,y) € pl} (1.4.4)

Nga pérkufizimi i relacionit rrjedh menjéheré se:
p Co = dom(p) Cdom(c) A ran(p) Cran(c) (1.4.5)

Nése x € X, do t€ shénojmé me xp bashkésin€ e elementéve y € X, pér té cilat kemi
(x,y) € p. Pra,
zp={yeX:(z,y)€p} (L46)

Ndérsa, kur A &shté nénbashkési e X , atéheré do té shénojmé:
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Ap=Uap:ac A} (1.4.7)

Pérkufizim 1.4.3. Nése p éshté njé relacion né bashkésiné X, atéheré relacion té

anasjellé té tij do té quajmé relacionin p', pérséri né X , té tillé gé:

pl={(zy e XxX:(y,2) €p]} (148)

Pérkufizim 1.4.4. Njé element ¢ né @8(X ) quhet pasqyrim i pjesshém i X -it né X , né
qofté se pér ¢do x né dom(gp) kemi |X¢| =1.

dmth pér ¢do tre elementé X, y,,y, né X éshté i vérteté implikimi:

[(z,y)€d N (1,y,) €0 = y, =y, (14.9)

Pérkufizim 1.4.5. Né qofté se pér pasqyrimin e pjesshém ¢ né X , kemi dom(gp) =X,
atéheré ai quhet pasqyrim i X -it né X .

Bashkésiné ¢ pasqyrimeve té€ pjesshém né njé bashkési X do ta shénojmé PT(X),
ndérsa bashkésiné e pasqyrimeve né kété bashkési do ta shénojmé me T(X ). Késhtu
mund t€ shkruajmé T(X) C PT (X ) C @8 (X ) dhe pér mé tepér Howie né [2] ka
provuar se T(X ) dhe PT(X ) jané néngjysmégrupe té @8'( X ) né€ lidhje me veprimin e
induktuar né€ to t€ kompozimit té relacioneve.

Meqé pér relacionin ® kemi dom(®)=¢ dhe pér mé tepér imlikimi (1.4.9) &shté i
vérteté, atéheré ky relacion &éshté i pérfshiré né PT (X)), porjoné T (X), sepse
dom(®) =g = X

Pérkufizim 1.4.6. Relacioni p né X quhet reflektiv, né qofté se 1, C p, dmth pér ¢do
né X kemi (z,z) € p

Pérkufizim 1.4.7. Relacioni p né X quhet simetrik, né qofté se p ' = p, dmth kur
(Vz,y € X) [(z,y) € p= (y,2) € p| (1.4.10)
Pérkufizim 1.4.8. Relacioni p né X quhet kalimtar, né qofté se p o p C p, dmth kur
(Vz,y,2 € X) [(z,y) €Ep N (y,2)€Ep = (z,2) €p] (1.4.11)

Pérkufizim 1.4.9. Relacioni p né X quhet relacion ekujvalence, né qofté se ai éshté
njékohésisht reflektiv, simetrik dhe kalimtar.

Pérkufizim 1.4.10. Njé familje © = {A, :i € I} nénbashkésishé té njé bashkésie X quhet
copétim i saj atéheré kur,

(a) cdo A éshté jo boshe



(b) pér té gjitha i, j né I kemi A = Aj ose A OAJ, =¢
(€ WA riel}=X

Nése p éshté relacion ekujvalence, atéheré bashkésiné:

zp={y€X : (zy)€p}

do ta quajmé p - klasé ose klasé ekujvalence té elementit x . Nga pérkufizimi 1.4.8. duket
qarté se kur (z,y) € p atéheré zp = yp

Nga [2] (proposition 4.20) kemi kété pohim qé lidh copétimin e njé bashkésie X me
relacionet e ekujvalencés né té:

Pohim 1.4.1. Le té jeté p njé relacion ekujvalence né njé bashkési X . Atéheré familja e
té gjitha klasave té ekujvalencés,

O(p)={zp:z€ X} (1.4.12)

éshté njé copétim i X . Anasjellas, né qofté se m = {A :1i € I} éshté njé copétim i X -it,
atéheré
U(m) ={(z,y) e XxX:(Fiel)(z,yc A)} (14.13)

éshté relacion ekujvalence né X , dhe pér mé tepér kemi:
U(P(p))=p dhe PY(r)=n (14.14) =

Bashkésiné e p - klasave sipas relacionit p né X do ta quajmé bashkési faktor dhe do ta
shénojmé X / p.

Pérkufizim 1.4.11. Relacioni i ekujvalencés p né S, ku (S,-) éshté gjysmégrup, pér té
cilin,

(Vs,t,a € 5) [(s,t) € p=(as,at) € p] (1.4.15)
quhet kongruencé e majté né S .
Pérkufizim 1.4.12. Relacioni i ekujvalencés p né S, ku (S,-) éshté gjysmégrup, pér té
cilin,

(Vs,t,a € 8) [(s,t) € p=(sa,ta) € p] (1.4.16)

quhet kongruencé e djathté né S .

Pérkufizim 1.4.13. Nése relacioni i ekujvalencés p né S, éshté njékohésisht congruencé
e majté dhe e djathté, atéheré p quhet kongruencé né S .
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Pér relacionin p né gjysmégrupin S q€ gézon pohimet (1.4.15) ose (1.4.16) do t€ themi

se &shté 1 pajtushém pérkatésisht nga e majta ose nga e djathta me veprimin e
gjysmégrupit. Kur p &shté i pajtushém njékohésisht si nga e majta ashtu edhe nga e

djathta me veprimin e gjysmégrupit, do té€ themi se p €shté i pajtushém me veprimin e
kétij gjysmégrupi.
Howie né [2] ka tregur se kur p &shté kongruencé né njé gjysmégrup S, pasqyrimi:

(S/p)x(S/p)—S/p,

i tillé € pér ¢do dy elementé ap,bp t&€ S/ p, kemi:

[(ap),(bp)] = (ab)p  (1.4.17)

éshté veprim binar né¢ S / p (dmth nuk varet nga pérfagésuesit a dhe b t& klasave té
ekujvalencés ap dhe bp). Pér kété veprim do t€ shénojmé (ap)- (bp) = (ab)p dhe pér
mé tepér ai ka edhe vetiné e shoqérimit. Pra (S /p, -) &éshté gjysmégrup dhe do ta

quajmé gjysmégrup faktor i pércaktuar nga kongruenca p né S. Veprimi 1 pércaktuar

nga (1.4.17) nuk duhet ngatérruar me veprimin e gjysmégrupit S edhe pse i kemi
shénuar njélloj, por t€ vetédijshém pér ndryshimin thelbésor midis tyre.

1.5 Relacionet e Green-it né gjysmégrupe

Le t& jeté S njé gjysmégrup dhe (a) =aS' =aSU{a}, (a), =S5'a=SaU{a}
pérkatésisht idealet kryesore té djathté dhe t€ majté t€ gjeneruar prej elementit a té
gjysmégrupit S'. J. A. Green (1951) né [7], pércaktoi né S relacionet ¢ méposhtme:

aRb < aS' =bS" (1.5.1)
alb < S'a=S" (1.5.2)

aHb & S'a=S8bAaS' =bS" (1.5.3)
ndryshe mund té shkruajmé:
aHb & aRNLD (1.5.4)

aDb < S'a=SbVvaS' =bS" (155)
ose
aDb < RUL (1.5.6)

aJb & S'aS = 'S (15.7)



Relacionet R, L, H, D dhe 7, té pércaktuara si mé sipér n€ njé gjysmégrup S do ti
quajmé relacione t€ Green-it dhe provohet lehté se ato jané relacione ekujvalence.
Né [2] ne gjejmé kéto dy lema t& réndésishme pér relacionet R dhe L:

Lema 1.5.1. Le té jené a,b dy elementé té gjysmégrupit S . Atéheré do té kemi.:

1) a Lb vetém atéheré kur ekzistojné elementét x,y né S' té tillé qé
xa="byb=a

2.) aRb vetém atéheré kur ekzistojné elementét u,v né S' té tillé gé
au=bbv=a M

Lema 1.5.2. L éshté kongruancé e djathté dhe R éshté kongruencé e majté m
Gjithashtu, Howie né [2] vértetoi edhe pohimin:

Pohim 1.5.1. Relacionet £ dhe R jané té pérkémbyeshém dhe pér mé tepér
LoR=RoL=RUL=D (1.5.8)

Meqé RUL =D rrjedh se D &shté ekujvalenca mé e vogél qé pérfshim ekujvalencat
L dhe R. Njélloj si né lemén 1.5.1, mund té themi se do té kemi a Jb vetém atéheré kur
ekzistojné elementét z,y,u,v né S' pér t& cilat kemi zay = b,ubv = a. Duke patur
parasysh edhe barazimet e fundit, nxjerrim si konkluzion se £C J dhe RC J. Késhtu,

meqé D éshté ekujvalenca mé e vogél qé pérfshin ekujvalencat £ dhe R rrjedh qé D C J.
Njé shembull qé tregon se kjo pérfshirje éshté rigoroze e ka sjellé Green né [7].

Eshté e garté se né gjysmégrupet ndérrues kemi: % = £ = &= 2 = 7. Gjithashtu
Howie né [2] thekson se né gjysmégrupet e fundme dhe né ato periodiké kemi barazimin
2 =J.
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Kapitulli 2

2. GJYSMEGRUPET ABUNDANTE

2.1 Relacionet e pérgjithsuara té Green-it 2°, £*, 77", 2" dhe J*

Le té jeté S njé gjysmégrup ¢fardo. F. Pastijn né vitin 1975, né artikullin e tij “A
representation of a semigroup by a semigroup of matrices over a group with zero”,
Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249, futi pér heré té paré kutimin e relacioneve té

pérgjithsuara té Green-it relacionet Z2* dhe £ *. M€ voné J. Fountain né [9] i pérkufizoi
ato si mé poshté:

Pérkufizim 2.1.1. [9] Pér dy elemente a dhe b ¢ njé gjysmégrupi S do té themi se
(a,b)e 2" vetém atéheré kur (a,b)eZ né ndonjé gjysmégrup S' gé e pérfshin
gjysmégrupin S si néngjysmégrup té tij.

Pérkufizim 2.1.2. [9] Pér dy elemente a dhe b ¢ njé gjysmégrupi S do té themi se
(a,b)eL " vetém atéheré kur (a,b)e£ né ndonjé gjysmégrup S' qgé e pérfshin
gjysmégrupin S si néngjysmégrup té tij.

Nga pérkufizimet e mésipérme rrjedh menjéheré se relacionet 72 * dhe £ jané pérkatsisht
kongruencé e majté dhe kongruencé e djathté né S. Gjithashtu, si edhe pér relacionet e
Grinit Z dhe £ né njé gjysmégrup S, ¢do veti e formuluar apo vértetuar pér relacionin

7 * mund té formulohet dhe vértetohet né ményré duale vetia koresponduese edhe pér

relacionin L.

Pérkufizim 2.1.3. [9] Pér dy elemente a dhe b ¢ njé gjysmégrupi S do té themi se
(a,b) € 2 " vetém atéheré (a,b) e £ ose (a,b)e L *.Pra D= R*V L = UL

Pérkufizim 2.1.4. [9] Njé ideal i djathté (i majté) I 1njé gjysmégrupi S quhet * - ideal
i djathté (i majté), né qofté se pércdo a € I kemi R C I (L CI).

Pérkufizim 2.1.5. [9] Njé nénbahskési I e njé gjysmégrupi S quhet * - ideal, né qofté se
éshté njékohésisht * - ideal i majté dhe i djathtéi S .

Idealin minimal t& djathté (t& majté) qé pérmban elementin a € S do ta shénojmé R (a)[

L (a)]. Kéto * - ideale quhen pérkatsisht * - ideal kryesor i djathté dhe * - ideal kryesor i
majté té pérftuara nga elementi o € S. Ndérsa * - idealin e dyanshém minimal gé
pérmban elementin ¢ € S do ta shénojmé J (a). Nga ky pércaktim éshté e qgarté se
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R'(a) C J (a) dhe L'(a) C J (a). Ekzistencae R'(a), L' (a) dhe J (a) garantohet nga
fakti se veté S éshté njékohésisht * - ideal i djathté, i majt€ dhe * - ideali S.
Pohim 2.1.1. [9] Pér dy elemente a,b té njé gjysmégrupi S jané té vérteta:

1) (a,b) e &* vetém atéheré kur R (a) = R (b)

2) (a,b)e.L” vetém atéheré kur L' (a) = L' () m

Tani mund té japim edhe pérkufizimin e relacionit .7 * né njé gjysmégrup S :

Pérkufizim 2.1.6. [9] Pér dy elemente a dhe b ¢ njé gjysmégrupi S do té themi se
(a,b) e .7 * vetém atéheré kur J (a) = J (b).

Pér té vértetuar direkt nga pérkufizimi gé (a,b) € £* né njé gjysmégrup S éshté disi e
véshtiré, sepse gjysmégrupe gé pérfshijné S -né si néngjysmégrup té tyre mund té keté
shumé. Fountain né [9], duke u bazuar né [10] dhe [11], pér té treguar se (a,b) L ka
dhéné si alternativé shumé efikase lemén e méposhtme:

Lemé 2.1.1. [9] Le té jeté S njé gjysmégrup dhe a,b € S'. Atéheré konditat e méposhtme
jané ekuivalente:

1) (a,b)es” [ (a,b)er]
2) Pércdo z,y € S', kemi ax =ay < bx =by, [ra =ya < xb=yb] W

Nga kjo lemé merret menjéheré ky rrjedhim:

Rrjedhim 2.1.1. [9] Né qofté se e &shté njé idempotent i gjysmégrupit S dhe a € S.
Atéheré konditat e méposhtme jané ekuivalente:

1) (e,a)el” [(e,a)e &
2) ae=a dhe pérgdo z,y € S', kemi ar =ay = ex =ey
[ea = a dhe pér¢do =,y € S, kemi za = ya = ze =ye] M
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2.2 Gjysmégrupet abundanté dhe disa nénklasa té tyre

Gjysmégrupet abundanté kané qené objekt i studimit té shumé matematikanéve
algjebristé gé merren me studimin e gjysmégrupeve. Fillimet e studimit té tyre datojné
qysh prej viteve *70 dhe ka patur shumé punime mbi kéto lloj gjysmégrupesh. Si¢ do té
shohim né vijim, klasa e kétyre gjysmégrupe éshté njé zgjerim i klasés sé njohur té
gjysmégrupeve té rregullt. Késhtu géllimi i algjebristéve qé jané marré me studimin e tyre
ka qgené qé shumé veti t€ gjysmégrupeve té rregullt ti shtrijné edhe pér klasén e
gjysmégrupeve abundanté.

Pérkufizim 2.2.1. [9] Njé gjysmégrup do té quhet abundant atéheré kur ¢do 7 *- klasé

dhe ¢cdo L'- klasé e kétij gjysmégrupi pérmban té paktén njé idempotent.
Ndryshe, themi se gjysmégrupi S quhet abundant vetém atéheré kur:

Vae S, R:NES) =oAL NES)=¢

Megenése né gjysmégrupet e rregullta, ¢cdo & - klasé dhe ¢do £- klasé pérmban njé

idempotent dhe megenése ¢cdo gjysmégrup pérfshin vetveten atéheré rrjedh menjéheré se
cdo gjysmégrup i rregullt éshté abundant. Abundanté jané gjithashtu edhe gjysmégrupet
orthodoksé dhe inversivé. Pra klasa e gjysmégrupeve abundanté pérfshin klasén e
gjysmégrupeve té rregullt.

Kétu mé poshté po japim pérkufizimin e disa nénklasave té gjysmégrupeve abundant.

Pérkufizim 2.2.2. [13] Gjysmégrupi abundant S quhet kuasi — adekuat vetém atéheré
kur E(S) éshté néngjysmégrup i tij.

Pérkufizim 2.2.3. [13,14] Gjysmégrupi quasi — adekuate S quhet adekuat vetém atéheré
kur E(S) éshté néngjysmégrup ndérrues i tij.

Nga kéto pérkufizime rrjedh menjéheré se klasa e gjysmégrupeve kuaziadekuaté pérfshin
até té gjysmégrupeve ortodoksé dhe klasa e gjysmégrupeve adekuaté pérfshin até té
gjysmégrupeve inversive.

Né [14], (proposition 1.3 (4)) jepet Ky pohim pér té karakterizuar gjysmégrupin adekuat:

Pohim 2.2.1. Njé gjysmégrup S éshté adekuat vetém atéheré kur ¢do 2 “— klasé dhe ¢do

£ — klasé pérmban njé idempotent té vetém dhe gjysmégrupi < E(S) >= E(S) éshté i
rregullt. m
Ne do té shénojmé me o dhe «o" idempotentét e vetém respektivisht té klasave R’ dhe

L pér cdo element acS, ku S éshté njé gjysmégrup adekuat. Késhtu gé
{a"} =R NE(S) dhe {a"} =L N E(S). Nga ky pércaktim i elementéve o dhe a”,
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rrjedh menjéheré se: a = a'a = aa” = a'aa”, pér mé tepér, pér a € S dhe e € E(S) do
té kemi gjithashtu: (ea)” = ea™ dhe (ae)" = a’e.

Pérkufizim 2.2.4. [9] Gjysmégrupi abundant S quhet superabundant vetém atéheré
kur cdo 7 *- klasé e tij pérmban té paktén njé idempotent.

Ne do té tregojmé se pér ¢do element acS, kemi Ry C R’ . Gjithashtu, do té sjellim

shembuj gé tregojné pérfshirjen e mirfillté té klasés sé gjysmégrupeve té rregullt né
klasén e gjysmégrupeve abundanté, té klasés sé gjysmégrupeve kuazi-adekuaté né klasén
e gjysmégrupeve orthodoksé dhe té klasés sé gjysmégrupeve adekuaté né klasén e
gjysmégrupeve inversivé.

Shénojmé R, dhe R, pérkatsisht klasat e ekujvalencés té elementit a sipas relecioneve #
dhe 2" né S. Pra do té kemi:

Ra={xeS/x®ka} dhe RLy={xeS/xk"a}
Nése b € R, atéheré do té kemi:
bRa < (a)=(b), < aS'=bs'

gé do té thoté se ekzistojné elementét s,te S* pér té cilat a = bs dhe b = at. N& kéto

kushte, pér ¢do x,y € S* jané té vérteta implikimet:

xa=ya = xa-t=ya-t = xb=yb
dhe
xb=yb = xb-s=yb-s = xa=ya

Pra, xa =ya < xb =yb. Késhtu, duke shfrytézuar vérejtjen 2.1.1. rrjedh se b2 "a ose
b € R’ Kemitreguar gé pér ¢do a € S, Ra C Ra. Nga sa pamé mé sipér pér 7 - klasat

dhe 72 *- klasat né njé gjysmégrup
S, do té kemi kété paraqitje té tyre
me ané té diagramave té Venit:

Pra, mund té konkludojmé se cdo

72 - klasé éshté bashkim & -
klasash. Pra, Ra = J R, .

xeR;
El. Qallali né [12] tregoi se kur elementét a dhe b té gjysmégrupit S jané té rregullt,
atéheré kemi a’Z *b < aZb dhe pér mé tepér, kur S éshté gjysmégrup i rregullt kemi
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72 "= 7. Né ményré duale tregohet se té gjitha vetité qé pamé mé lart pér relacionin 72~

jané té vérteta edhe pér relacionin L.

Tani do té sjellim dy shembuj qé tregojné pérfshirjen e mirfillté té klasave té
gjysmégrupeve té rregullt, orthodoksé dhe inversivé, pérkatsisnt né klasat e
gjysmégrupeve abundanté, kuazi-adekuaté dhe adekuaté.

Shembull 2.2.1. Né bashkésiné S =N x{1} = {(n,1) / n € N } ku N éshté bashkésia e

numrave natyroré dhe 1 njéshi i numrave natyroré, pércaktojmé veprimin “-” té till€ qé:
v((n,1),(m,1)) e S?, (n,1)-(m,1) = (nm,1)

Nga vetia e shogérimit e shumézimit té zakonshém né bashkésiné e numrave natyroré N
rrjedh menjéheré vetia e shogérimit e shumézimit “” né S. Késhtu (S, :) éshté

gjysmégrup.
Le té jeté (k,1) njé idempotent né S. Atéheré kemi:

kD-kD=KkD= K D=(KD=>k’=k=k=1
Kjo tregon se i vetmi idempotent né S éshté elementi (1,1). Pra,

EE) ={1.1D}

Nése (n,1) éshté njé element c¢fardo i gjysmégrupit S atéheré shohim se:
1) 11)-(1)=(nl)

2) Pér cdo dy elementé (x,1), (y,1) né S kemi:
(x,1)-(n,1) =(y,1)-(n,1) = (xn,1) =(yn,1) =
= Xn=yn =
= Xz=y=
= x1=(v1 =
-

(X,l)(l,l) = (y,l)(l,l)

Nga 1) dhe 2), si dhe né bazé té rrjedhimit 2.1.1, rrjedh se (1,1) 72 *(n,1). Né té njéjtén
ményré tregohet se (1,1)£7(n,1). Késhtu konkludojmé se ¢do 72 *- klasé dhe ¢do £*- klasé
e gjysmégrupit S pérmban idempotentin (1,1). Pra gjysmégrupi (S, -) éshté abundant. Né
fakt, pér rastin konkret kemi njé 7 *- klasé dhe njé L£- klasé té vetme gé pérputhen me
veté S, dmth SxS=®m"=L"
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Meqé E(S) ={(1,1)} dhe (1,1)-(1,1) = (1,2) rrjedh gé E(S) éshté néngjysmégrup ndérrues
1S, qé do té thoté se S éshté njékohésisht kuazi-adekuat dhe adekuat.
Por (S, -) nuk éshté i rregullt dhe pér pasojé as ortodoks e as inversiv, sepse asnjé

element i S pérveg (1,1) nuk éshté i rregullt. VVérteté sikur pér ndonjé element (n,1) té
ekzistonte elementi (p,1) i tillé qé:

(n,l)-(p,l)-(n,l) = (n,l)
atéheré do té kishim:
(npn,1) = (n,1) prejnga npn=n osenp =1 dmth n=1 dhe p=1.
Ky shembull tregon garté se klasat e gjysmégrupeve té rregullta, orthodoksé dhe
inversivé pérfshihen né ményré té mirfillté pérkatsisht tek klasat e gjysmégrupeve
abundanté, kuaziadekuaté dhe adekuaté. m

Shembull 2.2.2. Nga sa treguam né shembullin 1, rrjedh menjéheré se edhe gjysmégrupi
(N,-) ku N &shté bashkésia ¢ numrave natyroré dhe “-”, shumézimi i zakonshém né N,
éshté gjithashtu njé gjysmégrup me cilésité e gjysmégrupit (S,-) té shqyrtuar mé sipér. m

Njé fakt interesant éshté se né [15], Sabine Koppelberg, ka pérkufizuar né ményré té
pavarur gjysmégrupet abundanté duke u bazuar tek idealet minimale. Ne kétu nuk do té

ndalemi gjaté, por vetém do té tregojmé se kéta dy pérkufizime nuk jané ekuivalenté.
Konkretisht, me ané té njé kundérshembulli do té tregojmé se nga pérkufizimi i

gjysmégrupeve abundanté sipas x* - relacioneve 7 * dhe £ nuk rrjedh ai sipas idealeve.

Ndérsa lidhje mé té hollésishme midis tyre do té jené objekt i studimit t&é métejshém té
gjysmégrupeve abundanté.

Pérkufizim 2.2.5. [15] Njé ideal i majté L né S quhet minimal, atéheré kur c¢do ideal i
majté € pérfshihet né L pérputhet me veté L.

Né ményré té ngjashme jepet edhe kuptimi i idealit minimal té djathté.

Pérkufizim 2.2.6. [15] Njé gjysmégrup S do té quhet abundant (sipas idealeve) atéheré
kur plotésohen njékohésisht dy kushte:

(1) Cdo ideal i majté né S pémban njé ideal té majté minimal

(2) Cdo ideal i majté minimal i S, pérmban njé idempotent
Ne do té tregojmé se pérkufizimet e gjysmégrupeve abundanté sipas * - relacioneve dhe
sipas idealeve minimalé té dhéné mé sipér, nuk jané ekujvalenté.

Kundérshembull 2.2.1. Le té jeté S = {0, 0, O3, .... 0j, ...} dhe “-” shumézim né S i
pércaktuar si mé poshté:
0;- Oj =0 ku k= maX{I,j}

Eshté e garté se shumézimi i pércaktuar né S gézon vetiné e shogérimit. Pra (S,-) éshté
gjysmégrup. Gjithashtu, nga ky pércaktim rrjedh se
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ViGN, 0;- 0; = 0;

Kjo do té thoté se ¢do element i S éshté idempotent, dmth S éshté gjysmégrup abundant
sipas * - relacioneve &2~ dhe L.

Nga ana tjetér, le té supozojmé se L éshté njé ideal i majté i kétij gjysmégrupi dhe n
indeksi mé i vogél elementéve té L. Nése 0; € L, atéheré n <i dhe SL = L. VVérteté, meqé
L éshté ideal i majté atéheré SL C L. Por kemi té vérteté edhe pérfshirjen L C SL, sepse
cdo element 0; € L shkruhet né formén 0;- 0; dhese 0;- 0; € SL.

Tani, meqé O,c L dhe pérc¢doi>n, kemi 0; =0;-0, € SL=1L, doté rrjedhé:

L = {On, On+1, OT‘I+23 AR }

Késhtu kemi treguar se kur L é&shté njé ideal i majté i S atéheré ai éshté i formés sé
treguar mé sipér. Por, nga pércaktimi i veprimit né gjysmégrupin S éshté e vérteté
gjithashtu se ¢do nénbashkési e S e formés:

Ln = {On, On+1, On+2, ceee } (221)

éshté ideal i majté né S. Kjo do té thoté se idealet e majta né S jané vetém ato té formés sé
mésipérme (2.2.1), pér n € N.

Tani éshté e garté se nga veté trajta e idealeve té majta L,, asnjéri prej tyre nuk pérmban
ideal minimal, sepse pér kéto ideale ne mund té shkruajmé:

LiDL,DL3D....DLiD....

Pra cénohet pika (1) e pérkufizimit té gjysmégrupeve abundanté sipas idealeve, gé do té
thoté se S nuk éshté abundant sipas kétij pérkufizimi.

Késhtu, nga kundérshembulli i mésipérm arrijmé né pérfundimin se pérkufizimet e
gjysmégrupeve abundanté sipas * - relacioneve & *, L£* dhe idealeve, nuk jané

ekujvalenté.
Po japim tani pérkufizimet e disa tipeve té tjeré gjysmégrupesh abundanté.

Pérkufizim 2.2.7. [17,18] Gjysmégrupi adekuat S quhet adekuat i tipit A, atéheré kur
pér ¢do element a nga S dhe pér pér ¢do idempotent e nga E(S) té kemi:

eSNaS =eaS dhe SenSa = Sae
J. B. Fountain n€ [14] dhe M. V. Lawson né [16], kané dhéné edhe nj€ pérkufizim tjetér
pér gjysmégrupet adekuaté té tipit A:

Pérkufizim 2.2.8. [14,16] Gjysmégrupi adekuat S quhet adekuat i tipit A, atéheré kur
pér ¢do element a nga S dhe pér pér ¢do idempotent e nga E(S) té kemi:

ea = a(ea)” dhe ae=(ae)'a
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Ne nuk po ndalemi kétu pér té treguar ekujvalencén e kétyre dy pérkufizimeve, sepse nuk
&shté ky qéllimi yné.

Pérkufizim 2.2.9. [19] Njé gjysmégrup abundant S quhet idempotent-connected (shkurt
IC) nése pér gdo a € S ekzistojné a* e E(S)NR, , @ e E(S)NL, dhe bijeksjoni 0
r<a’>— <a> itillégé xa=a(xd) pértégjitha xe <a*>

Le té jeté S njé gjysmégrup abundant me bashkési idempotentésh E dhe U njé
néngjysmeégrup i tij.

Pérkufizim 2.2.10. [12] Néngjysmégrupi U i S do té quhet * -néngjysmégrup i majté (i
dhjatht) i S né qofté se pér ¢do a €U, ekziston e eU N E(S) itillé gé:

aL’(Se [aR*(S)e]
Né rastin kur U éshté njékohésisht * -néngjysmégrup i majté dhe i djathté i S, atéheré U
do té quhet *-néngjysmégrup i S.
Né [12], El — Qallali, me ané té lemés sé méposhtme tregon se si mund té gjendet njé
* -néngjysmeégrup i njé gjysmégrupi abundant S:

Lema 2.2.1. [12] Néqgofté se S éshté njé gjysmégrup abundant dhe e njé idempotent i tij,
atéheré eSe éshté * - néngjysmégrup i S. m

Duke u nisur nga pérkufizimi pér néngjysmégrupin transversal inversiv S° té njé
gjysmégrupi té rregullt S, i dhéné né [20] nga D.B. McAlister dhe T.S. Blyth, A. EI.
Qallali né [18] ka dhéné kété pérkufizim té ngjashém né gjysmégrupet abundanté:

Pérkufizim 2.2.11. [18] Le té jeté S° njé *-néngjysmégrup adekuat i gjysmégrupit
abundant S dhe E° semillatica e idempotentéve t& S°. Atéheré S° do té quhet adekuat
transversal pér S nése pér cdo element xeS, ekziston njé element i vetem x°eS° dhe

idempotentét e, f € E(S) té tillé g¢ x = ex’f, ku eLx*" dhe f Rx™ pér x°*, x> eE°.

A. El. Qallali né [18] ka treguar se idempotentét e dhe f jané té vetmit elementé té
pércaktuar nga x dhe té tillé g&¢ eR'x dhe f L'x néS. Ne do ti shénojmé ato pérkatsisht
me ex dhe fy. Né [21] X. J. Kong ka vértetuar pohimin e méposhtém:

Pohim 2.2.2. [21] Nése S° éshté njé néngjysmégrup adekuat transversal i njé gjysmégrupi
abundant S, dhe a,beS° ceS jané té tillé gé aR'cLb, atéheré c € S°. m

Duke u bazuar né pohimin e mésipérm, Xiangjun Kong dhe Pei Wang né [22] vértetuan
dy pohime té tjeré té réndésishém:

Pohim 2.2.3. [22] Nése S éshté njé gjysmégrup abundant me njé adekuat transversal S°,
atéheré cdo element i rregullt xeS ka njé invers té vetém né S°, pra ’V x NS°(=1 m

Pohim 2.2.4. [22] Le té jeté S njé gjysmégrup abundant me njé adekuat transversal S°.
Né kéto kushte, gjysmégrupi S do té jeté i rregullt vetém atéheré kur S° éshté gjysmégrup
inversiv. m
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Kapitulli 3

3. GJYSMEGRUPET KUAZI-ADEKUATIE

Si¢ pamé né kapitullin paraardhés, gjysmégrupet kuazi-adekuaté pérbénin njé nénklasé té
klasés sé gjysmégrupeve abundanté, ku bashkésia e idempotentéve té njé gjysmégrupi té
tillé formonte néngjysmégrup. Né kété kapitull ne do té ndalemi fillimisht né disa veti
kryesore té gjysmégrupeve kuazi-adekuaté duke pérgatitur terrenin pér ndértimin e njé
lloji té vecanté gjysmégrupi kuazi-adequat qé do pérbéjé dhe pjesén kryesore té kétij
kapitulli.

3.1. Disa njohuri bazé mbi gjysmégrupet kuazi-adekuaté

El-Qallali né [12] futi konceptin e idempotentit medial dhe medial normal né
gjysmégrupet abundanté. Le té jeté S njé gjysmégrup abundant dhe E bashkésia e
idempotentéve té tij.

Pérkufizim 3.1.1. [12] Njé idempotent « i gjysmégrupit abundant S quhet medial, né
qofté se

Va € E(S), zur ==

ku E(S) = E éshté néngjysmégrupi i S i gjeneruar prej idempotentéve té tij E(S)=FE

Pérkufizim 3.1.2. [12] Njé idempotent medial w« i njé gjysmégrupi abundant quhet
normal, né qofté se banda «Fu éshté ndérruese.
Eshté evidente gé uEu éshté bandé idempotentésh sepse Vz € uFu, kemi:

T’ =11 = uyu- uyu = u(yuy)u = uyu = T
dhe pér ¢do dy elementé uru, uyu € uFu
ur - uyu = u(uru - uyu)u € wBu

sepse prodhimi uzu - uyu €shté element i E si prodhim dy idempotentésh.

Pohim 3.1.1. [12] Néqoftése S éshté njé gjysmégrup abundant gé pérmban njé
idempotent medial u, atéheré kemi:
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VeeS, ec R NE, fe L NE, v=eur = zuf = euzuf
Vértet, nga rrjedhimi 2.1.1 rrjedh:

ecRNE=(e,r) € R" = x=er =eue v =eu-exr = euzx,
dhe
ecl NE=(ez)c L =av=af =2 fuf =af -uf = auf

Késhtu nga = = eux dhe z = zuf ne kemi z = euzuf W

Pohim 3.1.2. [23] Néqofté se S &shté njé gjysmégrup abundant qé pérmban njé
idempotent medial «, atéheré uS, Su, dhe wuSu jané gjysmégrupe kuasi-adekuate té
tilla gé:

(uS) E= uk,
(Su) u = Fu,
E(uSu) = uFu = uFu

I
e

E
E

|
&y

Pérkufizim 3.1.3. [24] Njé element « i njé gjysmégrupi S quhet njésh i mesém i S né
qofté se aub = ab pér té gjithé elementét a,b € S.

Eshté evident fakti se katrori i njéshit t& mesém «” éshté idempotent, por nuk mund té
themi té njéjtén gjé pér elementin u

Pérkufizim 3.1.4. [2] Njé bandé E quhet normale atéheré kur pér ¢do tre elementé
e X,y E kemi:
exye = eyxe

Lema 3.1.1. [23] Nése E éshté bandé gé pérmban njé idempotent medial normal u,
atéheré E éshté bandé normale. m

Duke shfrytzuar lemén e mésipérme ne kemi vértetuar lemén e méposhtme e cila do t€ na
shérbej mé pas kur té kalojmé né ndértimin e gjysmégrupit kuazi-adekuat:

Lema 3.1.2. Nése S éshté njé gjysmégrup abundant gqé pérmban njé idempotent medial

normal u, atéheré S éshté kuazi-adekuat vetém kur u éshté njésh i mesémné S.
Vértetim: Nése « éshté njésh i mesém né S, atéheré pér té gjithé x,y né E kemi:

(Xy)? =Xy - Xy = X-UyU-UXU-Y = X-UXU-UyU - Y = XX - Yy = Xy

qé do té thoté se S éshté gjysmégrup kuazi-adekuat.
Anasjellas, supozojmé gé S éshté gjysmégrup kuazi-adekuat. Atéheré E éshté bandé
dhe pér mé tepér bandé normale (lema 3.1.1). Atéheré nése e, f e E do té kemi:
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euf = (euf)uu(euf)=e(u- fu)e-uf =
=e(fu-u)e-uf =e- f(ue-u)f =
=e-f(u-ue)f =
= (ef )u(ef) =
=ef

Barazimi euf = ef do t& thoté u éshté njésh i mesém né E . Por meqé S éshté kuazi-
adekuat, atéheré pér té gjithé x,y S, do té ekzistojné e, f cE té tillagé x L e dhe

y Rt prej ngarrjedhse x =xe dhe y=fy. N&kéto kushte do té kemi:

xuy =xe-u- fy=x-(euf)-y=x-ef -y=xe- fy=xy

gé tregon se u éshté njésh i mesémné S. m

3.2. Ndértimi i gjysmégrupit kuazi-adekuat gé pérmban njé idempotent medial
normal

Né kété pjesé ne do té pérshkruajmé ndértimin e gjysmégrupeve kuazi-adekuaté té cilét
pérmbajné njé idempotent medial normal. Ky ndértim do té realizohet népérmjet njé
bande E e cila pérmban njé idempotent medial normal u dhe njé gjysmégrupi adekuat

S me semillaticé idempotentésh E° =uEu .
Tani le té jeté E njé bandé gé pérmban njé idempotent medial normal u dhe S njé

gjysmégrup adekuat me semillaticé idempotentésh E° =uEu. Le té jené R dhe L

relacionet e Grinit né E. Nga lema 3.1.1. rrjedh gé E éshté bandé normale dhe pér mé
tepér do té jeté e vérteté kjo lemé:

Lema3.2.1. [23] Nése z,y€ S, e, f € F dhe e Rx", fLy", atéheré
(1) xefy=xy
(2) (xef)" =(xy)", (efy)" =(xy)" m
Le té& marrim né konsiderate bashkésiné:

K=K(E,S)={(e,x,f)) EEux SxuE : eLz", TRz}
Dhe pércaktojmé né K veprimin binar algjebrik si mé poshté:

Ky veprim éshté i mirépércaktuar sepse:
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eLz" = e(zy) L z'(zy) = e(xy) L(zy)"
dhe dualisht do té& kemi gjithashtu edhe (zy)h R (zy) , qé do té thoté se

(e(zy)", 2y, (zy)"h) € Bux S xuE = K
Duke u nisur nga sa thamé mé sipér, rrjedh vértetésia e késaj teoreme konstruksioni:

Teoremé 3.2.1.
1) K me veprimin e mésipérm té pércaktuar né té éshté gjysmégrup
2) E(K)={(e,x,f) € K:x € E"}
3) K éshté gjysmégrup kuazi-adekuat

4) U = (u,u,u) éshté idempotent medial normal né¢ K

5) E(K)=E dhe ukuz=S
Vértetim:
1) Letéjené (e, x 1), (g,y,h), (s, z t) € K. Shohim gé:

[, x,f) (g y. Ml zt)=[e(xy)", zy,(xy)h] (s, 2, 1) =
= (e(zy)" (zy2)", zyz, (zy2)'t) =
= (e((zy) (wy)2)", wyz, (zy2)'t) = (e(wy2)", wyz, (vy2)'t)

Né ményré té ngjashme gjejmé gjithashtu:

€ x NGy h) (s z0]=(elxye)", zyz, (2y2)'t)

Késhtu veprimi i pércaktuar mé sipér né K gézon vetiné e shogérimit, dmth K éshté
gjysmégrup né lidhje me kété veprim.
2) Nése (e, x, f) € E(K) atéheré
(e, x,f) 2= (e(zz)", xx, (zz)'f) =
= (e(zz)", XX, (zz)' )= (e, xT)
Pra, 2’ —gx=x€eE’
Anasjellas, nése (e, x, f)€ K dhe z° =z € = , do té kemi:

(&, %)%= (e(zz)", X%, (az) f) =

= (ex”,x, 2°f) =
= (e X, f)
késhtu gé

EK) ={ (e,x, f) e K: xeE’}

3) Nése (e, x, f)€ K, mund t€ provojmé qé (e, x,f) L (e, x",f) né K ku (e, x*, f)e E(K)
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Sé pari shohim se:
(e, xf) (e x,H)=(e(x x), xx',(xx) f)=
=(ex’, x, x'f) =
= (e, x, )

Sé dyti nése (g,Y, h), (s,z,t) € K do té kemi:

(e, x, (g vy h)=(€x1(z21t) = (& x,0)(@y,h)=(€ x,0(,z1)
Por,

Ex 0@y h=€xf)(sz0 =), 2y (zy)h) = (e(zz)", 22,(22)'?)
prej nga

e(zy)” = e(xz)" A zy=x2 A (ay)'h = (22)'t (i)
dhe

€ X (@Y h)=(ez"y)", 27y, @y h) A (& X, f)(s29=(e(z"2)", 2°2,(272)"t)
Pra na duhet té tregojmé se:

(e(zy)", 'y (@"y) h) = (e(a™2)", 2"z, (272)"1)
Pér komponentét e mesit vérejmé se nga x" € E dhe x"L£" x né S, do té rrjedhé:

' ry=uzz=xy=21z72 (i)
prej nga
e(zy)” =e(z'2)" (iii)

Nnérsa, pér komponentin e treté shohim gé:
XLX = XyL xy=(Xy) L (xy)

Késhtu, (x'y)" = (xy)" dhe né ményré té ngjashme (x"z)" = (xz)".
Por megenése nga (i) kemi zy = zz atéheré:

(zy) h = (z2)'t = (X'y)'h=(x"2)"t (iv)

Nga (i), (ii), (iii), (iv) rrjedh se:

(e(z'y)", 7y, (z"y)"h) = (e(z"2)", 2"z, (2°2)"t)
ose

(e, X', (g,y,h)=(e, X', ) (5,2 1)
Prandaj,

(e, x,H)(g,y,h)=(e,x, ) (s,2,t) = (e, X', ) (g,y,h) =(e, X, ) (5,21)
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qé né bazé té rrjedhimit 2.1.1. do té thoté se (e, x, )L (e, x*, f) né K. Por megenése
X" € E°, atéheré, nga sa treguam né 2) kemi (e, x*, f) € E(K), gé do té thoté se cdo L~ -
klasé né K pérmban njé idempotent. Né ményré duale ne mund té provojmé gjithashtu se
edhe ¢do R™- klasé né K pérmban njé idempotent. Pra, K éshté gjysmégrup abundant.

Pér té treguar se K é&shté kuazi-adekuat ne duhet té provojmé qé E(K) é&shté
néngjysmégrup i K, dmth bandé. Vérteté, nése (e, x, f), (9, y, h) € E(K), atéheré

X,y € E%, gé do té thoté se :
vy €E° dhe (e, x, ) (9, ¥, h) = (e(zy)", =y, (zy)"h) € E(K)

Késhtu gé¢ K éshté edhe gjysmégrup kuazi-adekuat.
4) Shohim tani se elementi u=(u,u,u) éshté idempotent medial in K. Vérteté, né qofté se
(e,x, f) e E(K)=E(K) atéheré kemi:

(e,x, f)u,u,u)(e x, f) =(ex™, x, xX'u) (g x, f)
=(e x, X)(e x, f)

=(e, x, f)
dhe nése
(u,u,u)(e, x, f)(u,u,u); (u,u,u)(g,y,h)(u,u,u) e E(K)
atéheré
(u’u’ u)(e’ X’ f)(u’u’u) ' (u’u’u)(g’ y’ h)(u’u’ u) = (X’ X’ X) : (y’ y’ y)
= (XY, Xy, xy)
= (yX, ¥X, yX)

= (u,u,u)(g, y, h)(u,u,u) - (u,u,u)(e,x, f)(u,u,u)

Késhtu UE (K)u éshté semillaticé, q& do té thoté se U=(U,u,u) &sht& idempotent
medial normal né¢ K.
5) Letéjete ¢:E(K)—>E itillé gé:

V(e x f)eE(K), o[(ex f)]=¢f
@ - éshté syrjektiv sepse Ve e E kemi (eu,ueu,ue) € E(K) dhe

¢ [(eu,ueu,ue)] =euue =eue =e

Tani, nése (e, X, f),(g,y,h) jané dy elementé nga E(K) té tilla qé

¢ [&x f)l=ef =gh=¢[(9,y.N)]

atéheré nga pércaktimi i elementéve t&€ K ne kemi:
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elLz", TR, 9Ly , hRy
ose
elLz, TRz, gLy, hRy
sepse X,y e E° gé do té thoté se:
X'=x"=x dhe y'=y =y,
prej nga do té kemi:
ex=e ze=ux, af =f, fr=u,

9y =9, y9=1y, yh="h, hy=y
N¢ kéto kushte jané té vérteta implikimet:

ef =gh = exf =gyh =
= uexf =ugyh =
= xuef =yugh =
= xef =ygh =
= xf =yh
= f=h

ef =gh = exf =gyh =
= exfu=gyhu =
= efux=ghuy =
= efx=ghy =
>ex=gy =
—>e=(

dhe sé fundmi,
ef =gh = xf =yh =

= xfu=yhu =
= fux=huy =
= fx=hy =
=>X=Y

Nga ku rriedh se, (g%, f)=(g,y,h). Késhtu ¢ - éshté edhe injektiv, pér pasojé bijektiv.
Nga ana tjetér,
¢ [(e.x, T)-(9,y.M]=¢ [(exy, xy, xyh)] =
= exyh = efxygh =
=exfgyh=ef - gh=
=0 [(e,X, f)]¢ [(g’ y’h)]
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(& tregon se pasqyrimi ¢ - éshté izomorfizém dhe E(K)zE.
Letéjeté w: UKU —> S itillégs w [(u,u,u)e X, f)U,u,u)l=x
Pasqyrimi - &shté syrjektiv sepse VxS gjendet (U,u,u)(x",x, X')(U,u,u) € UK U i
tillé qé
w [(u,u,u)(X7, %, X7)(u,u,u)] = x

Gjithashtu, y - &shté edhe injektiv sepse pér

(u,u,u)(e, x, f)(u,u,u); (u,u,u)(g, y, h)(u,u,u) € ukK u

kemi

w [(u,u,u)(e, x, F)(u,u,u)]=yw [(u,u,u)(g, y, h)(u,u,u)] =

DX=y>
= (X+,X, X*) = (y+! Y, y*) =

= (u,u,u)(x", %, x)(u,u,u) = (u,u,u)(y",y, y)u,u,u)

pér mé tepér kemi:

w [(u,u,u)e, x, f)(u,u,u)-(u,u,u)(g, y, h)(u,u,u)] =
=y [(u,u,u)(ex™, x, x)-(g, y, h)(u,u,u)]=
=y [(u,u,u)(Exy)",xy, (xy)")(u,u,u)]=
=Xy =
=y [(u,u,u)(e, X, f)(U,U,U)] Y [(U,U,U)(g, Y, h)(U,U,U)]

Pra pérfundimisht kemi treguar se y éshté izomorfizém dhe UKu=S. m

Tani do té tregojmé se cdo gjysmégrup kuazi-adekuat S gé pérmban njé idempotent
medial normal u, mund té ndértohet (me aférsiné e izomorfizmit) si mé sipér duke marré
si bandé normale E = E(S) dhe si gjysmégrup adekuat néngjysmégrupin uSu té S. Eshté
e garté se né bazé t¢ Pohimit 3.1.2. kemi gé uSu éshté gjysmégrup kuazi-adekuat dhe
se E(uSu) = uEu. Pér mé tepér uEu éshté semillaticé sepse u éshté idempotent medial
normal. Kjo konfirmon faktin se gjysmégrupi uSu éshté adekuat.

Né kéto kushte né bazé té Teoremés 3.2.1, flitet pér gjysmégrupin kuazi-adekuat:

K =K(E,usu) ={(e,uxu, f) e BUxUSUXUE: e £ (uzu)", R (uzu)}
ku veprimi binar i pércaktuar né K éshté:
(e,uxu, f)-(g,uyu,h) = (e(uxuyu)*,uxuyu, (uxuyu)“h) = (e(uxyu)*,uxyu, (uxyu)”h)

Teoremé 3.2.2. [26] Pér c¢do gjysmégrup kuazi-adekuat S qé pérmban njé idempotent
medial normal u kemi: K(E,uSu) = S

Vértetim:
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Letéjeté f: K — S itillé gé pér cdo (e, uxu, )EK té kemi: f[(e, uxu, f)] =x
Nga ky pércaktim rrjedh se f éshté funksion. Por f éshté syrjektiv sepse pér ¢cdo x nga S

gjendet elementi ((uzu)*, uzy, (uzu)’) € K [(uzu)” £ (uzw)’ dhe (uzu) R (uzu)'], per té
cilin kemi:
A((uaw)*  uzu, (uz) )] =

Nga ana tjetér, nése pér elementét (e, uxu, f), (g, uyu, h) € K do té kishim:

f[(e, uxu, )] =T [(g, uyu, h)],
atéheré do t€ rrjedhé x =y. Prej nga marrim:

uxu=uyu (3.2.1)

Por, megé e £ (uzu)’ rrjedh e = e (uzu)” dhe (uzu)'e = (uzu)” dhe nga vértetimi gé

Hui Chen i ka béré né [23] pikés (1) t& lemés 3.2.1 do té kemi e e E° =uEu. Né kéto
kushte jané té€ vérteta barazimet:

e=ce (uzu)" = (uzu)' e = (uau)" (3.2.2)

Né té njéjtén ményreé tregohet gé:
f=(uzn)’, g=(uyn)" = (uaw)", h=(uyu) = (uzu) (3.2.3)

Nga (3.2.2), (3.2.3) rrjedh e =g dhe f=h qé sébashku me (3.2.1) kompletojné faktin
se:
(e, uxu, f) = (g, uyu, h)

Pra, funksioni f i ndértuar mé sipér éshté bijektiv.
Sé fundmi, pér dy elementé ¢fardo (e, uxu, f), (g, uyu, h) € K kemi:

fl(e,uau, £) - (g, uyu, )] = fl((uww)”, uau, (uzu)’) - ((uyu)”, uyu, (uvyu)")] =

= f[((uzu)" (uzuyu)", uzuyu, (vzuyw) (uyu))] =
= quy = 1Y =

= f[(e7 uxru, f)] ' f[(g7 uyu, h)]

gé do té thoté se f éshté izomorfizém dhese K(E,uSu) = S m
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Kapitulli 4

4. GJYSMEGRUPET ADEKUATE

Si¢c pamé né kapitullin e dyté, gjysmégrupet adequaté ishin njé nénklasé e réndésishme
klasés sé gjysmégrupeve abundanté. Ata pérbénin gjithashtu njé zgjerim té klasés sé
gjysmégrupeve inversivé. Né kété kapitull ne do té japim disa veti kryesore té tyre, si dhe
do té formulojmé dhe vértetojmé pohime té reja duke marré shkas nga disa pohime
analoge té formuluara né [28] nga El. Qallali pér gjysmégrupet kuazi-adekuaté.

4.1. Veti té gjysmégrupeve adekuaté dhe disa kontribute t& métejshme

Né [14] jepet kjo lemé pér té karakterizuar gjysmégrupin adekuat:

Lema 4.1.1. [14] Njé gjysmégrup S éshté adekuat vetém atéheré kur ¢do & *-klasé dhe

¢cdo £ - klasé pérmban njé idempotent té vetém dhe gjysmégrupi < F(S) > = E(S)
éshté i rregullt. m
Pér ¢do element ¢ € S, ku S &shté njé gjysmégrup adekuat, ne do té shénojmé me a*
dhe o idempotentét e vetém respektivisht té klasave R* dhe L'. Késhtu mund té
shkruajmé:

{a"} = RN E(S) dhe {a"} =L NE(S)

Nga ky pércaktim i elementéve a" dhe a*, rrjedh menjéheré se:
a=aa=aa" =a'aa’,
pér mé tepér, pér a € S dhe e € E(S) do té kemi gjithashtu:
(ea)" =ea* dhe (ae) =a’e
Né [27], kemi vértetuar kété lemé:
Lema 4.1.2. Nése S éshté njé gjysmégrup abundant gqé pérmban njé idempotent medial

normal u, atéheré S éshté adekuat vetém kur u éshté njéshné S.
Vértetim: Nése S éshté gjysmégrup adekuat dhe e € E , atéheré

e=eue=e’u=eu=ue
Késhtu gé:
xu=xxXu=xx"=x dhe ux=ux'x=x"x=x
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pértegjithex né S, ku {z"} =L NE dhe {z'} =R NE.
Kjo do té thoté se u éshté njésh i gjysmégrupit S.
Anasjellas, nése u éshté njésh i gjysmégrupit abundant S, atéheré u éshté edhe njésh i
mesém i tij. Késhtu nga nga lema 3.1.1 pér gjysmégrupet kuazi-adekuaté rrjedh se S
éshté kuazi-adekuat, dmth E &shté bandé normale. Pér mé tepér, pér té gjitha e, f né E
ne kemi:

ef =uefu=ufeu = fe

Pra, E éshté semillaticé dhe konfirmon faktin se S éshté gjysmégrup adequat. m

Duke u nisur nga pohimi 1.3. né [28] (« Quasi-adequate semigroups » A. El. Qallali, J.
B. Fountain, 1980) pér gjysmégrupet kuazi-adekuaté, ne kemi formuluar dhe provuar njé
pohim analog pér gjysmégrupet adekuaté:

Pohim 4.1.1. Nése S éshté njé gjysmégrup dhe R bashkésia e elementéve té rregullt né S,
atéheré konditat e méposhtme jané ekujvalente:

a) S éshté adekuat

b) S &shté abundant dhe R &shté néngjysmégrup inversiv i S

c) R éshté néngjysmégrup inversiv i S dhe pér ¢cdo element a € S kemi:

RNL =® A RNR =9,

ku LZ, R: jané klasat e ekujvalencés té elementit a sipas relacioneve £ “dhe & *
né S
Vértetim:
a)=Dh)
Le té jené a,b € R dy elementé té cfardoshém. Megé a,b jéné element té rregullt,
atéheré ekzistojné pérkatsisht elementét o 'dhe b' té tillé gé:

a=aa'a dhe b =0bb'b
Késhtu kemi:
ab = (aa'a)(bb'b) = a(a'a)(bb")b = a(bb")(a'a)b = (ab)(b'a’)(ab)

gé do té thoté se ab éshté gjithashtu element i rregullt. Kjo tregon se R éshté
néngjysmeégrup i S. Nga ana tjetér pér ¢cdo idempotent e € S kemi e = eee qé do té thoté
se ec R, pra E(S)= E(R). Por megé S éshté adekuat, rrjedh se idempotentét né
E(S) = E(R) jané té pérkémbyshém e pér pasojé R éshté néngjysmégrup inversiv i S.
b)=-c
I\/)qué )nga b), R éshté néngjysmégrup inversiv i S, pér té provuar c) mbetet té provojmé se
pér ¢cdo element a € S kemi:

RNL =® A RNR =&
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Kjo éshté evidente sepse c¢do £ “klasé dhe ¢do & “-klasé né S ka té paktén njé
idempotent i cili, si element i rregullt, bén pjesé edhe né R. Késhtu qé
RNL =® dhe RNR =®,pércdoelement a € 5.

c)=a)

Meqé RN L = ®, do té thoté se ekziston elementi i rrequllt b € R itillé qé b€ L . Le
té jeté b'€ V(b), dmth b =0bb'0 dhe b'=10"bb"'. Késhtu do t& kemi b £ b'b e pér
pasojé edhe b £ *b'b. Por megé b'b éshté idempotent né S dhe megé aZL b .£L"b'b

rrjedh se ¢cdo £ *- klasé (dhe njélloj ¢do &2 *- klasé) né S ka té paktén njé idempotent. Pra

S éshté gjysmégrup abundant. Nga ana tjetér, meqé R éshté inversiv do té thoté se F(R)
éshté néngjysmégrup ndérrues i R. Por meqé FE(S) = E(R) rrjedh se S éshté gjysmégrup
adekuat. m

Nga [19] (Idempotent- connected abundant semigroups, A. El. Qallali, J. B. Fountain,
1981) kemi kéto pérkufizime:

Pérkufizim 4.1.1. [19] Njé homomorfizém ¢:S — T, ku Sdhe T jané gjysmégrupe,
quhet homomorfizém i miré néqoftése pér ¢cdo dy elemente a,b té S kemi:

al(S)b = ap L (T)bp dhe aR'(S)b = ap R *(T) b

Pérkufizim 4.1.2. [19] Njé kongruencé p né njé gjysmégrup S quhet kongruencé e mire
atéheré kur homomorfizmi natyral ¢ : S — S / p éshté homomorfizém i mire.

Pohim 4.1.2. Néqoftése S éshté gjysmégrup adekuat dhe p éshté kongruencé e mire né
S, atéheré pér ¢do idempotent ap té gjysmégrupit faktor S /p do té ekzistojé
idempotenti e € E(S) i tillé g&¢ ep = ap .

Vértetim: Le t€ jené o = R N E(S) dhe o" = L' N E(S) dy idempotentét e vetém t&
klasave té ekujvalencés R dhe L . Pra do té kemi a” 2 *(S) a dhe a” £ *(S) a. Por,

meqé p éshté kongruencé e mire né S, kjo do té thoté se do té kemi gjithashtu té vérteta
relacionet:

(@ p) 2 (S / p) (ap) dhe (a"p) £ (S / p) (ap)
ose
(a"p) 72 (ap) dhe (a’p) £ (ap)

né ndonjé gjysmégrup qé ka si néngjysmégrup té tijin gjysmégrupin S / p.
Prandaj, meqé (a'p),(a"p) € E(S / p) jané té vérteta implikimet:

(a’p) R (ap) = [(ap)-(a'p) =(a p) A(a"p) -(ap) =(ap)]
dhe
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(@'p) £ (ap) = [(ap)-(a’p) = (ap) A(a"p)-(ap) = (a’p)]

Shénoj tani e = a" - a” Q& &shté njé idempotent i £(S) si prodhim i dy idempotentéve té
gjysmégrupit adekuat S . Pér kété idempotent kemi:

ep=(a"-a")p=(a")p-(a")p=
= [(ap)(a")p]-[(a"p)(a)p] =
= (ap)-[(a)p-(a'p)]-(a)p =
(ap)-[(a"a")p]-(a)
= (ap)-[(a"a")p]- (a)
= (ap)-[(a”)p-(a”
[
= (

(ap)(a’)p]-[(a”
ap)-(ap) =
=ap

Kjo pérfundon vértetimin e kétij pohimi. W

Pohim 4.1.3. Néqoftése S éshté gjysmégrup adekuat dhe p éshté kongruencé e mire né
S, atéheré edhe gjysmégrupi faktor S / p éshté gjithashtu gjysmégrup adekuat.

Vértetim: S€ pari do té tregojmé qé gjysmégrupi factor S /p éshté gjysmégrup
abundant. Le t€ jet¢ ap njé element c¢fardo nga gjysmégrupi faktor S /p. Meqé
gjysmégrupi S &shté adekuat, atéheré n€ klasat R”dhe L' do té egzistojné idempotentét

e vetém pérkatsisht * = R* N E(S) dhe o* = L' N E(S). Prado té kemi a” 2 *(S) a

dhe a"£7(S) a.Pormeqé p &shté kongruencé e miré, do té kemi gjithashtu:

(@ p) (S / p) (ap) dhe (a’p) £7(S / p) (ap)

qé do té thoté se klasat e ekuivalencés R:pdhe Lt gjysmégrupit faktor S/p

pérmbajné pérkatsisht idempotentét a'p dhe a’p. Pra, gjysmégrupi faktor S / p éshté
abundant.
Nga ana tjetér, duke shfytézuar pohimin 4.1.2, pér ¢do idempotent ap € S /p do té

egzistojé idempotenti e né E(S) té tillé g¢ e € ap dmth ep = ap. Pra, bashkésia e
idempotentéve t&€ gjysmégrupit faktor S / p nuk ka elementé té tjeré pérveg atyre té
trajtés ep pér e € F(S). Késhtu gé pér ¢do dy idempotenté ep dhe fp né S/ p (ku
e, f € E(S)) do té kemi (ep)- (fp) = (ef)p qé éshté gjithashtu idempotent i .S / p sepse
ef &shté idempotent i 5. Kemi treguar késhtu q€ gjysmégrupi S / p &shté kuazi-adekuat.
Sé fundi, duke shfrytzuar faktin qé gjysmégrupi S &shté adekuat, kemi:

31



ep-fp=(ef)p=(fe)p=[p-ep

gé do té thoté se idempotentét né S /p jané té pérkémbyshém. Pra S /p éshté
gjysmégrup adekuat. m

Pohim 4.1.4. Le té jeté 1) : S — T njé homomorfizém i mire i gjysmégrupit adekuat S
né gjysmégrupin T'. Nése [ éshté njé idempotent né Si), atéheré do ¢ ekzistojé njé
idempotent e né S pér té cilin kemi ey = f dhe pér mé tepér néngjysmégrupi Sy i T
éshté adekuat.

Vértetim: Le té jeté f njé idempotent né Sv. Kjo do té thoté se ekziston njé element o

né S pér té cilin kemi ayp = f. Megé gjysmégrupi S éshté adekuat, klasat e
ekujvalencés R dhe L pérmbajné nga njé idempotent t& vetém pérkatsisht «* dhe a*,
Shémbéllimet e o dhe a" sipas homomorfizmit ) jané gjithashtu idempotenté né
néngjysmégrupin Sy té T . Vértet:

apap=(" a" )p=ay
dhe

ap-a'p=(a-a ) =at

Nga ana tjetér, meqé «» éshté homomorfizém i miré kemi:

a R'S)a=a" vy R (T)ay = a p R(T") ayp
dhe
aL(S)a=a Y L(T)ap=a Py L(T")ay

ku T'dhe T" jané gjysmégrupe q€ pérmbajné gjysmégrupin 7' si néngjysmégrup té
tyre. Nga a" ¢ Z(T") ayp dhe a+p L(T") ap nxjerrim kéto barazime:

at-a’Y =a’P; ap-ayp = ay
a-ap=a’; ay-a’p = ay;

Duke shénuar tani e=a"a", i cili éshté njé idempotent né S si prodhim dy
idempotentésh té tij, kemi:
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¢ =(a” ) Y=a"P-a"p=
= (ay-a"¢)-(a")-ar)) =

=ai- (a“ﬁ a'Y)-ay =

=ay-(a”-a")-ap =

=ay-(a"-a" ) ap =

=ay-(a'Y-a’y)-ap =
= (ay-a’y)-(a"tp-arh) =

:(a-a*)¢-(a+-a)¢=

=ay-ay =

=ay =

=f

Té tregojmé tani gé néngjysmégrupi Sy i T éshté abundant. Le té jeté a njé element i
¢fardoshém i Sv dhe z njé elementi S itillé g€ x1) = a. Meqé gjysmégrupi S &shté
adekuat, ekzistojné idempotentét e vetém =z dhe z* pérkatsisht té klasave té
ckujvalencés R dhe L_sipas relacioneve 2" dhe £* né S. Pra do t& kemi:

" R(S)x=2"v R(T) zp =

=z Y R(T") v =

=z R*(SY) zp =

=z R (SY)a
sepse 7' DT D SyP.
Pra, klasa e ¢fardoshme e ekujvalencés R: € Sy / R *(Sy) pérmban idempotentin
x . Né t€ njéjtén ményré tregohet q¢é edhe klasa e ¢fardoshme e ekujvalencés
Lz € Sy /L (S¢) pérmban idempotentin  z"+). Kemi treguar késhtu se gjysmégrupi
St éshté abundant. Té€ tregojmé qé gjysmégrupi €shté kuazi-adekuat. Pér kété duhet té
tregojmé se bahskésia e idempotentéve F(Sv) formon néngjysmégrup t& Si. Le t&
jené e, f dy idempotenté t&€ ¢fardoshém t€ Si). Nga sa treguam né pjesén e paré té

teoremés, do t€ gjenden idempotentét e' dhe f' té gjysmégrupit adekuat S, té tillé qé
e'ip=-e dhe f'vy = f.Nékéto kushte do kemi:

(ef)-(ef) = (e'¢- f'Y)-(e'-flp) =e' - (f'Y-e'Y)- [ =
=e'p-(fre- flp=e'p-(e" - [l =
f

= e (e 1) f 1= (e e ) (f1 ) f1) =
= (e e (fLf ) =e'ep- 1o =
:6f
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Pra Sv éshté kuazi-adekuat.
Por idempotentét e, f té gjysmégrupit Sy jané edhe té pérkémbyshém. Vértet:

e-f=eY-flo=('fo=(eW=F"Yep=f-e

gé konfirmon faktin se gjysmégrupi Si» éshté adekuat. m

4.2. Gjysmégrupet adekuaté té tipit A

Njé réndési té vecanté né studimin e strukturave algjebrike ka studimi i homomorfizmave
dhe izomorfizmave midis tyre, sepse ata transferojné shumé veti strukturale nga njé
strukturé algjebrike né njé tjetér. A. El - Qallali dhe J. B. Fountain, né artikullin e tyre
“Quasi-adequate semigroups” (september 1981) kané pérkufizuar dhe studjuar
“homomorfizmin e miré” té€ njé gjysmégrupi kuazi-adekuat S né njé gjysmégrup T. Ata
pérkufizuan gjithashtu “kongruencén e miré” né njé gjysmégrup té dhéné S dhe treguan disa
veti té kétyre homomorfizmave né gjysmégrupet kuasi-adekuate. Né [29] ne bémé njé studim
analog pér gjysmégrupet adekuaté, ndérsa né [30] e vazhduam kété ide edhe pér
gjysmégrupet adekuaté té tipit A, klasa e té cilave éshté njé nénklasé e gjysmégrupeve
adekuaté dhe po e paragesim kétu mé poshté.

Né kapitullin e dyté ne pamé se gjysmégrupi adekuat S quhet adekuat i tipit A, atéheré
kur pér ¢do element a nga S dhe pér pér ¢do idempotent e nga FE(S) té kemi:

eSNaS =eceaS dhe Sen Sa= Sae

Pohim 4.2.1. Néqoftése S éshté gjysmégrup adekuat i tipit A dhe p &shté kongruencé e
mire né S, atéheré pér ¢do idempotent ap té gjysmégrupit faktor S | p do té ekzistojé
idempotenti e € E(S) i tillé gé ep = ap (dmth epa)

Vértetim: Le t€ jeté ap njé idempotent ¢farédo né gjysmégrupin faktor S / p. Megenése
S &shté adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do t& ekzistojné idempotentét e, f € E(S)
té tille ¢ f & (S) a dhe ¢ £ 7(S) a. Por, megenése p &shté kongruencé e miré, nga
dy relacionet e fundit do té rrjedhé:

(fp) 72 (S / p) (ap) dhe (gp) £(S / p) (ap)
ose

(fp) % (ap) dhe (gp) £ (ap)

né ndonjé gjysmégrup T q¢ ka si néngjysmégrup té tijin gjysmégrupin faktor S / p
Konstatojmé gjithashtu se elementét fp dhe gp jané idempotenté né S / p. Vértet:

(fp)-(fp)=I[(f-Pel=(fp) dhe (gp)-(gp)=(9- 9)p]= (9p)
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Ké&shtu ne mund té shkruajmé:
(fp)=(ap)-t A (ap)=(fp)-s (42.1)

(gp)=t"(ap) N (ap)=s"(g9p) (4.2.2)

dhe

ku ¢,s,t" s' jané elementé t&€ gjysmégrupit T. Nga barazimet (4.2.1) dhe (4.2.2) rrjedh
menjéheré:

(ap)-(fp)=(fp) N (fp)-(ap) = (ap)
dhe

(ap)-(gp) = (ap) N (gp)-(ap)=(gp)

Shénoj tani e = f- g, qé &shté njé idempotent i E(.S) si prodhim i dy idempotentéve té
gjysmégrupit adekuat t€ tipit A, S . Pér két€ idempotent kemi:

ep = ((f-9)p) = (fpr)-(gp) = [(ap)(fp)]-[(gr)(ap)] =
(ap)-[(fp)-(9p)] (ap) = (ap)-[(f- g)p]-(ap) =
p]

“(ap) = (ap)-[(gp)- (fp)]-(ap) =
= [(ap)(gp)]-[(fp)(ap)] = (ap) - (ap) =

Kjo pérfundon edhe vértetimin e kétij pohimi. ®

Pohim 4.2.2. Néqoftése S éshté gjysmégrup adekuat i tipit A dhe p &shté kongruencé e
mire né S, atéheré edhe gjysmégrupi faktor .S / p éshté gjithashtu gjysmégrup adekuat i
tipit A.

Veértetim: S¢é pari do té tregojmé qé gjysmégrupi faktor S /p éshté gjysmégrup
abundant. Le té jet¢ ap njé element ¢fardo nga gjysmégrupi faktor S/ p. Meqé
gjysmégrupi S éshté adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do té ekzistojé idempotenti
e € E(S) itille q¢ e &2 *(S) a. Nga ana tjetér, meqé p &shté kongruencé e miré né S,
(qé do té thoté se epiomorfizmi kanonik S — S / p éshté homomorfizém i mir€), né
S / p do t& kemi:

(ep) (S /p) (ap) ose (ep) € R,

ku (ep)€ E(S/p). Pracdo 7 * kalsé (dhe njélloj ¢do £ ™ kals€) né S/ p ka té

paktén njé idempotent, q€ do té& thoté se S / p &shté abundant.

Nga ana tjetér, duke shfytézuar pohimin 4.2.1, pér ¢do idempotent ap € S /p do té
egzistojé idempotenti e né E(S) té tillé gé¢ e € ap, dmth ep = ap . Pra, bashkésia e
idempotentéve té gjysmégrupit faktor .S / p do té jeté:
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E(S [ p)={ep:ec E(S)}

Késhtu qé pér ¢do dy idempotenté ep dhe fp né S/ p (ku e f € E(S)) do t& kemi:
(ep)- (fp) = (ef)p dhe (ef)p &éshté idempotent i S / p sepse ef éshté idempotent i S'.
Kemi treguar késhtu qé gjysmégrupi S / p &shté kuazi-adekuat.

Tani, duke shfrytzuar faktin q€ gjysmégrupi S éshté adekuat i tipit A, kemi:

ep-fp=(ef)p=(fe)p=fp-ep

gé do té thoté se idempotentét né S / p jané té pérkémbyshém. Pra S / p éshté edhe

gjysmégrup adekuat.
S¢ fundi, pér t& treguar qé gjysmégrupi faktor S/ p &éshté adekuat i tipit A, duhet t&

tregojmé se pér ¢do element ap né S / p dhe pér ¢do idempotent ep né E(S / p) kemi:

(ep)(S / p)N(ap)(S [ p) = (ep)(ap)(S [ p) N (S/ p)ep)N(S/ p)lap) = (S / p)(ap)(ep)

Vértet,
z € (ep)(S /) p)N(ap)(S/ p) =
=z = (ep)-(sp) Nz = (ap)- (tp) =
=z = (es)p ANz = (at)p

ku t s € .S.Ngkéto kushte do té kemi:

=z € (ep)-(ap)-(S/p

(ep)(S / p)N(ap)(S [/ p) C(ep)(ap)(S/p) (423
Nga ana tjetér kemi:
z € (ep)(ap)(S / p) = x = (ep)(ap)(sp) = (eas)p

Dmth,

pér ndonjé s € .S . Por, meqé S é&shté adequat i tipit A kemi:
eas € eaS = eSNaS = eas € aS = eas = as'
pér ndonjé s' € S. Atéheré shkruajmé:
z = (ep)-(ap)-(sp) = (ep)-(as)p € (ep)- (S / p) (4.2.4)
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dhe
z = (ep)-(ap)-(sp) = (eas)p = (as")p = (ap)-(s'p) € (ap)- (S / p) (4.2.4)

Nga (4.2.4) dhe (4.2.4°) rrjedh se:
(ep)(S / p)N(ap)(S / p) > (ep)(ap)(S / p) (4.2.5)

Sé fundi, nga (4.2.3) dhe (4.2.5), pérftojmé barazimin:

(ep)(S / p) N (ap)(S /[ p) = (ep)(ap)(S / p)

NE té njéjtén meényré tregohet edhe barazimi tjetér:

(S / p)ep)N (S / p)ap) = (S / p)(ap)(ep)
g€ konfirmojné faktin se gjysmégrupi faktor (S / p) éshté adekuat i tipit A. m

Pohim 4.2.3. Le té jeté v : S — T njé homomorfizém i mire i gjysmégrupit adekuat i
tipit A, S né gjysmégrupin 7. Nése f éshte njé idempotent né S, atéheré do té
ekzistojé njé idempotent e né S pér té cilin kemi ey = f dhe pér mé tepér
nengjysmégrupi S i T éshté edhe ai adekuat i tipit A.

Vértetim: Le té jeté f njé idempotent né Sv. Kjo do té thoté se ekziston njé element a
né S pér té cilin kemi ayy = f. Meqé gjysmégrupi S éshté adekuat i tipit A, klasat e
ekujvalencés R: dhe L’; pérmbajné nga njé idempotent té vetém pérkatsisht a* dhe a”.
Shémbéllimet e a" dhe a" sipas homomorfizmit ¢ jané gjithashtu idempotenté né
néngjysmégrupin S té T . Vértet:

a'p-ap=(@a -a W=ap dhe a-aY=(a"-a )y =a"y
Nga ana tjetér, meqé «» éshté homomorfizém i miré kemi:
a R'S)a=a" vy R (T)ay = a p R(T") ayp

dhe
aL(S)a=a Y L(T) ap = a"p LIT") ayp

ku T'dhe T" jané gjysmégrupe q€ pérmbajné gjysmégrupin 7' si néngjysmégrup t&
tyre. Nga a "¢ Z(T") ayp dhe a*t L(T") arp nxjerrim kéto barazime:

ap-a’p=a"y; a'P-ap=ay; P ap=a"yY; ay-a’p=ay;
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Duke shénuar tani e=a'a", i cili éshté njé idempotent né S si prodhim dy
idempotentésh té tij, kemi:

ep=(a"a’ )y =a"Y-aY=(a-a") (a"-a)) =
=ay-(a"-a’yY)-ap =ap-(a" -a"-ayp =
=a-(a"-a W ap =a-(a"P-a")-ayp =
= (ap-a’Y)-(a"-ap) =(a-a" W (a" -a)) =
— a/w. aw = a¢ =
=/

Té tregojmé tani gé néngjysmégrupi Sy i T éshté abundant. Le té jeté a njé element i
cfardoshém i Sv dhe z njéelementi S itillé qé xv) = a. Meqé gjysmégrupi S éshté
adekuat, ekzistojné idempotentét e vetém z° dhe =z pérkatsisht té klasave té
ckujvalencés R dhe L_sipas relacioneve 2" dhe £ né S. Pra do t& kemi:

R (S)x =z RY(T) 2 =
=z R(T") zp =
=z R*(SY) vp =
=z R (SY)a

sepse 7' DT D Sy. Pra, klasa e cfardoshme e ekujvalencés R € Sy / R *(Stp)
pérmban idempotentin z "¢ . N té njéjtén ményré tregohet qé edhe klasa e ¢fardoshme e

ekujvalencés LZ € Sy /L (Sy) pérmban idempotentin  x"¢. Kemi treguar késhtu se
gjysmégrupi S7) éshté abundant. Té tregojmé tani qé gjysmégrupi Sy Eshté kuazi-
adekuat. Pér kété duhet té tregojmé se bahskésia e idempotentéve FE(S) formon
néngjysmégrup t€ Svy. Le té jené e, f dy idempotenté t€ ¢fardoshém té€ Sv. Nga sa
treguam né pjesén e paré t€ kétij pohimi, do t€ gjenden idempotentét e' dhe f' té
gjysmégrupit adekuat S, té tillé q¢ e'y» = e dhe f'+ = f. Né kéto kushte do kemi:

(ef)-(ef) = (' f'9)-(e'¢- fl) =e't-(f'-e'y)- f'9
=e'y-(fre - flp=ep-(e [ flY=
e'p-(e'-f1o)- flo=(e"¢-e'P)-(f'y-fly) =
= (et eV (f f o =ev flop=
=ef
Pra St éshté kuazi-adekuat.
Por idempotentét e, f té gjysmégrupit S jané edhe té pérkémbyshém. Vértet:

I
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e-f=e' b flu=(e' fI=(fleN=Fv-ev=f-c

gé tregon se gjysmégrupi St éshté adekuat.
Sé fundi duhet té tregojmé q€ pér ¢do a nga Sy dhe pér ¢do e nga E(Sv) kemi:

e-SYNa-SY=ea-SvY N Syp-enNSY-a==5y-ae

Leté jeté zce SYNa S) ateheré r=e-sp AN z=a-s, kus dhe s, jané
elemente nga S. Nga barazimi i paré rrjedh q¢ ex = ee- s =e-s = dhe duke

shumézuar barazimin e dyté nga té dyja anét me e, do té kemi :
T=er=eca-s) = xE€ea-SY
gé do té thoté se:
e-SvNa-SY Cea-SyY  (4.2.6)
Nga ana tjetér nése z € ea- Sy do t€ kemi:
rx€ela-SY)=xzce- Sy (42.7)
sepse a € S . Por meqé e € S dhe a € Sv, do té ekzistojné f € E(S) dhe b€ S &
tillé qé

e€ fyNa=>by
z = () (b)) (stp) = (fos)yp  (4.2.8)

Keéshtu do té kemi:

Por meqé fbs € fb-S dhe S &éshté gjysmégrup adekuat i tipit A, at€heré éshté i vérteté
barazimi: f-SNb-S=fb-S, qé do t€ thoté se fbse f-S A fbseb-S. Prandaj
kemi: fbs=0b-s',ku s'e S.Né kéto kushte kemi:

v =(fos) = (bsW=by-s'b=a-s'pCa-Sp (429
Tani, nga (4.2.7) dhe (4.2.9) rrjiedh g8z € e- S¥ Na- Stp, Gé do 16 thoté:
e-StpNa-Sdea- Sy  (4.2.10)
Pérfundimisht, nga (4.2.6) dhe (4.2.10) rrjedh se:
e-SpNa- S =ea- St

Kjo tregon se gjysmégrupi St €shté gjysmégrup adekuat i tipit A. ®
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Kapitulli 5

5. GJYSEMGRUPET E RREGULLT SI NENKLASE E GJYSMEGRUPEVE
ABUNDANTE

Si¢c kemi paré né kapitullin 2, njé nénklasé e njohur dhe shumé e réndésishme e
gjysmégrupeve abundanté éshté edhe ajo e gjysmégrupeve té rregullt dhe té atyre
inversivé. Ne nuk do té€ ndalemi kétu n€ studimin e tyre, por né ndértimin e tre llojesh té
vecanté gjysmégrupesh té till€, pikérisht t& gjysmégrupeve té€ rregullt q€¢ pérmbajné njé
idempotent medial, ose njé¢ idempotent medial normal, si dhe t€ gjysmégrupeve inversivé
g€ pérmbajné nj€ idempotent medial.

5.1 Idempotentét medialé dhe medialé normalé né gjysmégrupet e rregullta

Nése S -éshté njé gjysémgrup i rregullt, ne do té shénojmé E = E(S) - bashkésiné e

idempotentéve té S -sé dhe me E ose (S) néngjysémgrupin e S -sé té gjeneruar prej
bashkésisé sé idempotentéve E = E(S).

Pérkufizim 5.1.1. Elementi u € E quhet medial né gofié se pér ¢cdo x € E kemi Xxux = X

Pohim 5.1.1. Nése S pérmban njé idempotent medial u, atéheré E éshté periodik.
Vértetim: Pér x € E kemi: x* = x?ux® = x xux X = xxx = x°. Pra E &shté periodik. m

Pérkufizim 5.1.2. [31],[33] Njé idempotent medial u quhet normal né qofté se banda
uE u éshté ndérrimtare (dmth semillaticé).

Shembull 5.1.1. [31],[33] Né qofté se S éshté gjysmégrup i rregullt me njésh 1, atéheré
S éshté gjysmégrup inversiv vetém kur idempotenti medial 1, éshté normal.

Nése S éshté inversiv dhe 1 njéshi i tij, at€heré 1 &shté idempotent medial sepse
VxeE =E kemi xix=xx=x* = X. Gjithashtu, 1 éshté normal sepse 1E1=1E1=E qé
€shté semillaticé.

Anasjellas nése elementi 1 i S-sé éshté idempotent medial normal, atéheré kemi:

VXeE, XIx=x=>x’=x=E=E

Pra S éshté gjysmégrup ortodoks si dhe E = E =1E1. Por 1E1 éshté ndérrimtare, sepse 1
éshté idempotent medial normal. Kjo tregon se E éshté gjithashtu ndérrimtare dhe pér
pasojé S &shté gjysmégrup inersiv. m
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Shembull 5.1.2. [31],[33] Tabela e méposhtme, pércakton njé gjysmégrup té rregullt por
jo ortodoks dhe pérmban njé idempotent medial normal.

Vérteté nga tabela shihet se E={u,e, f,b} dhe a=e-f € E . Pra ky gjysmégrup éshté i

gjeneruar prej idempotentésh. Gjysmégrupi E nuk éshté ortodoks sepse e-f =a¢E.
Megé,
uwu=u, veu=uu=u, ufu=uu=u, uvau=fu=u, ubu=hu=Dh,

rrjedh se uEu ={u,b} dhe u-b=b=>b-u d.m.th uEu éshté ndérrimtare. Késhtu u éshté
idempotent medial normal. Shihet gjithashtu gé u éshté i vetmi element i till&. |

Pohim 5.1.2. Nése S éshté njé gjysmégrup i rregullt gé pérmban njé idempotent medial
normal u, atéheré S éshté inversiv vetém atéheré kur u éshté njésh i S.

Vértetim: Nése S-éshté inversiv dhe e = e* €S, atéheré e=eue =e°-u =eu=ue.
Pra u éshté njésh né néngjysmégrupin E dhe

YaeS,au=a(a'au)y—aaa=a
gé do té thoté se u éshté njésh edhe pér gjysmégrupin S.

Anasjelltas, nése u éshté njésh i gjysmégrupit té rregullt S dhe njékohésisht medial
normal i tij, do té kemi:

Ve, f e E, ueu-ufu=ufu-ueu dhe ef = ueu-ufu = ufu-ueu = fe
Atéheré, megé E c E rrjedh se Ve, f € E, ef = fe. Nga ana tjetér:
Ve, f €E, (ef)’ =ef -ef =e-ufu-ueu-f =e-ueu-ufu-f =e*f? =ef

Kemi treguar késhtu se gjysmégrupi S éshté inversiv. m
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5.2. Veti té gjysmégrupeve té rregullt gé pérmbajné njé idempotent medial

Le t& jeté S njé gjysmégrup i rregult qé¢ pérmban njé idempotent medial . Eshté i
vérteté pohimi i méposhtém:

Pohim 5.2.1. Nénbashkésité uS, Su, uSu ¢ S jané gjysmégrupe ortodokse té tilla gé
E(uS) = UE = uE, E(Su) = Eu=Eu, E(uSu) = uE u = uEu

dhe pér ¢do xe E, kemi xux’ = xx’ dhe x’ux =x’x ku u-éshté idempotent medial né
gjysémgrupin e rregullt S.

Vértetim:

Vx,yeuS, kemi x=ua dhe y=ub pérndonjé a,beS dhe xy=uaub=uaub e uS
gé tregon se uS éshté néngjysémgrup i S-sé dhe pér mé tepér nése e,f jané dy
idempotenté né uS doté kemi e=us dhe f=ut ku s,teS, prejngakemi:

ue=uus=u’s=us=e dhe ufzuut=ult=ut=f
Nga kéto barazime rrjedh se:
(ef) ? = ef ef = ef ue f = ef uef = ef = usut € uS
Barazimi efuef = ef rrejdh nga fakti se u- éshté idempotent medial dhe efe E. Pra
prodhimi i ¢do dy idenpotentéve né uS éshté pérséri idempotent né usS, gé tregon se
gjysémgrupi uS-éshté ortodoks.
Té tregojmé tani se:

E(uS) = UE =uE

Nése ecE(uS) rrjedhse e =ue € E (sepse ee EcE).
Por dhe anasjellas kur uxeu E atéheré ux = u.xux = (ux)®, ku xe E, d.m.th. elementi i

cfardoshém uxeuE éshté idempotent i uS. Pra pérfundimisht kemi E(uS) = uE
Nga ana tjetér kemi se,

UEcUuE (sepseEgE)
dhe pér elementin e ¢fardoshém ux e u E, gé treguam se éshté idempotent, kemi:

UXeUE = uuxeuE = uxeuE

Pra, pérfundimisht treguam se,
E(uS) =uE =uE

Njélloj tregohet se edhe néngjysémgrupet Su dhe uSu jané ortodokse dhe se
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E(Su)= Eu=Eu dhe E(uSu)=uEu=uEu
Sé fundi Vxe E dhe Vx ’eV(X) jané té vérteta edhe barazimet e méposhtme:
xux' =xx’xUx'xx’ = x(xxUxx) x" =Xx'xx =xx’
dhe

Xux = xx0 " UXe X =x (X" Uaxx )x =x"ax’ X =x'x. m

Lema5.2.1. [31]
I Pér ¢do element xeS kemi

uV(x)u c [V(uxu) NuSu]lcV(x) veganérisht V(x)NuSu + @

1. Pér ¢do dy elementé x,yeS, kur x’eV(x)NuSu dhe y’eV(y)NuSu,
atéheré

xxyy’e UEu dhe v’ x’xyy’x e[V (uxyu) NuSu] < V(xy)

Vértetim:
I. Megé uV(X)u c uSu dhe VyeuV(x)u kemi y=uxu ku x’eV(x), atéheré rrjedh
Se:
YAUXUY = ux w0 UXU ux U = ux uxux 'u = ux xxu =ux'u=Yy
dhe

UXU Y -UXU = UXU 2x "u -UXU = xux uxu = uxx 'xu = UxXu
gé do té thoté se y- éshté njé invers i uxu, d.m.th. yeV(uxu), prej nga rrjedh se
uV(X)u < [V(uxu) N uSu]
Le té jeté tani yeV(uxu) N uSu. Pér kété y kemi:

y=yuUuxuy, uxuyuxu=uxu dhe y=usu Kku seS
Atéheré,
YXY = USU-X-USU = USU-UXU-USU = yUXuy =y
dhe
XYX = xx xyxx’x = xx ‘ux-USU xux x = xx " UXU-S-UXU x x =
= xx - (UXU-USU-UXU) x'x = xx - (UXUYUXU) «x'x =
=xx’UXUX X = xx'xx’x =
=xx'x =
=X

Kjo tregonse yeV(x). Késhtu kemi treguar se

uV(xX)u < [V(uxu) NuSu] <V(x)
Por meqé
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uvV(x)u c uSu; uV(x)u c V(x) dhe V(x) #@ (qé do té thoté se uV(x)u # 9),
rrjedh se uSu NV(X) # @.
Il. Le té jené x,yeS, té tillé g¢ x’eV(x) NuSu dhe y’eV(y) NuSu. Té provoj se x xyy’
€ UEU. Veértet:
x’e V(X) NuSu = xxeE dhe x’=usu ku seS
y'eV(y)NuSu = yy’eE dhe y’=utu ku teS
atéheré shohim se

X’xyy’ = UsSuXy-utu = u-usuXxy-utu-u = u-x’x-yy’-UEuE u
Mbetet pér té provuar sé fundi gé:

v’ x'xyy’x’e[V(uxyu) N uSu]c V(xy)
Vértet:

XXy X UXYUY X XYy X" =y (X xyy”) UAxxyy) Ux xyy)x’ =
=y (xxyy)u(x’xyy)-x’ =
=yxxy’x’
dhe
UXYU 9 'x xpy x " UXYU = uxyy ' (x xyy’x’xyy’)yu = uxyy’(x xyy 'ux’xyy’)yu =
= uxyy 'x’xyy ’yu = uxyy 'x’xyy’yu = UXx xpy ‘ux xyy’ yu =
= uxx'xyy’yu =
= uxyu

Pra, y’x xyy x’eV(uxyu) N uSu. Ndérsa fakti g¢ [V(uxyu) N uSu]lc V(xy) rrjedh direkt
nga pika I-ré e késaj leme duke marré né vend té elementit x elementin xy. m

Le té shohim tani vértetimin e njé leme, e cila do té na shérbejé pér ndértimin e
gjysmégrupit té rregullt me njé idempotent medial, qé pérbén dhe synimin kryesor té kétij
kapitulli.

Lema5.2.2. [27]
. Letéjené ee’e Eu dhe acuEu. Né gofté eRe’ né Eu dhe ue-a=a,
atéheré wue’-a=a dhe ea=e’a
Il. Letéjené ff"euE dhe beuEu. Néqofté se f£f né uE dhe b-fu=h,
atéheré b-fu=b dhe bf=5f".

Vértetim:

I. Meqgé eRe’né Eu kemigé (e)y=(e’)r né Eu, d.m.th.
eEu=e¢’Eu (5.2.1)

prandaj

eeEu = e=Xxu = eu=xuUu=xu=e

pra eu=e dhe njéllojtregohet se edhe eu=e’
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Nga barazimi (5.2.1) rrfjedh se euEu=e’uEu dhe pér acuEu, ekzistonbeuEu e
tillé ¢ ea=¢e’b, prejngakemi u-ea=u-e’h dmth
a=ue’b (5.2.2)
Nga ana tjetér
ea=e’b = e'ea=e’b = e’uea=¢eb
ose
e'la=eb (5.2.3)

Nga (5.2.2) dhe (5.2.3) rrjedh se ue’-a=ue’b =a. Pra, ue’-a = a. Atéheré, nga ea=e’b
dhe e’b =e’a rrjedh menjéheré se ea =e’a.

Il. Meqgé fLf” né uk, kemi (f)y = () d.mth. uEf=uEf” ose uEuf=uEuf’,
Késhtu gé pér beuEu ekziston acuEu, etillé g¢ bf = af”, prej nga rriedh bfu = af’u.
Por nga kushti kemi bfu = b, prandaj do té kemi edhe

af’'u=>= (5.2.4)
pér mé tepér kemi:

bf =af’ = bff" =af” = bfuf” =af”
bf’ = af’ (5.2.5)

Nga (5.2.4) dhe (5.2.5) rrjedh bf’'u=af'u=b d.m.th. bf’u =Dh.
Sé fundi, nga bf = af” dhe bf" =af” rrjedh bf =bHf". m

dmth

5.3. Ndértimi i njé gjysmégrupi té rregullt qgé pérmban njé idempotent medial

Né kété paragraf ne do té tregojmé se si mund té ndértojmé njé gjysmégrup té rregullt i
cili pérmban njé idempotent medial duke pérdorur si “tulla ndértimi” njé gjysémgrup té
rregullt té gjeneruar prej idempotentésh E gé pérmban njé idempodent medial u dhe njé
gjysmégrup ortodoks me njésh S, banda e idempotentéve té té cilit éshté izomorfe me

uku.
Le té jeté dhéné pra njé gjysémgrup i rregullt i gjeneruar prej idempotentésh E qé
pérmban njé idempodent medial u dhe le té jeté S njé gjysmégrup ortodoks me njésh,
me bandé idempotentésh E(S)EUEU. Nga ky izomorfizém ne do té identifikojmé
strukturat E(S) dhe uEu, késhtu gé u - kthehet né njésh té gjysmégrupit S .
Vérteté nése e do ishte njéshi i S, atéhere e” =e, pra e E(S) dhe megé u éshté njésh
i uEugE(S) rrjedh se u kthehet né njésh pér E(S), pikérisht nga identifikimi i
strukturave izomorfe té mésipérme. Késhtu gé:

eu=ue=u (e- njgshi S-sé praedhei E(S))

euU=ue=¢e (u- njésh uEu, praedhe i E(S))
Prejngadel se u=e.
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Tani duke pérdorur gjysmégrupet e dhéna E dhe S, do synojmé qé té ndértojmé njé
gjysémgrup té rregullt K gé té pérmbajé njé idempotent medial U, ku néngjysémgrupi i
gjeneruar prej idempotentéve té K -sé, E(K), té jeté izomorf me E dhe gjysmégrupi
uKo 1 K-sé té jeté izomorf me gjysmégrupin ortodoks té dnéné S .
Le té jené:

EUWR ={R¢ e € Eu} bashkésiae R -klasave né Eu
dhe

UE/L={L,|fcuE} bashkésiae £ klasave né UuE

Pohimi 5.3.1. [31] Pércdo ec Eu, UR.=R, ={ge uEu| gRue né uEu}
dhepérgdo fe uE, L,u=Ly= {fheuEul hifu né uEu}
Veértetim. Le té jeté X € uRe, rrjedhgé x=ua ku ae R, d.mth. aRe né Eu, pra

ekzistojné vy, ze Eu, tétille g¢ a=-ey dhe e =az Prakemi x =ua = uey dhe
ue = uaz = xz, gédotéthotése xRue né Eu.Praxe R, ose uR,c R,

Anasiellas, le té jeté x € Rye. Pra kemi xRue né E u, dmth ekzistojné y, ze E u té tillé
gé

x=uey=uc ku c=ey (c=eyeeEucEu ) dhe ue=xz
ose
Ue=uUcCz = eue=eucz = e=eucz

Por nga uey =uc rrjedh euey = euc 0se ey =euc.
Tani mun té shkruajmé:
e=eucz=eyz=cz

Treguam késhtuse x=uc, c=ey dhe e=cz, (ku y,z e Eu dhe ac Eu ). Pra kemi
X =uc dhe cRe né Eu, gé do té thoté se ceR. dhe rrjedhimisht x =uceuR,.
Késhtu trequam se edhe R, cUR,.Pra uR, = R, . Mbetet tani pér té treguar se:

Rue:{geuEulgRue né uEu}

Vérteté nése xe R, rrjedh gé kemi xRue né Eu. Prado t& ekzistojné y = eue Eu
dhe z=eueEu tétille gé x=uey dhe ue=xz 0se x=uey= Ue-eu = u-eue-eu
Pra,
X=ue-eue UEU, xe EuCE dhe x=ue{(ueeu) (5.3.1)
Gjithashtu
UE=XZ = Ue=XeUu = ue=Xux-eu=x{uxeu)
dhe
ux-eu=u(xe)ue UEuU (sepsex,eckE)
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Pra kemi
ue = x(uxe u) (5.3.2)

Nga (5.3.1) dhe (5.3.2) rrjedh xR ue né uEu. Késhtu xe{geuEu|gRue né uEu},
d.m.th.
R.c{geuEu|gRue neuEu} (5.3.3)

Anasjellas nése x e{geuEu|gRue né uEu} atéhere xe uEu dhe xRue né UEu.
Pra ekzistojné y,z euEu tétillagé x =uey dhe ue=xz Por y,ze UEU = y,z e Eu
d.mth. kemi xRue né Eu. Pra xeR, ku R, éshté R -klasa e elementit ue

né Eu Késhtu gé,
R.>{geuEu|gRue neuEu} (5.3.4)

Pérfundimisht nga (5.3.3) dhe (5.3.4) rrjedh barazimi:

R,.={g¢€ uEu | gRue né uEu}
dhe njélloj tregohet edhe barazimi:

L,u=L,={heuEu|hlfu né uUEu} m
Tani shgyrtojmé bashkésiné:

K=K(E,S)={(R,xL,)e Eu/R x S x uE/L| uR,cR® dhe LiUcL®}

Ku R® dhe L, jané pérkatésisht R - klasa dhe £ - klasa gé pérmbajné elementin x né S
Por shohim qé:

UR,c R’ < R,cR’® < ueRx né Sdhe LiU=Ly cl® < xlfungs,
d.m.th. kemi ueR x£ fu né S.Prabashkésia K= K(E,S) shkruhet:

K={(R,xL,)e EUu/RXSX UE/L| ueRxLfu néS}
Por
(ue RxLfu néS) < (Fx’eV(X), ue=xx A fu=xx)

Veértet, nése ekziston x’eV(x) itillé g¢ ue =xx dhe fu=x'x, kemi:

ue=xx'RxLxx=fu
dmth kemi ue R x £ fu né S.
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Anasjellas, supozojmé se kemi ue R x £ fu . Por ue R x né S do té thoté se ekzistojné
steS tétille g¢ x=uet dhe ue =xs prejnga rrjedh uex = (ue)’t dhe uex = xsx, pra,

uex = uet = x dhe x = xsx
Po ashtu tregohet se nga x £ fu né S rrjedh se gjendet v e S tétillé gé:

xfu=x dhe fu=vx
Duke shénuar x’ =fusue kemi:
xx’x = x-fusue-x = (xfu)s(uex) = xsx = (Xs)x = x
x xx’ = fusue-x-fusue = fus(uex)fusue = fus-x-fusue =
= fus(xfu)sue = fus-x:sue =
= fus(xs)ue = fusueue = fusue = x’

Késhtu kemi x’ € V(x) dhe pér mé tepér shohim se:

xx’ = xfusue = xsue = ueue = ue
XX = fusuex = fusx = vxsx = vx = fu

Prandaj pérfundimisht K - merr trajtén:

K={(R.xL,)e Eu/R x S x uE/El Ix eVX),ue=xx A fu=xx} (¥
ku ec Eu dhe feuE. Natyrisht g¢ K# @ sepse (Ry, u, Ly) € K.
Pohim 5.3.2. [31], [32] N.g.s. (Re, X, Ly) € K dhe x*=x, atéher:
(Rex, X, L) € K dhe (Rex X, Lxt) = (Re, X, Ly)

Vértetim. Megenése ex € Eu dhe xfeuE (xe E(S) = UEu d.m.th. xu=ux=x dhe
ex, xf EE) dhe ue =xx’, fu=x"x pérndonjé x’eV(x) (sepse (Re, X, L) € K), rrjedh
uex = xx’x = X késhtu do t& kemi u(ex)Rx [njélloj tregohet se x £ (xf)u]. Prandaj kemi
u(ex) R x £ (xf)u, gé do té thoté se (Rex, X, Lyt ) € K. Por nga ue = xx>RxXR uex del se

ue R uex ose eue R euex 0se e R ex. Pra Re = Rex dhe njélloj nxjerrim se edhe Lt = Ly

Késhtu kemi treguar se:
(Rex, X, Lxi) = (Re, X, L) m

Pércaktojmé né K - njé veprim binar si méposhté:
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(R %L (R, L) = (Re, xthy, Ly ) (%)

ku abeE(S) tétillégé aRxthy Lb néS.

Sé pari té tregojmé qé(R.,, xfhy, Ly ) € K, dmth veprimi i pércaktuar &shté veprim
algjebrik i mbrendshém né K.
Duke u nisur nga a R xthy £Lb né S rrjedh:

uea R uexfhy dhe xfhyku £ bku
dhe megé xx’=ue, y’y =ku, relacionet e fundit shkruhen késhtu:

(uea R xx’xthy A xfhyy’y £ bku) ose (uea R xthy A xfhy £ bku)

dmth kemi uea R xfhy £ bku né S qé do té thoté se (R, , xfhy, Ly ) € K.

Sé dyti té tregojmé qgé Kky veprim é&shté i pércaktuar sakté, d.m.th. nuk varet nga
pérfagésuesit e klasave té ekuivalencés R,, L., R, , L, dhenga abeE(S) tétillé gé¢ a
R xthy L b néS.

Le té jené pra f "eL, dhe h'e R, , dy pérfagésues té tjeré té kétyre klasave. Nga
pércaktimi né (*) i K-sé, gjendet x" e V(x), i tillé gé:

xfhy =xx'x-fh - yy'y
=x-xxf-hyy -y (Lema5.2.2ku b=xx dhe a=yy)
=xxXxf -hyy -y
=x-f’h-y

( jemi né kushtet e Lemés 5.2.2 sepse, fu=xx = xfu=x = xx-fu=xx, d.m.th.
plotésohet kushtii saj b-fu="b, prejngarrjedh x'x f=xx f  qé u shfrytzua mé sipér).
Kjo tregon se komponenti i mesit né veprimin e pércaktuar nuk varet nga zgjedhja e
pérfagésuesve té klasave té ekuivalencés L, dhe R, . Té& shohim tani gé edhe

komponenti i majté R, nuk varet as nga zgjedhja pérfagésuesit t¢ R, (e apo e € R,)

dhe as nga acE(S) = uEu, apo a €E(S) = UEu e tille gé a 2 xfhy. Por megé aRr
xfhy do kemi aRa" né UEu, d.m.th. eaRea, sepse R éshté kongruencé e majté né
E u. Por nga Lema 5.2.2 kemi ea” = e'a’, késhtu qgé ea R e'a’, d.m.th. elementét ea
dhe e'a’ i takojné té njéjtés R- klasé né Eu. Pra, R.= R..., gé do té thoté se edhe
komponenti i paré i ( R, X. fh.y, L) éshté i pércaktuar né ményré té vetme. Njélloj
tregohet edhe per komponentin e treté L, , gé nuk varet nga zgjedhjae k'e L, dhee b

cUEU ku x-fh yLb.
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Teoremé 5.3.1. [31],[32]
(1) K- me veprimin e pércaktuar né té éshté gjysmégrup.
(2) K- gjysmégrup i rregulit.
(3) E(K)={(R.,x,L,)e K|L,R, cV(x)dhe x*=x}
@) E(K)={(R..x,L;)e K| x* =x}
(5) u=(R,,u,L,) éshté idempotent medial i K -sé.
(6) E(K)=E dhe uKu=S
Vértetim.
(1) Letéjene (R, X, L;), (R, YLy ) dhe (R, Z, L) tre elemente té ¢farédoshém té
K -sé. Atéheré:
[(Rel X’ Lf) (Rgl y! Lh)] (Rt’ Z’ Ls) :(Rea’ ngy’ Lbh) (Rt’ Z’ Ls)
= (R.,., Xfgybhtz, L)

eac’

ku aRxfgyLb dhe c¢ R xfgybhtz £ d
(Re’ X’ I—f ) [(Rg’ y’ Lh)( Rt’ Z’ Ls )]: (Re’ X’ Lf )(Rga’ yhtz’ Lbs) =
=(R,, xfga'yhtz, L)

ec’?

ku a RyhtzLb dhe ¢Rxfha'yhtz £d

Té vértetojmé né fillim barazimin e komponentéve té mesit. Megé  (R.., Xfay, Ly;) eK
rrjedh

bhu = (xfgy)’(xfgy) ose xfgy = xfgybhu ose xfgyh = xfgybh
ose

xfgyhtz = xfgybhtz ~ (5.3.5)
Nga ana tjetér megé (Rga, yhtz, Lbh) € K do té kemi:

uga’ = (yhtz)(yhtz)’ ose yhtz = uga’yhtz

prejnga Qyhtz = ga’yhtz 0se xfQyhtz = xfga’yhtz  (5.3.6)

Nga barazimet ¢ mésipérme (5.3.5) dhe (5.3.6) rrjedh se xfgybhtz = xfga yhtz.

Tani shénojmé me w = xfgybhtz = xfga 'yhtz dhe mbetet pér té treguar tani barazimin:
(R W, LdS) = (R W, Ld‘b‘s)

eac ! ec!

Meqé kéto dy elementé i pérkasin K —sé¢ kemi:

ueac =ww’ R ww’ = uec’ 0Se ueac R uec’ né Eu ose eac Rec’ né Eu

Pra ReaC: Rec‘ né Eu. Njélloj tregohet se edhe Lgs =Ly Né uE .
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Késhtu pérfundimisht kemi treguar se veprimi i pércaktuar mé sipér né K ka vetiné e
shogérimit d.m.th. K- éshté gjysémgrup né lidhje me kété veprim.

(2) Téprovojmé gé K = K(E, S) éshté i rregullt.

Le té jeté (Re, X, Ly)eK dhe x’eV(x) itillé g¢ xx’ =ue dhe x’x = fu. Mbetet pér té
treguar se qé (R, X’, Lue)eK dhe pér mé tepér €shté njé invers i elementit (Re, X, Ly).

Sé pari éshté e vérteté qé (Rrw, X’, Lye) € K, sepse ekziston njé invers i x’, [xeV(X’)] i
tillé gé ufu = x’x. Ky barazim éshté i vérteté sepse f € uE = fu =uy, pérndonjé y
€ E, domethéné ufu = uuy = uy = fu. Prej nga del se ufu = fu = x’x njélloj del se edhe
ueu = xx . Prandaj themi se (R, X’, Lye)eK. Shohim gjithashtu gé:

(Re, X, L) (R, X’, Lue) (Re, X, Lf) = (Rea, Xffux’, Lpue) (Re, X, L)
= (Rea, XX’, Liue) (Re, X, Ls)
= (Reac, xx 'bueex, L)
= (Reac, xx 'bx, L)

dhe té tregojmé akoma se  (Reac, xx 'bx, Lar) = (Re, X, Ly).
Megé (Rea, XX’, Lpye)eK do té thoté se bueu = (xx’)’(xx’) pér ndonjé invers (xx’)’ té
XX’ 0se
XxX’bueu = xx> = xxX’bxx’u = xx> = XX’bxx’ux = xx’x = xx’bx=x
Késhtu gé komponenti i mesit éshté i njéjté, prandaj mbetet pér té treguar gé:
(Reac, X! Ldf) = (REJ X! Lf)
Nga fakti & (Reac, X, Lar) € K rrjedh se ekziston x’’e V(x) i tillé gé:

(ueac=xx" A dfu=x"x) ose (eac=exx” A df =x"xf)

Nga ana tjetér xx” € E(S) = UEuC Eu dhe xx'€ E(S) = UEuc Eu, pér mé tepér
jané té vérteta kéto barazime:

xx’ = (XX7X)X” = (ex” ) (ex ")

xx” = (e x)x” = (e )(xx ")

prej té cilave rrjedh  xx’ Zxx’’ né Eu . Por meqé e € Eu kemi exx’ & exx’’ 0se

eue/Reac dmth eZReac.Pra Re=Rec Né EU. Njélloj tregohet Ly = Ly né UE.
Késhtu treguam se:

(Re1 X1 Lf) (RfU1 X’a LUG) (REI Xl Lf) = (Reac; XX ’bxl Ldf) = (REI Xl Lf) (5-3-7)
Nga an tjetér kemi:

(Rfu, X’, Lue)(Re1 X, Lf)(Rfu, X’, Lue) = (Rfua, X ueex, Lbue)(Rfm X,) Lue)
= (Rfa, x uex, Lpe)(Reu, X*, Lue)
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= (Rfa, x’xl I—be)(Rfu, X ,a I—ue)
= (Rfac, x xbefux’, Lqye)
= (Rfac, x xbex’, Lae)

ku a,b,c,d jané idempotenté né S, pra a, b, c,de E(S) = uBu tétillé qé:

(aR xueex Lb A CR x'xbefux’ Ld) 0se (AR xxLDb A CR x'xbex’ L d)
Té tregojmé tani qé
(Rfac, x’xbex ’l I—de) = (RfUa X’a Lue)

Sé pari, nga pércaktimi i elementéve té K-sé dne megé (R, x'x, Lpe) € K kemi:

ufa=(x'x)(xx)’ dhe beu=(xx)(xx) ku (xx)’€ V(xx)

ose

ufax’x =x’x dhe x’xbeu=xx
ose

fax’=x" dhe xbe=x
Nga xbe=x rrjedh x’xbex’ =x"xx’0se, x’xbex’ =x’, qé tregon se komponenti i mesit
éshté i njéjté. Tani mbetet té tregojmeé qé:
(Rtac, x’, Lde) = (Ru, X’, Lue)

Megé (Riac, x', Lae) € K, gjendet x”” € V(x’) itillé gé

ufac =x’x"’ dhe deu=x""x" 0se fac=fx'x"’ dhe de=x""x’e

Nga ana tjetér x’x” € E(S) = UEuC Eu dhe x’x’ € E(S) = UEuc Eu, pér mé tepér
jané té vérteta kéto barazime:
xx7 = (0% )X = (e ) (e x ")
xx = (xx"x)X=(c'x")(x'x)

prej té cilave rrjedh x’x Zx’x’’ né Eu. Por megé fu e Eu kemi:
Sfux’x Zfux’x’’ ose, fufu &2 fac ose, fu & fac

Pra Ru=Rp Né Eu. Njélloj tregohet L, = Lge Né uE . Késhtu treguam se:

(Rfu, X, Lue)(Re, X, Lf)(Rfu, X, Lue) = (Rfac, x’xbex’, Lde) = (Rfu, X, Lue) (5-3-8)

Barazimet (5.3.7) dhe (5.3.8) tregojné se elementi i ¢cfardoshém (Re, X, L) € K ka invers

elementin (Rs, X’, Lye) Ku x” € V(x) dmth K éshté gjysémgrup i rregullt.

(3) Tétregojmé gé: E(K) = {(Re, X, L)) eK | LiRe = V(x) dhe x* = x}
Supozojmé se elementi (Re, X, L) éshté idempotent né K.
Pra,

(Re1 X1 Lf)(Re1 X1 Lf) = (REI Xl Lf) ose (Rea; Xfexl Lbf) = (R91 X! I—f)
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Qé do té thoté se Res = Re, Xfex =x dhe Ly =L ku a, be E(S) = uFu, tétillé gé
aRxtexLb ose aR XL Db né S.Pormegé,

ue=xx’ = eue = exx’ = e=exx’

fu=x’x = fuf =x’xf = f =xxf
do té rrjedhé:

fe = x’xf-exx’ = xX’(xfex)-x” = xX’xx’ = X’
Pra fe =x’, domethéné¢ feeV(x).
Por fec uE - Bu C uFu = E(S), domethéné fe éshté idempotent né S. Késhtu x’ &shté
idempotent né S, dhe megé S éshté ortodoks kemi:

X=xX’x = xxX’x’x € E(S),

sepse xx’eE(S) dhe x’xeE(S), domethéné del se x éshté idempotent. Pra, X* = x.
Ndérsa pér té treguar se LR < V(x), marrim elementin ¢farédo gh € LiRe ku gel;

dhe heRe. Pra Lg=L¢ né uE dhe Ry=Re né Fu.

Késhtu elementi (Rn, X, Lg) = (Re, X, Ls) éshté idempotent né K, gé do té thoté (ashtu si
edhe pér fe) se edhe gheV(x).

Treguam késhtu se L{R. < V(x). Pér pasojé rrjedh se:

E(K) c { (Re, X, L)| LiRe = V(x) dhe x*=x}

Le té jeté tani (Re, X, L)eK njé element i tillé g¢ LrRecV(X) dhe X = x.
Té tregojmé se (Re, X, L1)? = (Re, X, Ly). Nga shumézimi né K kemi:

(REJ X! Lf) (REJ X! Lf) = (Rea, Xfexl Lbf)

ku a,b € E(S) = uEu dhe aR xfex£b né S.

Sé pari, megé LiR.c V(x) rrjedh se feeV(x), pra xfex =x.
Sé dyti, nga x* = x dhe pohimi 5.3.2, rrjedh (Re, X, L) = (Rex, X, Lx), prej nga Re = Rex

ose eRex né Eu. Por megenése kemi edhe aRxfex né Eudo té rrjedhé aRx, pra
eaRex (sepse a; xfex =x; e jané elementé té Eu ) Né kéto kushte éshté i vérteté
implikimi eRexRea = eRea né Eu gé do té thoté se Re = Rea Né Eu. Njélloj
tegohet se edhe Li= Ly né uE. Késhtu pérfundimisht éshté vértetuar se

(RE‘! X! Lf)2 = (Rea; Xfexl Lbf) = (Re; Xl Lf)
domethéné (Re, X, L) eE(K). Prandaj éshté e vérteté edhe pérfshirja:
{(Re, X, L9)| LiRe = V(x) dhe X* = x} = E(K)

gé provon se:
E(K) ={(Re, X, Ly) | LIR.cV(X) dhe x*=x}
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(4) Tétregojmé g8 E(K) ={(R,z,L,) € K | 2" =z}

Nése (Rk,z,Lp) € E(K), atéhere ky element do té ishte prodhim idempotentésh nga

E(K). Por né qofté se (Re, X, Ly) dhe (Rg, y, Ln) jané dy idempotenté né K atéhere,
nga sa treguam mé sipér kemi & x° = x dhe y? =y. Pér mé tepér,

(Re, X, L9)-(Rg, ¥, Ln) = (Rea, Xfgy, Lon)

dhe xeE(S),y €E(S), ndérsa fge uE - Eu C uEu = E(S)
domethéné x,y, fg jané idempotenté né S. Atéheré, meqé S éshté ortodoks, rrjedh qé
edhe prodhimi i tyre xfgy éshté idempotent né S. Kjo tregon se ¢do element (Ry, z, L) né

E(K), icili si¢ thamé éshté produkt idempotentésh né E(K), komponentin e mesit z, do
ta keté pérséri idempotent né S dmth zeE(S).
Pra (R, z, Lp) € {(Re, X, Ly) € K | X’ = x} dhe késhtu ka vend pérfshirja:

E(K) C{(R,z,L,) € K| 7’ =z}

Por éshté e vérteté gjithashtu edhe pérfshirja e anasjellté. Késhtu nése (Re, X, L) eK dhe
x> = x atéhere (Re, X, Ly), (Ry, X, Ly) jané idempotenté té K-sé. Vérteté, & (Re, X, L) té
jeté idempotent né K duhet gé x> = x dhe LRe = V(x). Barazimi x* = x plotésohet.
Késhtu mbetet té provojmé se Li-Re < V(X). Le té jeté ab eLRe kuaely dhe beR.. Pra

La = Ly dhe Ry = Re , késhtu gé (Rp, X, La) = (Re, X, Lx). Megé (Rp, X, La) € K dhe

x> =X, kemi ub=xx’ dhe au=x’x pérndonjé x’ e V(x), prejnga rrjedh se:
ubx =x dhe xau=x o0se xbx=x dhe xax =x,
sepse u- éshté njésh i gjysémgrupit S, (dmth ux = xu = x). Shohim gjithashtu se nga
La =Ly rrjedh a £x né UE, dmth gjendet t e UE etillé gé a=tx, prejnga
ax=txx = tX’ =tx = a. Pra ax=a, prejté cilit rrjedh xax =xa ose x =xa.Né kéto
kushte do té kemi:
abxab = ab(xa)b = abxb = (ax)bxb = a(xbx)b = axb = (ax)b = ab
dhe
xabx = (xa)bx = xbx = x

qé€ do té thoté se ab € V(x), ose LyR. < V(x). Kemi treguar késhtu se elementi (Re, X, L)

éshté idempotent né K. Né ményré té ngjashme tregohet se edhe (Re, X, L) eE(K).
Mbetet tani pér t’u treguar se (Re, X, Lf) = (Re, X, LX)(Rx, X, L¢), gé do té déshmonte se ¢do
element i formés (Re, X, Ly) € K itillé g¢ x* = x, shprehet si prodhim idempotentésh

né K. Pra, do t’i pérkiste E(K). Veértet:

(Re1 X1 LX)(RX| Xl Lf) = (Rea; X'X'X'Xl Lbf) = (Rea; Xl Lbf)
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ku aRxLb dhe ue=xx" ose e =exx’. Gjithashtu, nga (Rea, X, Lyf) € K rrjedh
ekzistencae x’’e V(x) tetillé q¢ uea=xx’" 0se ea =exx . Por meqé xx Zxx’ né E

u dhe e €Eu rrjedh exx’ Rexx’’ ose, e&Rea dmth. Re= Rea né Eu. Njélloj
tregohet edhe Ly = Lt, Q& do té thoté se éshté i vérteté barazimi:

(REJ X) Lf) = (Rea, Xl Lbf)
ose
(REJ X) Lf) = (REI Xl LX) (RXa Xa I—f)

d.m.th. elementi i ¢fardoshém (R, X, Ly) i bashkésise {(R,z,L )€ K | 1’ =z} éshté
prodhim idempotentésh té¢ E(K) dhe kjo tregon se:

{(R.,z,L,)€ K| 7’ =z} C B(K)

Késhtu pérfundimisht kemi treguar se:

E(K)={(R,z,L,) € K| 7’ =1}

(5) Té& vértetojmé gé uw = (R ,u,L,) éshté idempotent medial né K.

Le té jeté (Re, X, Ly) njé element ¢farédo né E(K). Tani do té kemi:

(Re, X, L)(Ru, U, Ly)(Re, X, L) = (Rea, Xfuu, Lpy)(Re, X, Ls)
= (Rea, xx x, Lpu)(Re, X, Ls)
= (Rea, X, Lbu) (Re, X, Lf)
= (Reac, Xbuex, L)
= (Reac, xbxx ’x, L)
= (Reac, XbX, Ldf)
ku aRxLb dhe cRxbxLd néS dhe a,b,c,deE(S).

Meqé (Rea, X, Lpy) € K rrjedh se buu = x”x pér ndonjé invers x” té x-it. Prandaj kemi:

buu=x"x = bu=x"x = b=x"X = XbX =XX”XX = XX = X
Késhtu duke synuar qé tregojmé vértetésiné e barazimit

(Reac, Xbxl Ldf) = (REI Xl Lf)
kemi treguar se xbx = x. Pér mé tepér nga pércaktimi i K-sé, dhe fakti g€ (Re, X, L) € K

rrjedh
ue =XXR X = ue’R X = eR ex
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né Eu ku x’e V(x) (sepse uex e Eu)
Gjithashtu,
(Reac, X, Lg) € K = ueac =xx’R X = ueaC'R X = eac R ex

né Eu ku x’’€ V(x), prejngarrjedh e R ex R eac né Eu 0se Reac=Re Né EU.
Njélloj tregohet se edhe Lq+ =L+ Prandaj u = (R,,u,L,) éshté idempotent medial né K.

)

(6) Sé fundi mbetet pér té treguar se E ~ F(K) dhe uKu ~S
Ndértoj pasqyrimin: @ : E — E(K)
X — (Ryu, UXu, Lyx)
Eshté e garté se (Ryy, UXU, L) € % sepse uxu € uFu = E(S). Pra (uxu)? = uxu.
Pasqyrimi & éshté i pércaktuar drejt sepse Vo € E, shémbéllimi i tij éshté i vetém.
Té tregojmé sé pari qé ky pasqyrim éshté injektiv. Supozojmé gé pér elementét Xy € E,

kemi x® = y®, d.m.th.
(qu,UXU,Lux) = (Ryu,UyU, Luy)

Prakemi uxu=uyu, xuRyu né Eu dhe ux £Luy né uE. Késhtu gé do t&
ekzistojné te Eu dhe g€ uE tétille gé

Xu = yut dhe ux=gyu

X = yutx dhe  x=xguy

uxu = u.yutx.u dhe uxu = u.xguy.u
uyu =uyutxu  dhe uyu = uxguyu
y = yutx.uy dhe y=yu.xguy

y = Xuy dhe  y=yux

Njélloj gjejmé se X = yux dhe x=xuy @é tregojné pérfundimisht se x =y.
Késhtu pasqyrimi @ — &shté injektiv.
Sé dyti, le té jeté (Re, X, Lf) éshté njé element ¢fardo i E(K). Té tregojmé se ekziston
njé element i E, shémbéllimi i t& cilit sipas @ éshté pikérisht (Re, X, Lt). Meqgé (Re, X, Ly)
e E(K), kemigé x*=xeE(S) dhe se ekziston x’eV(x) i tillé g&¢ ue = xx’ dhe fu = x’x.
Gjithashtu elementi exf € E meqé ex,fe E,sepse ec Euc E, feuE c E dhe
x € E(S) = uEu. Tanité tregojmé gé
(exf)® = (R, X, Ly)

Vértet,
(exf)® = (Rexiu, UeXfu, Lyex), dhe uexfu = xx xx’x = xx’x = X

Gjithashtu kemi ue = xx’ dhe X R xx’ né Eu prej nga rrjedh x R ue né E u. Por,

meqé R éshté kongruencé e majté né Eu, dhe e Eu kemi ex R e 0se Re = Rex Né
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Eu Por edhe Reqy = Rexrx = Rex. Késhtu & Requ = Re né Eu dhe njélloj gjejmé
Luext = Lt Né UE gé do té thoté se:

(Rextu, Uuexfu, Lyexr) = (RexLs) o0se (exf)® = (Rex Ls)

Pra kemi treguar késhtu qé ®-éshté syrjektiv.

Té tregojmé qé ®-éshté homomorfizém. Pra té tregojmé se pér ¢do dy elementé x,y € E
kemi gé (xy)® = x®yd o0se (Ryyu, UXYU, Luy) = (Rux, Uxu, Lux) (Ryy, uyu Ly)  dmth
duhet t& tregojmé se (Ryyu, UXYU, Lyxy) = (Rxua, UXU.UX.YU.UYU, Lpyy), ku aRuxuuxyuuyulb

dhe a,b€E(S). Shohim gé komponentét e mesit jané té barabarté sepse:

UXU.UXYU.UyU = UXUXYUYU = UXyU
Késhtu duhet té tregojmé se

(nyu, nyU, Luxy) = (qua, nyU, Lbuy) OSG (nyu' nyU, Luxy) = (Rxa, quu, Lby)

Pra mbetet pér té treguar g8 Ryyu = Rxa dhe Luxy = Lyy.

Por megé (Ryyu, Uxyu, Luy) € K kemi xyu = (uxyu) (uxyu)’ ku (uxyu)’e V(uxyu) dhe
(uxyu) (uxyu)’Ruxyu né Eu, prej nga rrjedh  xyu R uxyu né E u. Po ashtu, meqé
(Rxa, uxyu, Lpy) € K do té kemi xaRuxyu né Eu, prej nga rrjedh se xyu R xa né Eu
dmth  Ryu = R Né Eu. N& t& njéjtén ményré gjejmé se Lyy = Loy né UE dhe
konkludojmé se  (xy)® = xdyd . Pra E =~ lTK) :

Tani mbetet pér té trequar se Kz = S. Ndértoj pasgyrimin:

V:S — aKu
X— ( Ry X, I—x’x)

ku x’eV/(x). Sé pari té tregojmé gé (R, X, Lxx) €uKii. Vérteté nése (Rex Ls) €K, atéheré

i(Re, X, Li)i7 = (Ry, U, Lu) (Re, X, L) (R, U, Ly)
= (Rua, uuex, Lyf) (Ry, U, Ly)
= (Ra, ueX, Lof) (Ry,u, Ly)

ku ue=xx" dhe fu=x"x pérndonjé x’eV(x), késhtu gé do kemi:

i(Re, X, Lt = (Ra, XXX, Lpf) (Ry, U, Ly)
= (Ra, X, Lbf) (Ru, u, Lu)

(Rac, Xbfuu, Lgy)

(Rac, xbfu, Lg)

= (Rac, XbX’X, Lqg)
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ku a, b, c, d- jané idempotenté né té tillé g¢ a R x L b dhe c R xbfu £Ld néS. Pra
kemi  @(Re X, L)t = (Rac, XbX’X, Lg), por megé (Ra X, Lur) € K, rrjedh  bfu = x*”’x
ku x’’e V(x) ose xbx’x =xbfu=xx""x=x. Késhtuqé (Re X, L) @ = (Rac, X, Lq),
qé do té thoté se gjendet x e V(x) itillé g¢ uac=xx" ose ac=xx dhe akoma
d=du=xx dmth @#(Re X, L) = ( Re, X, Lyw). Por megé Ry = Ry Né Eu dhe
Lo = Lyx Né UE pér cdo x’, X € V(x), konkludojmé se ¢do element (Re, X, L) @ €
uKa éshté i formés ( Ry, X, Lxx) Ku Ry dhe Ly nuk varen nga zgjedhja x* né V(x).
Nga sa thamé rrjedh menjéheré injektiviteti dhe syrjektiviteti i pasqyrimit ¥ .

Pér té provuar se S=uKaiz, le té tregojmé qé pér ¢cdo dy elementé x,y €S, kemi

(xy)¥ = x¥ y¥
Vértet,
Xy = (Rox, X, L) (Ryy’v Y, Ly’y) = (Ruay Xx X1y, Ldy’y) = (Ruvar XY, Ldy’y)

ku a,bcE(S) dhe aRxyLd néS.
Ndérsa (xy) ¥ = (Ruy)xy)» XY, Lixyyy)). Pra mbetet pér té treguar se:

Rxx’a = R(xy)(xy)’ dhe Ldy'y = L(XYY(XV)

Megé (Reca XY, Layy) € K rrjedh se wuxx’a = (xy)(xy)” ose xx’a = (Xy)(xy)’’, sepse U

éshté njésh i S dhe se (xy)”’e V(xy).
Pra, Rxx’a = R(Xy)(xy)’ dhe Il_]éllO_] dO te keml Ldy’y = L(xy)’(xy)
Késhtu pérfundimisht kemi treguar edhe (xy)¥ =x¥y¥ dmth Ki = S. m

Né Kkété paragraf ne do té tregojmé se cdo gjysmégrup i rregullt T qé pérmban njé
idempotent medial u, mund té ndértohet né ményrén e treguar mésipér (me aférsiné e
izomorfizmit), ku “tullat” pér ndértimin ¢ tij do ti gjejmé tek veté gjysmégrupi T.
Konkretisht né rolin e gjysmégrupit té rregullt té gjeneruar prej idempotentésh do té jeté

E(T), ndérsa né rolin e gjysmégrupit ortodoks me njésh do té jeté uTu. Eshté evidente

qé té dy nénbashkésité e T, E(T) dhe uTu jané néngjysmégrupe té T. Pér té gjitha kéto
gé thamé do té vértetojmé teoremén e méposhtme:

Teoremé 5.3.2. [27] N.gs T é&shté njé gjysémgrup i rregullt gé pérmban njé
idempotetnt medial u, atéhere T=K = K(E(T),uTu), ku pasqyrimi:

0. T — K=K(E(T),uTu)
X — (Rur, Uxu, Lyy)

éshté njé izomorfizémi T-sé né K dhe x’e V(x)NuTu .
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Vértetim. Né fillim té tregojmé gé pasqyrimi 6 éshté i pércaktuar drejt. Pra té tregojmé
gé nése x’eV(x) N uTu kemi gé (R, uxu, Lyy) = (Ry» Uxu, L) 0se mé sakté té
tregojmé se R, = R,,» dhe L,» =L, . Kjo éshté evidente sepse:

xx” = (o x0)x” = (o) ’) dhe xx” = 0o x)x = (o)) ku xx’, xx e E(T)

Por, x’ x’’€¢ uTu dmth xu=x" dhe x"u=x"".Pra xx’=xx'u EE_(T)U . Késhtu gé
XX*R XX né E_(I')u dhe njélloj tregohet edhe x’XL x”x né uE—(I') prej nga rrjedh se
Ru' =Ry dhe Liy = Ly dmth (Ry, uxu, Lyy) = (R uxu, L,~) Q& tregon se 6 éshté i
pércaktuar drejt. Shohim gjithashtu se V(x) " uTu # &, pércdo x €T. Vérteté meqé T

éshté i rregullt, cdo element xcT, ka té paktén njé invers x’€V(x). Nga ana tjetér

shohim se,
XuxX’ux=xx’x=x dhe ux’uxux’u=ux’xx’u=ux’u

Késhtu elementi ux’u € uTu éshté gjithashtu njé invers i x-it, dmth ux’u € V(x). Pra,
ux’u € V(x) NuTu ose V(X)) NuTu # &

Megé,

K(E(T),uTu) = {(Re, uxu, L)) e E(T)u/ R x uTu X uE(T)/L, ku (uxu)(uxu)’= ue dhe

(uxu)’(uxu) = fu},

té tergojmé se elementét e formés (R,.,, uxu, L,») jané elementé té K(E_(r),uTu). Pér

kété duhet té tregojmeé se gjendet (uxu)’ € V(uxu) i tillé gé:

uxx’ = (uxu)(uxu)’ dhe x’xu = (uxu)’(uxu)

Veértet, megé x’ €V(x)(uTu, rrjedh x’=uyu pérndonjé yeT . Por kur uyu éshté njé
invers i x-it rrjedh se uyu éshté invers edhe i uxu, dmth uyu = (uxu)’, sepse kemi té
vérteta barazimet:

UXU-UYU-UXU = UXzex “uXU = UXx xU = UXU

dhe
Uyu-UXu-uyu = uyu-xX-uyu =x’xx”’ =x’=uyu
Késhtu gé
uxx’ = UX-Uyu = uxu-uyu = (uxu)(uxu)’
dhe

X xu = Uyu-Xu = uyu-uxu = (uxu) '(uxu)
Kéto barazime tregojné (R, uxu, L) € K(E(T),uTu), pércdo element x nga T.

Tani té vértetojmé qé pasqyrimi € éshté injektiv. Le té jené x,y €T, dy elementé té
cfarédoshém. Kemi:

59



X0 =y0 = (R,.,uxu,L,,)= (R, uyu, L)
=Ry =R,; uxu=uyu; L., =L

Por, megé x’,y’euTu do té rrjedhé:
uxu=ux"=xu=x" dhe wu=uy’ =yu=y’

y'y

Gjithashtu kemi:
yay'= (u)x(y’) =y (uxu)y’ =y (uyu)y’ = ylyy’ =y’
Prandaj,
Re =R, = xx’ Zyy’ = xx’=yy’t pérndonjé teE_(T)u
dmth
XXX=yp’tx = X=yp’tx = yx=yytx = yx=y’itx

Késhtu g¢ x=yy’'tx =yy’x. Pra,
X=yy'x = xy'=yyxy’ = xy'=yy’ = xyy=yyy O0se
xyy=y (54.1) L
rrfjednse x’x £y’y né uE(T) d.m.th.
yy=k'x (54.2)
pér ndonjé | euE(T) prejnga y’yx’ = Ix’xx’ o0se
Ix’=yyx’ (5.4.3)

Nga ana tjetér meqé L,, =L,

Shohim akoma qé:

uyy’yu = Uyu = UXU 0Se

(uyw)y’(uyu) = uxu =
= (uxu)y’(uxu) = uxu /-x’ nga té dyja anét
= X uxy xux’ = x’uxux’
= x'xy’xx’ =xxx’
= xxyxx’ =x’ /X nga té dyja anét
= XX'XY’xXx’x = xx’x
= xpx =X (5.4.4)

Duke shfrytézuar barazimet (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3) dhe (5.4.4) kemi:
y =xyy=X(@y) =x(lxx) = X(Ix")x
= X(y yx” )X = X(v u)y(ux’ )x = xy’(uyu)x 'x
= Xy uxux’x = xy’xx’x
=Xxy'x
=X

Kemi treguar késhtu qé pasqyrimi & éshté injektiv. Pér té treguar se € éshté edhe
syrjektiv. mjafton té tregojmé se pér ¢do element (R,,uxu,L,)eK =K(E(T),uTu)

gjendet njé element y T itillé g¢ y& = (R,,uxu,L,).

Le té marrim y = exf dhe té provojmé gé yé& = (exf)@ = (Re,uxu,Ls). Nga pércaktimi i
pasgyrimit & kemi (eXf)0 = (R ¢y UBXTU, Lo yeq)) - KESHtu mjafton té tregojmé se

jané té vérteta barazimet:
uexfu =uxu
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R(exf Yexf)y — Re
L(exf Yext) = Lf
Meqgé,
fu = (uxu)’(uxu) = uxufu=uxu = uxfu=uxu dhe
ue = (uxu)(uxu)” = ue-uxu =uxu = uexu=uxu ku (uxu)’ € V(uxu)

rrjedh se
uexfu = (‘ueu)xfu = ue(uxfu) = ue(uxu) = uexu = uxu

Pra treguam uexfu = uxu dmth komponenti i mesit &shté i barabarté.

Megé  (R,,uxu,Li)eK dhe (R erys UXU, Liggyeq)) €K ekzistojné  inversét
(uxu) ’,(uxu) e V(uxu) té tillé g¢ ue = (uxu)(uxu)’ dhe u(exf)(exf)’ = (uxu)(uxu)”’,
pér mé tepér kemi (uxu)(uxu) 72 (uxu)(uxu)’’ né ﬁu ose ue 72 u(exf)(exf)’ prej nga
rrjedh e (exf)(exf)’ né E(T)u. Késhtu g& Ryyery =R, NE E(T)u. N& ményré té

ngjashme tregohet edhe g€ L ¢y, =L N UE(T). Késhtu gé kemi:
(Riext yoxt y  UEXTU, Lo oty ) = (Re uxu, L) ose  (exf)d=(R,,uxu,L;)

qé tregon pérfundimisht se @ éshté syrjektiv.
Mbetet pér té treguar tani gé & éshté homomorfizém. Le té jené x, ye T dy elementé té
cfarédoshém. Do té kemi:

(V) 0= (R yy s UXYU L))
ndérsa
x0yo0 = (R, uxu,L,,) (R, uyu, L. ) = (R, uxuXxyy'uyy, L. ) = (Re.,uxyu, L. )

ku aZuxyulb né uTu dhe ab jané idempotenté né uTu. Shihet se komponenti i
mesit pér (xy)@ dhe x@y6@ é&shté i njéjté, késhtu gé mbetet pér té treguar qé
Rogony =R dhe  Ligyoy =Lyyy-  Megg (R UXYU, L) €K dhe

(RyasUXYU, Ly, ) € K, gjenden (uxyu)’, (uxyu)”” € V(uxyu) té tilla gé:

Xx'a (xy)(xy)'?

u(xy)(xy) ' = (uxyu)(uxyu)’ dhe uxx’a = (uxyu)(uxyu)’’

pér mé tepér kemi (uxyu)(uxyu)’ 72 (uxyu)(uxyu)’’ ose u(xy)(xy) 72 uxx’a. Por meqé 72
&shté kongruencé e majté dhe xx’ € E_(I')u , do té rrjedhé xx -u(xy)(xy) 7 xx “uxx’a 0se
(xy)(xy) 72 xx’a. Por kjo do té thoté se R, =Ry Njélloj tregohet edhe barazimi
UEter Liyyig) = Loyy -

Késhtu pérfundimisht kemi (xy)@ = x@y6&, qé do té thoté se 6 éshté izomorfizém
dhe T=K=K(E(T),uTu) m
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5.4. Ndértimi i njé gjysmégrupi inversiv gqé pérmban njé idempotent medial

M. Loganathan né vitin 1987, né [34] ka pérshkruar se si mund té ndértohet njé
gjysmégrup 1 rregullt i cili pérmban njé idempotent medial duke pérdorur si “tulla
ndértimi” njé gjysémgrup té rregullt t&€ gjeneruar prej idempotentésh E qé pérmban njé
idempodent medial u dhe njé gjysmégrup ortodoks me njésh S, banda e idempotentéve
té té cilit &shté izomorfe me UEu. Né [31] ne kemi dhéné vértetime té detajuara té
pohimeve qé Loganathan formuloi né artikullin e tij.

Duke marré shkas pikérisht nga ky artikull ne kemi treguar se si mund té ndértojmé njé
gjysmégrup inversiv qé pérmban njé idempotent medial. Eshté e natyrshme se pér té
pérmisuar cilésité e gjysmégruit g€ do té€ ndértojmé, nga 1 rregullt né€ inversiv, duhet q¢

patjetér t€ pérmisojmé edhe cilésit€ e “mjeteve ndértuese” té tij. Késhtu né vend té E -
gjysmégrupi 1 rregullt 1 gjeneruar prej idempotentésh g€ pé&rmbante njé idempotent
medial u, ne kemi marré njé band€ ndérrimtare E e cila pérmban njé idempotent medial
u.
Le té jeté dhéné E njé bandé ndérrimtare dhe U njé idempotent medial i saj. Le té jeté
gjithashtu S njé gjysmégrup ortodoks me njésh, me bandé idempotentésh E(S)=E.
Nga ky izomorfizém ne do té identifikojmé strukturat E(S) dhe E, késhtu gé u - kthehet
né njésh té gjysmégrupit S.
Vértet, nése e do ishte njéshi i S, atéhere e =e, pra ecE(S). Nga ana tjetér u éshté
njésh pér E sepse: VeeE, ue=eu=eeu=eue=e dhe megé E=E(S) rrjedh se u
kthehet né njésh pér E(S), pikérisht nga identifikimi i strukturave izomorfe té
mésipérme. Késhtu qé do té kemi nj€kohé&sisht:

eu=ue=u (e- njgshi S-sépraedhei E(S))

eU=Ue =¢ (u-njésh E, praedhei E(S))
Prejnga del se u=e.
Tani duke pérdorur gjysmégrupet e dhéna E dhe S, do synojmé qgé té ndértojmé njé
gjysémgrup inversiv K gé té pérmbajé njé idempotent medial.
Le té jené:

E/R ={R¢ e € E } bashkésiae R -klasave né E
Tani shgyrtojmé bashkésiné:

K=K(E,S)={(R,xR;)e E/R xS XE/R| R, cR’ dhe R; c L’}

Ku R® dhe L°, jané pérkatésisht R - klasa dhe £ - klasa gé pérmbajné elementin x né S.
Por shohim qé:

R,.cR’ < eRX né S dhe Ricl’, o xsfnés,

d.m.th. kemi eR x£C f né S. Prabashkésia K= K(E,S) shkruhet né trajtén:

K={(R,xR;)eE/R X S XE/R| eRxLf néS}
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Le té tentojmé ta transformojmé akoma kushtin qé€ duhet té plotésojné elementét e K. Pér
kété do té€ vértetojmé ekujvalencén:

(e RxLf nES) < (e=xx A f=xX)

ku x* éshté njé invers i X né S. Pra, xx'x =x dhe X'xx" =X
Vértet, nése e =xx dhe f=x'x, kemi: e=xx’ RxLx'x=f, prakemi e Rx Lf né S.

Anasjellas, supozojmé se kemie R x L f né S. Meqé eRx né S do té ekzistojné st € S
tétillégé x=et A e=xs prejngarrjedh ex =et A ex=xsx. Pra, ex =et=x dhe pér
pasojé x = xsx. Po ashtu tregohet se nga x £Lf né S rrjedh xf =x dhe f=vx pér

ndonjé v € S.
Shénojmé x’ = fse dhe kemi:

xx’x = xfse:x = (xf)s(ex) = xsx = x
xxx’ = fse-x-fse = fs(ex)fse = fs-x-fse =
= fs(xf)se = fs:x-se =
=fs(xs)e = fs-e.e =fse = x’
Késhtu kemi treguar se x’ éshté njé invers i X dhe pér mé tepér shohim se:

xx' =xfse=xse=ee=¢e
xx=fsex =fsx =vxsx =vx =f

Prandaj pérfundimisht K - merr trajtén:

K={(R.,xR;)eE/R x S X E/R|e=xx" A f=xx dhe X invers i x né S}

Natyrisht g¢ K+ @ sepse (Ry, u, Ry) € K.
Pércaktojmé né K - njé veprim binar si méposhté:

(R. R ) (R, R) = (Rea, xfhy, Rex )

ku a,beE tétillég¢ aR xthy Lb néS.

Sé pari té tregojmé qé (R.,, xfhy, Rox )€K, dmth veprimi i pércaktuar mé sipér &shté
veprim algjebrik i mbrendshém né K.
Megenése nga pércaktimi i veprimit t&€ mésipérm kemi a R xfhy £Lb né S rrjedh:

ea R exfthy dhe xfhyk £ bk
dhe meqgé xx’=e, y'y =Kk, relacionet e fundit shkruhen késhtu:

(ea R xx’xthy A xfhyy’y £ bk) ose (ea R xthy A xfhy £ bk)
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dmth kemi ea R xfhy £ bk né S gé do té thoté se (R, , xfhy, Ry ) € K.

Sé dyti té tregojmé qgé Kky veprim é&shté i pércaktuar sakté, d.m.th. nuk varet nga
pérfagésuesit e klasave té ekuivalencés R,, R, dhe as nga idempotentét a,beE té tillé
gé aR xfthy Lb néS. Vértet, le té jené f 'eR, dhe h" e R, , dy pérfagésues té tjeré té
kétyre klasave. Nga pércaktimi i K -s&, gjendet inversi x’ i x né S, itillé gé:

xfhy = xx’x-th-yy'y =x -xxf -hyy -y =xxxf -h'yy"-y=x-f '"h-y

( barazimi i parafundit éshté i vérteté sepse (R, ,X,R ;)€K dhe duke shfrytézuar silésité e
tyre kemi: f=xx = xf=x = xx-f=xX%, dhe né té njéjtén ményré veprojmé pér
f " dhe gjejmé x'x - f =x'x, prej nga marrim x'x f=xx " gé u shfrytzua mé sipér). Kjo
tregon se komponenti i mesit né veprimin e pércaktuar nuk varet nga zgjedhja e
pérfagésuesve té klasave té ekuivalencés R, dhe R, . Té shohim tani gé edhe

komponenti i majté R,,, nuk varet as nga zgjedhja pérfagésuesit t¢ R, (e apo e € R,)

dhe asnga ae E, apo a € E. Vértet, meqé aR xfhy dhe a & xfhy do kemi aRa’
né E, d.m.th. eaRea’, sepse R éshté kongruencé e majté né E. Nga ana tjetér kemi
eRe né E sepse e’ € R, q€ do té thoté se e = e nga q¢ E &shté bandé ndérrimtare.
Késhtu gé ea R e'a’, d.m.th. elementét ea dhe e'a’ itakojné té njéjtés R- klasé né E .
Pra, R,= R.., gé do té thoté se edhe komponenti i paré i (R_,, x. fh.y, R, ) éshté i
pércaktuar né ményré té vetme. Njélloj tregohet edhe per komponentin e treté R, , qé nuk
varet nga zgjedhjae ke R, dhee b’ e E.

Teoremé 5.4.1. K - me veprimin e pércaktuar né té éshté gjysmégrup inversiv.
Vértetim. Le té jené (R,x,R;), (R,,y,R,) dhe (R,z,R,) tre elementé té

cfarédoshém té K -sé dhe té tregojmé se veprimi i pércaktuar né K éshté shoqérimtar.
Vérteté,

[(Re. %, Ry) (Ry. Y, R (R, Z, R) = (R, Xfgy, Ryy) (R, Z,R,) = (Ry,.., Xfgybhtz, Ry,)
ku aRxfgyLb dhe cRxfgybhtz£Ld né S dhe
(R % R;) [(Ry, ¥, R,) (R, Z,R)]1= (R, X, R, )(Ryy., Yiz, Ry..) = (R..-, xfga yhtz, Ry,

ku a Ryhtz£Lb dhe c¢cRxfha'yhtz£d" né S.

Té vértetojmé né fillim barazimin e komponentéve té mesit. Megé (R,,, xfgy, R,,) €K
rrjedh
bh = (xfgy)’(xfgy) ose xfgy = xfgybh ose xfgyh = xfgybh
ose
xfgyhtz = xfgybhtz ~ (5.4.1)
s YNz, R, ) € K do t€ kemi:

ga’ = (yhtz)(yhtz)’ ose yhtz = ga’yhtz

Nga ana tjetér megé (R

64



prejnga Qyhtz = ga’yhtz 0se XxfQyhtz = xfga'yhtz  (5.4.2)
Nga barazimet e mésipérme (5.4.1) dhe (5.4.2) rrjedh se xfgybhtz = xfga 'yhtz.
Tani shénojmé komponentin e mesit me w = xfgybhtz = xfga 'yhtz dhe mbetet pér té
treguar tani barazimin:

(Reac » W, Rds) = (Rec" W, Rd ‘b‘s)
Meqgé kéto dy elementé i pérkasin K — sé¢ kemi: eac = ww’ dhe ec’= ww’ ku w’
dhe w’’ jané inversé té w né S qé do té thot€ se ww’ R ww’ né€ S. Késhtu kemi

eac Rec’. Pra R,,.= R.... Njélloj tregohet se edhe Rgs = Ra s

Késhtu pérfundimisht kemi treguar se veprimi i pércaktuar mé sipér né K ka vetiné e
shogérimit d.m.th. K- éshté gjysémgrup né lidhje me kété veprim.
Té provojmé qé K =K(E, S) éshté i rregullit.
Le té jeté (Re, X, R)eK dhe x’ njé inversi Xx itillé g8 xx’=e dhe xx =1 Le té
tregojmé se (R, X*, Re)eK dhe pér mé tepér éshté njé invers i elementit (Re, X, Ry).
Sé pari éshté e vérteté qé (Ry, X’, Re) € K, sepse ekziston njé inversi i x’, (qé éshté veté x)
i tille g¢ f = x’x. Njélloj tregohet se edhe e = xx’. Prandaj themi se (Ry, X’,Re)eK.
Shohim gjithashtu gé:
(Re, X, Rp) (R, X’, Re) (Re, X, Ry) = (Rea, XffX*, Rpe) (Re, X, Ry)

= (Rea, XX’, Rpe) (Re, X, Ry)

= (Reac, xx 'beex, Rys)

= (Reac, xx 'bx, Rgr)

dhe té tregojmé akoma se  (Reac, xx 'bx, Rgr) = (Re, X, Ry).
Megé (Rea, XX’, Rpe)eK do té thoté se be = (xx’)’(xx’) pér ndonjé invers (xx’)’ té xx’
> xx’be =xx” = xX’bxx’ =xx> = xXxX’bxxX’x =xx’x = xX’bx =X
Késhtu gé komponenti i mesit éshté i njéjté, prandaj mbetet pér té treguar gé:
(Reacs X, Rar) = (Re, X, Ry)
Nga fakti & (Reac, X, Rar) € K rrjedh se ekziston x’’ inversix itillé gé:
(eac=xx" A df =x"x) o0se (eac=exx” A df =x"xf)

Nga ana tjetér xx” € E dhe xx’ € E, pér mé tepér jané té vérteta kéto barazime:

xx” = (XX7X)X” = (ex” ) (ex ")

xx” = (e x)x” = (e )(xx )
prej té cilave rrjedh  xx” Zxx’” né E.Pormeqé e € E kemi exx’ & exx’ o0se
ee/Zeac dmth eA&Reac. Pra Re = Reac Nné E. Njélloj tregohet Rf = Ry né E.

Késhtu treguam se:
(Re1 X1 Rf) (RfU1 X’a Rue) (REI Xl Rf) = (Ream XX ’bxl Rdf) = (Re| Xl Rf) (5-4-3)
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Nga ana tjetér kemi:

(Rf, X’, Re) (Re, X, Rf) (Rf, X’, Re) = (Rfa, x’eex, Rbe)(Rf, X’, Re)
= (Rfa, x’ex, Rbe)(Rf, X’, Re)
= (Rfa, xx, Rue)(Ry, x”, Re)
= (Rfac, x xbefX’, Rge)
= (Rfac, x xbex’, Rge)

ku a,b,c,d jané idempotenté né S,pra a, b,c,d € £ dhe té tillé qé:
(aRxeexLbACRxxbefX’ Ld) ose (aRxxLb A CR xxbex’L d)
TE tregojmé tani qé
(Rfac, x’Xbex ’l Rde) = (Rfa X’a Re)
Sé pari, nga pércaktimi i elementéve té K-sé dhe megé (Rsa, x'x, Rpe) € K kemi:
fa=(xx)(xx)” dhe be=(x'x)’(x’x) Kku (x’x)’ éshté invers ix’x

ose

fax’x=xx dhe x'xbe=xx
ose

fax’=x" dhe xbe=x

Nga xbe=x rrjedh x’xbex’ =x’xx’0se, x’xbex’ =x’, qé tregon se komponenti i mesit
éshté i njéjté. Tani mbetet té tregojmé qé:

(Rtac, x ', Rae) = (Rt, X*, Re)
Megé (Rrac, x’, Rae) € K, gjendet x’’inversi x’né S itillé gé
fac=x’x"" dhe de=x"x" ose fac=fx'x"’ dhe de=x"x"e
Nga ana tjetér x'x” € E dhe x’’x” € E, pér mé tepér jané té vérteta kéto barazime:

x’x)): (Xaxx’)x;;: (x;x)(x;x”)
xx = (xx7x)X=('x")(x"x)

prej té cilave rrjedh x’x Zx’x”’ né E.Késhtu do t¢ kemi:
fx'x Bfx’x” ose, ff 2 fac ose, f & fac

Pra Ri= Ry né E. Njélloj tregohet Re = Rge né E . Késhtu treguam se:

(Rf1 X’a Re)(Re1 X1 Rf)(Rfl X,a Re) = (Rfac, x’-Xbex’5 Rde) = (Rfl X’) Re) (5-4-4)
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Barazimet (5.4.3) dhe (5.4.4) tregojné se elementi i ¢fardoshém (Re, X, Rf) € K ka

invers elementin (Ry, X’, Re) dmth K éshté gjysémgrup i rregullt.
Pér t€ treguar se K €shté inversiv, le t&¢ hulumtojmé pak pér natyrén e idempotentéve t&
gjysmégrupit K. Supozojmé se elementi (R,,X,R;)eK &shté idepotent. Pra &shté i

vérteté barazimi:

(R %, R)(R, xRy ) = (R, X Ry)
Nga ana tjetér, né bazé té pércaktimit t& shumézimit né K kemi:
(R, X, L )R, x, L) =(R,, Xfex,R;)
ku a, be E jané té tilla q¢ a 72 xfex & b prej nga pérftojmé:
(R., X, R;) =(R,,, xfex,R;;)

Nga barazimi i kétyre dy elementéve té K rrjedh se komponenti i mesit i tyre €shté i
njéjté. Pra do kemi x = xfex . Por, duke u nisur nga natyra e elementéve té K dhe nga

fakti se (R,,x,R;) e K do kemi edhe barazimet e=xx dhe f =xXx pérndonjé X
invers té X né S. Né kéto kushte kemi:
X = xfex = X+ X"X-XX'X = xx = X*

Barazimi i fundit tregon se ¢do idempotent (R, x,R,) e K &shté itillé q¢ x° = x, dmth
komponenti 1 mesit &shté idempotent.
Le t& supozojmé tani se (R, X, R;) € K &shté njé element i tillé q& x* = x. Atéheré kemi:

(R, %R )(R,, X, R;) =(R,,, xfex,R,;)
ku e=xx, f =xxdhe a,beE tétillé q¢ a & xfex2b. Prej nga marrim:
xfex = X X'X- XXX = xx = X* = X

Barazimi i fundit tregon se elementét (R,,X,R,) dhe (R

o XfeX, R, ) e kané
komponentin e mesit t€ njéjté. Né kéto kushte aZ xfexZb merr trajté a 72X b nga ku
pérftojmé:

akXx =>eakex=>ea=ex-t ose ea=e-(xt)=et’
dhe

eaex = ex=ea-S=>exx =ea-sx =>ee=ecasx’ 0Se e=ea-s’
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Késhtu, nga barazimet ea=et’ dhe e=ea-s’ rrjedh eZea ose R, =R, .Njélloj
provohet edhe barazimi tjetér R, =R, . Kemi treguar se

(Rea’ XfeX, Rbf ) = (Re’x’ Rf)
ose
(R, % RO(R., %, Ry ) = (R, X, Ry)

qé do té thoté se elementi (R, X,R,) € K pér té cilin x* = x éshté idempotent né K.
Pérfundimisht konkludojmé se:
E(K)={(R, xR )e K| x* =x}

Pér té konkluduar se gjysmégrupi K €shté inversiv mbetet t€ tregojmé se ¢do dy
idempotenté té tij jané t& pérkémbyeshém. Vértet, le té jené (R,, X, R;) dhe (R,,y,R,)
dy idempotenté nga E(K). Nga cilésia e elementéve t& E(K) kemi: x> =x dhe y*=y
. Atéheré,

(R X R)(R,, Y. R) = (R, xfhy, Ry, )
dhe

(Rrw Y Rk)(Re’ X, Rf) = (Rha" ykex, Rbf)

ku a,b,a’,b’ceE dhe tétillé q¢ aZxfeyZb dhe a’ZykexZ b’ né S. Pér mé tepér, nga
cilésia e elementéve té€ K kemi:

e=xx’, f=xx, h=yy dhe k=y’y
N¢ kéto kushte do té pérftojmé:

xfhy = x(x’x)hy = x(hy) = xy dhe ykex = y(y'y)ex = y(ex) = yx

Tani megé x*=x dhe y’=y dhe meqé idempotentét né E jané té pérkémbyeshém
kemi xy =yx ose xfhy =ykex qé do té thoté se komponentét e mesit té elementéve
(R, xthy,R,) dhe (R, ykex,R..;) jané té barabarté me Xy. Pér pasojé ata marrin

pamjen (R, xy,R,) dhe (R..,Xy,R,), késhtu ne duhet t& provojmése R,, =R, dhe
Ry = R, - Shfrytzojmé cilésiné e elementé t&€ K dhe mund té shkruajmé:

ea = (xy)(xy)’ dhe ha’= (xp)(xy)"’
ku (xy)’ dhe (xp)’ jané inversé t&€ (xy). Késhtu duke shumézuar nga e majta
barazimet e mésipérme me Xy kemi:

(ea)(xy) = xy ~dhe (ha’)(xy) =xy
Prej katér barazimeve té fundit pérftojmé:

ea = ()()" = (ha’)(0)(x)’ = (ha )t
ha' = (0)()" = (ea)()()"" = (ea)s

dhe
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Pra konkludojmé se eaZ ha’ ose R, =R,,..Njéloj provohet se edhe R, =R, qé do

té thoté se kemi vértetuar barazimin:
(RE, X, R )(Rh, Y Rk) = (Rh, Y Rk)(Re, X, Rf)

dmth ¢do dy idempotenté t&€ K jané t€ pérkémbyeshém. Kjo tregon se gjysmégrupi K
€shté inversiv.
Teoremé 5.4.2. u=(R,,u,R,) éshté idempotent medial iK, E(K)=E dhe uKu=z=S

Vértetim.
Le té jeté (Re, X, Ry) njé element ¢farédo né E(K). Tani do té kemi:

(Re, X, R)(Ruy, U, Ry)(Re, X, Rf) = (Rea, Xfuu, Rpy)(Re, X, Ry)
= (Rea, Xf, Rb)(Re, X, Rf)

(Rea, X, Rb) (Re, X, Rf)

(Reac, xbex, Rdf)

= (Reac, xbxx 'x, Rg)

= (Reac, XbX, Rdf)

= (Reac, xb, Rdf)

ku a, b, ¢, deE(S). Meqé (Rea, X, Rp) € K rrjedh se b = x”x pér ndonjé invers x” té x-
it. Prandaj kemi: b =x"x = xb=xx"Xx =X
Késhtu duke synuar gé tregojmé vértetésiné e barazimit (Reac, Xb, Rar) = (Re, X, Ry)
kemi treguar se xb = x. Pé&r mé tepér nga pércaktimi i K-sé, dhe fakti gé (Re, X, Ry) € K
rrjedh e =xxR x = e R ex né E dhe x’inversix. Gjithashtu,

(Reac; X, Rar) € K = eac=xx"R X = eac R X
né E dhex’inversix, prejngarrjedn e R exReac né E 0se Reac=Re Né E.

Njélloj tregohet edhe Ry = Ry. Prandaj u = (R,,u,R ) éshté idempotent medial né K.

Sé fundi mbetet pér té trequar se £ = E(K) dhe uKu =8

Ndértoj pasqyrimin: @ : E — E(K) ku x > (Ry, X, Ry), pér¢do z € £

Eshté e qarté se (Ry, X, Ry) € E(K), sepse X€ E .

Té tregojmé sé pari qé ky pasqyrim éshté injektiv. Supozojmé qé pér elementét X,y € E ,
kemi x® = y®, d.m.th. (R,X,Ry) = (Ry,y, Ry), nga ku rrjedh se x =y, qé do té thoté se
pasqyrimi @ — é&shté injektiv.

Sé dyti, le té jeté (Re, X, R) njé element ¢fardo i F(K). Té tregojmé se ekziston njé
element i E, shémbéllimi i té cilit sipas ® éshté pikérisht (Re, X, Ry). Megé
(Re, X, Rf) € E(K), kemi gé x*=xecE dhe njékohésisht do t& ekzistojé X’ invers i x i tillé

gé e =xx" dhe f=x"x. Gjithashtu elementi exf € E megé ex,f € E. Tani té tregojmé gé

(exf)® = (Re, X, Ry)
Vértet,
(exf)® = (Rexr, €xf, Rexr), dhe exf = (xx)X(xx) = xxx =X
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Gjithashtu kemi e = xx” dhe x R xx’ né E prejngarrjedhn x Re néose exRe.Pra,

Re = Rex Né E . Por edhe Rext = Revexr = Rex. Késhtu gé Rexr=Re né E dhe njélloj edhe
Rext = Rf € do té thoté se:
(Rext, exf, Rext) = (ReXRy) 0se (exf)® = (Re X Ry)

Pra kemi treguar késhtu qé ®-éshté syrjektiv.
T¢ tregojmé qé ®@-éshté homomorfizém. Pra té tregojmé se pér ¢cdo dy elementé x,y € E
kemi gé:
(xy)® = x0dyd ose (Ryy, XY, Ry) = (Rx, X,Rx) (Ry, Y. Ry)
dmth duhet té tregojmé se:
(Rxy, XY, Ryy) = (Rxa, XXy, Rpy), ku aRxxyyLb dhe a,bcE(S)

Shohim gé komponentét e mesit jané té barabarté sepse:
XXyy = X°y? = Xy
Késhtu duhet té tregojmé se
(Ryy, XY, Ryy) = (Rxa, XY, Roy)
Pra mbetet pér té treguar g8 Ry = Rxa dhe Ry = Ryy.
Por megé (Rxa XY, Rby) € K kemi:
xa = (xy)(xy)’ dhe prejsaj xy = (xa)(xy)
ku (xy)’ €shté njé invers i xy. Barazimet e fundit tregojné se R,y = Rxa Né E. Né té
njéjtén ményré gjejmé se Ryy = Rpy Né E dhe konkludojmé se (xy)® = x®@yd . Pra,

E ~ E(K)
Tani mbetet pér té trequar se Kz = S. Ndértoj pasqyrimin:
Y: S — aKa

X— ( R, X, Rx’x)
ku X’ njé invers i X né S.

Sé pari té tregojmé g€ (Ru, X, Rex) €Ki, Vérteté nése (Rex Rf) €K, atéheré

ﬂ(Re, X, Rf)ﬁ = (Ru, u, RU) (RE| X, Rf) (RU| u, RU)
= (Rua, ULEX, Rer) (Ry, U, Ry)
= (Ra, X, Rur) (Ry,u, Ry)

ku e=xx” dhe f =x"x pérndonjé invers x” téXx, késhtu qé do kemi:

i(Re, X, Lt = (Ra, XXX, Ryt) (Ry, U, Ry)
= (Ra, X, Rbf) (Ru, u, Ru)
(Rac, Xbfuu, Rgy)
(Rac, xbf, Rq)
= (Rac, XbX’’X, Rq)
= (Rac, XX”’xb, Rq)
= (Rac, Xb, Ry)
ku a, b, c, d- jané idempotenté né té tille g¢ a R x L b dhe c R xof Ld néS. Pra

kemi:
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L-l(RE, X) I:Qf)lf7 = (Rac, Xl Rd)a

Por barazimi i fundit do té thoté se gjendet X" invers i x, itillé ¢ ac =xx" dhe akoma
d =XX dmth Y/-l(Re’ X, Rf)]/-l = ( Rxx*, X, Rx*x). POr meqe Rxx* = Rxx’ ne E (Sepse x,, X
jané g€ té dy inversé t& X), konkludojmé se ¢do element (R, X, Ry € aKa éshté i
formés (Rx, X, Rex) Ku Ry nuk varet nga zgjedhja x’ né V(Xx).
Nga sa thamé mé sipér rrjedh menjéheré injektiviteti dhe syrjektiviteti i pasqyrimit ‘¥ .
Pér té provuar se S=iKi, le té tregojmé gé pér cdo dy elementé x,y €S, kemi
(xy)¥ = x¥ y¥

Veértet,

X y¥ = (R, X, Ryw). (Ryy’v Y, Ry’y) = (Rxa, Xx X1y, Rdy’y) = (Ruvar XY, Rdy’y)

ku a,bcE(S) dhe aRxyLd néS.
Nga ana tjetér shohim se:

) ¥ = Roy)o)s XY Royy )
Pra mbetet pér té treguar se:

Ruca = Reyo)r dhe Rayy = Reyye

Megé (Rica XY, Layy) € K rrjedh se xx’a = (xy)(xy)’’ pér ndonjé invers (xy)’’ té Xxy.
Pra, Rua = Rupoy)” 0S¢ Ruw = Rpyxy- NE té€ njéjtén ményré provohet edhe
barazimi tjetér Ry = Ryyyxy)

Késhtu pérfundimisht kemi treguar edhe (xy)¥ =x¥y¥ dmth aKi= S.m

Tani, ne do té tregojmé té anasjellén, qé ¢do gjysmégrup inversiv T gé pérmban njé
idempotent medial u, mund té ndértohet né ményrén e treguar mésipér (me aférsiné e
izomorfizmit), ku “tullat” pér ndértimin e tij do ti gjejmé tek veté gjysmégrupi T.
Konkretisht do té tregojmé se T &shté izomorf me gjysmégrupin K = K(E(T),T ), pér
ndértimin e t€ cilit folém né paragrafin paraardhés.

Eshté e vérteté teorema e méposhtme:

Teoremé 5.4.3. N.g.s T &shté njé gjysémgrup inversiv gé pérmban njé idempotetnt
medial u, atéhere T=K=K(E(T),T), ku pasqyrimi:
0. T — K=K(E(T),T)
X — (Ru X, Ryx)
éshté njé izomorfizémi T-sé né K dhe x’inversiixné T
Vértetim. Meqé T éshté inversiv do té thoté se X’ éshté invers i vetém i x né T. Kjo
tregon se pasqyrimi & éshté i pércaktuar drejt. Meqé,

K(E(T),T)={(Re,x, Ry) e E(T)IRXTXE(T)/R, | kuxx’=¢e dhe x’x=f},

rrjedh se elementét e formés (R.., X, Ry») jané elementé té K(E(T),T) duke patur
parasysh pércaktimin e elementéve té tij.

71



Tani té vértetojmé gé pasqyrimi € éshté injektiv. Le té jené x,y €T, dy elementé té
cfarédoshém. Kemi:
X0=y0 = (R, x,R,)=(R,.V,R, ) =>x=Yy

Pér té treguar se & éshté edhe syrjektiv mjafton té tregojmé se pér cdo element
(R.,x,R;) e K=K(E(T),T) gjendet njé element y T itillegé yo = (R,,x,R;).
Le té marrim y = exf dhe té provojmé gé y& = (exf)@ = (Re, X, Rr). Nga pércaktimi i
pasqyrimit & kemi (exf)0 = (R ¢y €XF s R yiexry) - KEshtu mjafton té tregojmé se jané
té vérteta barazimet:

exf =X; R(exf)(exf)' = Re; R(exf)'(exf) = Rf
Vérteté,

exf =xx'xf =xx'x=x

Pra treguam exf =x dmth komponenti i mesit &shté i barabarté. Né kéto kushte merren
menjéheré edhe dy barazimet e tjera:

R(exf Yext) — Rxx' = Re dhe R(exf)'(exf) = Rx'x = Rf

gé tregon pérfundimisht se € éshté syrjektiv. Mbetet pér té treguar tani qé &€ éshté
homomorfizém. Le té jené x, yeT dy elementé té ¢cfarédoshém. Do té kemi:

(XY)0 = (Riyyiys XY Ry )
ndérsa

Xeye = (Rxx"x7 Rx'x) (Ryy"y’ Ry‘y) = (Rxx.a,XX'XW'y, Rby'y) = (Rxx‘a’xy' Rby'y)

ku a®Zxy<Lb né T dhe ab jané idempotenté té tij. Shihet se komponenti i mesit pér
(xy)@ dhe x@y@ é&shté i njéjté, késhtu gé mbetet pér té treguar gé R R.a dhe

Rugyon) = Royy- MEGE (Recas XY, Ryy ) €K,

y)oy)

xx’a = (xy)(xy)” dhe by’y=(xy)'(xy)

prej nga rriedh se R, ),y = Rea dhe R =R, . Késhtu pérfundimisht kemi treguar

se (xy)@ =x0y@, qé do té thoté se @ éshté izomorfizém dhe T=K=K(E(T),T) =
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5.5 Ndértimi i gjysmégrupit té rregullt qé pérmban njé idempotent medial normal

Fundin e kétij punimi do t’ia kushtojmé ndértimit t€ gjysmégrupeve té rregullta qé
pérmbajné njé idempotent medial normal. Do pérdorim si “tulla ndértimi” a) njé

gjysmégrup té rregullt i gjeneruar prej idempotentésh E Q& pérmban njé idempotent
medial normal u dhe b) njé gjysmégrup inversiv me njésh S, semillatica e idempotentéve
t& cilit E® éshté izomorfe me U E u. Késhtu ne do ti identifikojmé kéto dy struktura, pra
E°=uEu
Le t€ jeté S nj€ gjysmégrup i rregullt g€ p&rmban njé idempotent medial normal u.
Shénojmé F, dhe  F relacionet e ekuivalencés qé u shoqgérohen translacioneve
A, SX > UX, p, i X—> XU, ku:

XFuy ©x4,=y4, < ux=uy dhe x,Fy <xp,=yp, & Xu=yu
Eshté e vérteté kjo teoremé:

Teoremé 5.5.1. [31],[33] Le té jeté S- njé gjysmégrup i rregullt dhe le té jeté ueS njé
idempotent medial. Atéheré pohimet e méposhtme jané ekuivalente:
(1) u- éshté normal

(2) Relacionet e Green-it R, £ né E jepennga & =,F dhe £ =F, m

Rrjedhim 5.5.1. [31],[33] N.g.s. u &shté idempotent medial normal, atéheré né E kemi
D=Fku xFy & uxu=uyu m

Supozojmé tani gé E éshté njé gjysmégrup i rregullt i gjeneruar prej idempotentésh qé
pérmban njé idempotent medial normal u. Le té jet¢é E° semillatica uEu, dhe
supozojmé gé S éshté njé gjysmégrup inversiv me njésh me semillaticé idempotentésh
izomorfe me E®. Atéheré ne do té identifikojmé algjebrikisht semillaticat E(S) dhe

E° = uEu. Me kété marréveshje elementi u i E°, kthehet né njésh té gjysmégrupit
inversiv S. Pra éshté njélloj sikur té themi se heqim nga S bashkésiné e idempotentéve té

tij duke “transplnatuar” né vend té saj E°. Késhtu mund té shkruajmeé:

acS=aa'cE’=uEu dhe megé u &shté njésh i gjysmégrupit S, rrjedh se

aa " =uaa " pér pasojé kemi: a=aa 'a=uaa 'a=ua. Njélloj tregohet edhe barazimi

tjetér a=au.Dmth au=a=ua pércdo anéS. Prandaj u luan rolin e njéshit né S.

Le té jeté tani T_, bashkésia e té gjithé izomorfizmave midis idealeve kryesore t& E°. Le

té jené 0,9 T, dy izomorfizma té tillé 0:e,E° — f,E° dhe ¢:e,E° — f E° ku

€€, fy T, jané elementé t&¢ E°. Pércaktojmé shumézimin né Te si mé poshté:
0-p:e,E° - f, E° ku e, =(fe,)0" dhe f, =(fe,)p

Shohim se kur xe E dhe 6 eT, kemi:

— - 04 _ 0
e,Xe, =€,u-x-ue,=e, -uxu-e, ee,E’e, =¢,E
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Shénojmé 7 (E ) gjysmégrupin e ploté té transformimeve né E dhe shtrijmé ¢cdo o eT,

né njé pasqyrim @ 7 (E) i pércaktuar nga barazimi: x0 = (e,xe,)0 pércdo x € E.

Teoremé 5.5.2. [31],[33] Pasayrimi T, — J(E) itillé ¢ 0 —0 pércdo T,
éshté homomorfizém i T, né J(E).

Vértetim: Rrjedh menjéheré pér analogji me vértetimin e lemés 2.2 né artikullin “split
orthodox semigrup” t&€ D.B. Mc Alister dhe T.S. Blyth, J. Algebra, 51 (1978) fage 491 —
525.[20] m

Leté jeté tani  p:S—>T, itilléq¢ VaeS, a —*—>p,, homorfizmi i njohur Munn-it.
Atéheré pér ¢do aeS,pasqyrimi p,: aa'E° —>a'aE® i pércaktuar nga barazimi
X, = a‘xa éshté njé izomorfizém i aaE° né a'aE°. Té tregojmé se V x caa'E°,
a‘xacalaE’. Vérteté: a'xa= a’(aa’e)a, ku x = aale pér ndonj¢ e nga E°.
Késhtu a’(aa’e)a=a’a(a’ea). Por (a'ea) (a’ea)=a'eeaa’a=a'ea, gé do té thoté
se a'ea € E°. Prandaj a'xa = a'a(a'ea) ¢ a'aE’. Le t& shénojmé tani: e, —aa™
dhe f, =a™a. Késhtunése a cS dhe x, :e,E° — f,E® éshté izomorfizmi pérkatés i
elementit a, té tregojmé se x ., = u,t. Sé pari té dy kéta izomorfizma pasqyrojné
bashkésiné a™aE® né aaE°. Sé dyti nése aae éshté njé element cfarédo i aaE® té
tregojmé se: (a™ae) i, = (a“ae) , . Vérteté: (a'ae)u ,=a (a'ae)a’=aea’, ndérsa
(atae) 1, = aa’'e’ pér ndonjé e’c E° d.m.th
(aa'e’)u,=a'ae ose
a'(aa’e’)a=a’ae = a'e’a=a'ae =

—aa’e’a=ae = aa'e’aa’ —aea' =

= aa'aa’e’ —aea’= aa'e’=aea’
Atéheré,

-1 -1 1. -1 -1 o -1
(@"ae)u, =aa"e’=aea” =a(aae)a” =(a"ae) u ,

Kjo tregon se ,“dhe s ,pérputhen. Le t€ jené tani 4, :e,E°— f,E° dhe
4, :6,E® — f, E° dy izomorfizma nga T_, duke shénuar s, kompozimin g,z do té
kemi:

/ua/uo = :uab : eabEO - fabEO

Té provoj gé e,, = (f.e,)x . dhe f, =(f.e,)u,. Vértet,
(f.e) .= a(f.e)a’=a(a'abb™)a™ = abb™a™ = (ab)(ab)™ = e

dhe
(f.e,)u,=b?(fe )b=b"@"abb™)b=b"a'ab = (ab)*(ab) = f,,
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Duke u nisur nga kéto pércaktime do té shénojmé me ; homorfizmin e pérbéré
S——T,——J(E) sipas té cilit @—> s, —> 1, . Do t& vazhdojmé me hipotezat

e mésipérme pér E, E° dhe S. Leté jené R dhe L relacionet e Green-it né E.

Teoremé 5.5.3.[33] Nése a,b €S dhe g,hv,weE tétillége gLe,, hRf,, vLe,,
WR f,,atéheré hv e E®, dhe g (hv) i« L e,, dhe (hv)u,-w R f,,
Vértetim: Nga h R f, rrjedh se h =f,y pér ndonjé y nga E prej nga rrjedh se:
f,h =1, f,y=1f,y=h dhe njélloj tregohet se edhe ve, =v, hf, = f , ev=e .
Prandaj hv =fh-ve, =ufh-veu=uhvucuEu=E° d.mth. hv €E° dhe pér mé
tepér shohim qé:
0 (M) aty €, = G- (W) g2 (F) e = 9 Faw ) e (F80 )1, =
=9( fhv e, ) s = ol fahv £, (F8 ) a0 1 12,0 =
=g(f.hwif fef) e =9(f,hvhe f.)u = 9(f,hvf ) u . =

=g '(hV),l_la-1 (ku hvf, =hv,ve, =v dhe f_, f, e, €E°)

Megé Xu . eeaEO, ku x = fahvfa , hv= 1 e E® dhe hveE®, duke shfrytézuar edhe
teoremén 5.5.1.(2), do té kemi:
€anvb 'g(hV);eﬁ = € - 9(FVE ) 1 . = e, ug(fVE ) 1 = 08, (T 0V ) e 1=
= € (FaVE) 200 = (Faene) e (FVE ) 1 = (foen, fo VE ) . =
[ fa(fhveb)/u(hv)fl f,hvf,] M= (f. -hvf,.e, - fhvf,) M=
=(fafe) e = [f( fhveb):u(hv)fl Tu,.=
= (falwn) 1,2 = o
Pra - (W)se: £ ey, [(M,WR T, ] m

Meqenése gL e, né E rrjedh se g = xe, pér ndonjé x ngaE. Prej nga:
gu =xe,u=x(e,u) =xe,=g

d.m.th. g = gu dhe njélloj tregohet se h = uh

Shqyrtojmé tani bashkésiné:

W =W(E,S, 2) ={(g,a,h)eEu x SX UE |gLe,, hRf}
dhe pércaktojmé né t&€ shumézimin:

(9,a,h)- (v,b,w) = (g - (hv) zz,+, ahvb, (hv) 14, - W)

Teoremé 5.5.4. [33] (a) W - éshté gjysmégrup né lidhje me veprimin e mésiprm
(b) W - éshté gjysmégrup i rregullt
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(c) Elementi (f,,a™,e,)- éshté invers i elementit (g,a,h) né W
(d) Iﬂ={(g,a, h)|a® =a,g = ghg,h =hgh}
() EW)={(g.a,h)}|a’=a}

() (u,u,u) - éshté idempotent medial normal né W

.

Vértetim:
(a) Nése (g,a,h), (v,b,w), (x,c,y)eW atéheré komponenti i paré i prodhimit

[(g,a,h)-(v,b,w)](x,c,y) éshté:
(W) 22+ - [(OW) 24, W] 1 gy = G (V) 22,1 - [(OV) 2 WKty s 2 =
= g(fhf, - £,1(0) WXty gty £ 0, =
= g (f,hvE,IV(WX) 242 gty F) e =
= g(f, - hv(wx) gy - £,) 20, = GLV(WN) 2y a2,

(ku hv=(hv)" e€E®) dhe ky i fundit ésht¢ komponenti i paré i produktit
(9,a,h)[(v,b,w)-(x,c,y)]. Pra komponentét e paré té produkteve
[(g,a,h)-(v,b,w)](x,c,y) dhe (g,a,h)[(v,b,w)-(x,c,y)] pérputhen. Njélloj tregohet se
edhe komponentét e treté, pérputhen. Meqé komponentét e mesit jané té barabarté né
ményré evidente, atéheré themi se veprimi i pércaktuar mé sipér né W gézon vetiné e
shogérimit, gé do té thoté se W éshté gjysmégrup.
(b) Nése (g,a,h) eW , atéheré (f,,a™,e,) W sepse fa=a'a=e , dmth faLe .
Késhtu:
(g,a,h)(f,,a?e,) = (g(hf,) u,,ahf,a™ (hf, ), 1€,) =
= (9 f,pty1,8a7, fp,08,)= (9 fo @2, foue,) =
=(ge,,aa,e.e,)=(g,aa',e,)
dhe
(g! a, h)( fa! a—l,ea)(g’ a, h) = (g’ aail! ea)(g! a, h) =
= (9(€,9) a2 78,00, (,9) 1) =
= (g 'ea/uaa’l’a’ealua h) = (gea’a' fah) = (g,a,h)
Késhtu elementi i ¢farédoshém (g,a,h) eW éshté i rrequllt , d.m.th gjysmégrupi W
éshté i rregullt.
(c) Duke patur parasysh vértetimin e pikés (b), né té cilén treguam se
(g)a1 h)(fa’ail’ea)(gua’ h) =(gla7h)

mjafton té tregojmé gé:
(f,,at,e)(g,ah)(f,,ate,) =(f,a"e,)

Veértet, duke shfrytézuar faktin se nga g £ e, rrjedh e,g = e, do té kemi:
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(f,,ate)(g,a,h)(f,,a'e)=(f,,a'e)(g,aa’e,)=
= (. (€.9)u, a6, 0887, (,0) 08, ) =
= (fy 80 @78 fgi8, ) =
= (1, fae,ve,)=
=(f,,a’.e,)

Fakti g8 W éshté i rregullt garanton gé ¢cdo element né kété gjysmégrup ka njé element
invers, ndérsa né () ne gjetém njé té tillé pér (g,a,h), pikérisht (f,,a™,e,).
(d) Le té shqyrtojmé katrorin e njé elementi ¢cfarédo (g,a,h) eW :

(9,a,h)(g,a,h) = (g - (hg) x,,ahga, (hg) x,h) =
= (9( f,hof,) 1 ., ahga, (e,hge,) x,h) =
= (9(hg),.,ahga, (hg) 1,h)

ku hg €E®°, h=fh, g=ge,, prejnga hg = (f.h)g = fafahg = fo hg fa , sepse
elementét hg dhe f, sielementé té E° jané té pérkémbyeshém. Pra hg = f, hg f, dhe
njélloj tregohet gé hg =eshge,.
Le té jeté tani (g,a,h) njé idempotent né W . Pra (g,a,h) - (g,a,h) = (g,a,h) dmth
(9(hg) ., ahga, (hg),h) = (g,a,h). Duke barazuar komponentét e mesit té kétyre dy
tresheve do té kemi:

ahga=a = aa' =e, =ahgaa = ahge, = ahg
dhe

f, =a'a=a"ahga = f,hga = hga

Pra e, =ahg dhe f, =hga. Por megénése elementi hg € E° éshté idempotent, kemi

a=ahga=ahg-hga=e, f, € E° prandaj a = a’. Prej nga rrjedh se a™ =a (sepse S-
éshté inversiv gé do té thoté se ¢cdo element i tij ka njé invers té vetém dhe megé a éshté
idempotent, ai ka invers veteveten). Késhtu g€ (hg) « .= (hg) #,= ahga = a. Duke

barazuar tani dy komponentét anésoré kemi ga = g dhe ah = h, prej nga rrjedh:
ghg=g-ah-ga=gahga=ga=g dhe hgh=ah.gah=ahgah=ah=h

Kéto dy barazimet e fundit tregojné pérfundimisht qé ¢cdo idempotent né W éshté i formés

(g,a,h) ku a®> =a, g=ghg dhe h=hgh.

Pra,

EW)<{(9.a,h)|a* =a,g = ghg,h = hgh}

Anasjellt as, le té jeté (g,ah€W, itillé g¢ a®=a, g=ghg, h=hgh dhe t& provojmé qé
(9,8,h)EE(W ). Vérteté, e, =a=a ' =f,_,sepse e, =aa ' =aa=a;f, =a'a=aa=a.

Késhtu gé nga teorema 5.5.1.(2) e zbatuar né E (& =,F dhe £=F,) kemi:
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ug=ue, =e, =a (sepse ug = u(gea) = (ug) ea = €4 (Ug) = (Uea) g = €a0 = €,)
hu=fu="f,=a (sepse hu=(fsh) u="=, (hu) =(hu)fa=h(ufy) =hf,="1)

Por, megénése g = ghg, h =hgh dhe u éshté idempotent medial normal né E do té
kemi:

hg = hgh-g = h(ugh)-g = hu-ghg =hug ( ugh=gh sepse ghec E°)
Prandaj do té kemi akoma: ahga = ahuga = ahuuga = aaaa = a' = a gédoté
thoté se komponenti i mesit i prodhimit (g,a,h) - (g,a,h) éshté a. Tani barazimet:

g-(hg)u,. =9(hg)u, =9g-ahga=ga=gug=g
dhe
(hg)pu,h =ahga-h=ah=huh=h

tregojné se komponenti i paré dhe i treté i prodhimit (g,a,h) - (g,a,h) jané pérkatésisht g
dhe h. Pra, (g,a,h) - (g,a,h) = (g,a,h), d.m.th. (g,a,h) e E(W), qé déshmon faktin se:

{(g9,a,h)|a* =a,g = ghg,h=hgh} c EW)}
Pra,

EW)={(g,a,h)|a’ =a,g = ghg,h = hgh}

(e) Duke u nisur nga kuptimi i gjysmégrupit té gjeneruar nga njé bashkési A do té kemi
gé cdo element i E(W) éshté njé prodhim idempotentésh nga E(W), dhe nga (d)
komponenti i mesit i secilit prej idempotentéve t& E(W) ishte a = a°, pra njé element i
semillaticés E° =uEu. Tani, nga pércaktimi i shumézimit né W, komponenti i mesit té
produktit té té dy idempotentéve t& E(W) do té jeté njé element i E°. N& ményré induktive
tregohet gé komponenti i mesit i prodhimit t€ mé shumé se dy elementéve nga E(W), pra

i cdo elementi E(W), do té jeté gjithashtu njé element nga E°, d.m.th. idempotent. Késhtu
treguam se: E(W) ={(g,a,h) |a® =a}. Anasjelltas, le té jeté (g,a h)eW, ku a’ = a,
atéheré: gag = g(ag) =ga=g, aga = (ag)a =aa =a dhe hah = (ha)h = ah =h ,
aha = a(ha) =aa=a d.mth g,heV(a) ku barazimet ag=a,ga=g,ah=h,ha=a

rrjedhin nga relacionet g £ e,, h R f, né E.Késhtu duke u mbéshtetur né (d) del gé
elementét (g,a,a) dhe (a,a,h) jané idempotenté né W, Pér mé tepér kemi Qé:
(9,a,@)(a,a,h) =(g-au,,a,au,h) =(ga,a,ah) =(g,a,h). Kjo tregon gé cdo element
(g,ah) ku a’=a, éshté njé element prodhim idempotentésh nga E(W), d.m.th:
{(9,a,h)|a® = a}c E(W). Késhtu, pérfundimisht kemi treguar se:

EW)={(g,a,h)|a* =a}
() Le té jeté (g,a,h) njé element ¢farédo i E(W). Ne do té kemi a>=a d.m.th. a* =a.
Prandaj:

(9,a,h)(u,u,u)(g,a,h) = (g(hu)zz,,ahu, (hu)z,u)(g,a,h) =
= (gahua, ahu, uhu)(g,a,h)=(g,a,a) (g,a,h) =
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= (g (ag) u,, aaga, (ag) 1, h)=(gau, aau, h)=
=(g.au,,a,au, -h)=(ga, a, ah) =
= (g,a.h)

(ku: hu =a =wua, ga=g,ag = a, ah = h) qé tregon se (u,u,u) éshté idempotent
medial.
Le té jené tani (u,u,u)(g,a,h)(u,u,u) dhe (u,u,u)(g',b,h)(u,u,u) dy elemente t&

¢fardoshém t& E(W). Atéheré kemi:
(u,u,u)(g.a,h)(u,u,u) = (u(ug)z,,uga, (ug)zz,h)(u,u,u) =
(uau,a,ah)(u,u,u) = (a,a,h)(u,u,u) = (athu)z,,ahu, (hu) z,u) = (a,a,a)

(ku hu =@, ug = a). Njélloj do té gjejmé se (u,u,u)(g’,b,h")(u,u,u)= (b,b,b).
Por, elementi (a,a,a) ku a® = a € E%&shté i pérkémbyeshém me ¢do element tjetér (b,b,b)
ku b> =b e E°. Vértet:

(a,a,a) (b,b,b)=(a(ab)x,,ab, (ab)zx,b) = (ab,ab,ab) = (ba,ba,ba) = (b,b,b) (a,a,a)

sepse ab = ba, pér a,beE°. Pérfundimisht treguam se ¢do dy elementé t& (u,u,u) E(W)

(u,u,u) jané té pérkémbyeshém, dmth (u,u,u) E(W) (u,u,u) éshté semillaticé, e pér pasojé
(u,u,u) éshté idempotent medial normal né W. m
Deri tani, né kété paragraf, kemi treguar se me ané té njé gjysmégrupi té rregullt té

gjeneruar prej idempotentésh E , gé pérmban njé idempotent medial normal u dhe té njé
gjysmégrupi inversiv me njésh S, semillatica e idempotentéve té té cilit &shté izomorfe

me semillaticén E°=uEu, mund té ndértojmé njé gjysmégrup té rregullt
W =W (E,S, z) gé pérmban njé idempotent medial normal (u,u,u).

Tani do t& shohim nése ka lidhje midis gjysmégrupeve E(W) dhe E, si dhe midis
gjysmégrupit (u,u,u)W(u,u,u) dhe gjysmégrupit inversiv S. Faktikisht njé lidhje ekziston
dhe si¢ e tregon dhe teorema e méposhtme ato jané respektivisht izomorfe.

Teoremé 555. EW)=E dhe (u,u,u)W(u,u,u)=S.

Vértetim: Né teoremén 5.5.4.(e) kemi treguar se kur (g,a,h) e E(W), kemi a? = a ose
a=e, pra gah = ge;h = gh . Tani ndértojmé pasqyrimin: ¢: E(W)——>E té tillé qé
(g9,a,h)p ——>gh Té provojmé se ¢ éshté izomorfizém. Sé pari, ¢ éshté syrjektiv.
Vérteté, nése x e E, atéheré do té kemi: x = xux = Xuxux = xu-uxu-ux ku uxu € E°dhe
(xu) 4, = u(xu) = uxu, (uxu) A, = u(uxu) = uxu . Ké&to barazime tregojné se éshté i vérteté
relacioni xu F, uxu dhe nga 5.5.1.(2) do té rriedhé £ = F, né E. Njélloj tregohet qé
R = F né E.D.m.th. kemi:
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Xu £ uxu=e,, dhe uxZuxu=f,,
Duke shfrytézuar pérséri teoremén 5.5.4.(e) do t& kemi (xu,uxu,ux) € E(W), por meqé
nga pércaktimi i ¢ kemi (Xu,uxu,ux) ¢ =xu ux = xux =X, rrjedh gé ¢ éshté syrjektiv. Sé
dyti, le t& jené (g,a,h),(v,b,w) e EW) té tilla qé (g,a,h)¢=(v,b,wW)p. Megé a’=a
dhe b®=b ne mund t& kemi kété konfiguracion pér ® - klasat:

g gh v W

sepse gL a=-ghlLah=ghlZh dhe h®Za= gh&Zga= ghZg. Njéllojdo kemi
vwZ w dhe vwZ v. Por, megé (g,a,h)g=(v,b,w)g kemi gh=ww, késhtu té dy © -
klasat e skematizuara mé sipér pérputhen, prandaj a dhe b i pérkasin sé njéjtés © -klase,
(sepse a,beE°= UEu — E) Nga rrjedhimi 5.5.1., megenése né E kemi © = F,
shkruajmé:

a®b=aFb=vau=ubu=a=>b

Nga pérputhja e © -klasave té mésipérme del gjithashtu se elementet g dhe v gjenden
né R-klasén gé pércakton elementi gh=wv, d.m.th. kemi gZv, dhe megenése R =,F
né E rrjedhse g ,Fv ose gp, =vp, = gu=w . Prandaj kemi:

g=gug=gu-ug=vu-ua=vu-ub=wvu-uv=vuv =v
dhe &shté e qart€ se:
gLfa=gFa=ug=ua; alLb=aFb=ua=ub dhe bLv=DbFv=ub=uv

Pra g =v dhe njélloj edhe h = w. Késhtu (g,a,h)=(v,b,w). Pra &éshté i vérteté
implikimi:  (g,a,h)¢=(v,b,w)¢ = (g,a,h)=(v,b,w). Dmth pasqyrimi ¢ éshté edhe
injektiv, pra bijektiv. S& fundi le t& jené (g,a,h),(v,b,w) e E(W). N& EW) kemi
a’=a dhe b®= b, prandaj:
[(9.a,h)(v,b,W)]g = (g(hv)z,,ahb, (hv)m, - W)
=g(hw) i, - (hv) iz, - w = gahva-bhvbw =
= g-hv-a-b-hv-w=ga-hv-bw=
=gh-vw=(g,a,h)¢-(v,b,w)¢
(sepse g=ge, =ga,w= fw=bw dhe a,b,hveE°)
Pra ¢ éshté izomorfizém dhe E(W) = E
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Tani do té ndértojmé njé izomorfizém té (u,u,u)W (u,u,u) ——> S. Pér kété le té hetojmé

pak pér trajtén e elementeve té& (u,u,u)W(u,u,u).
Le té jeté (u,u,u)(g,a,h)(u,u,u) € (u,u,u)W(u,u,u). Atéherg,

(u,u,u)(g,a,h)(u,u,u) = (u,u,u)(g - (hu)zz_,,ahu, (hu) zz, -u) =
=(uu,u)(g- fu ., af,, f,)==(u,uu)(ge, a f,)=

=(u,u,u)(g,a, f,) = (u-(ug) 4, uga, (ug)z, - f,) =
=(u-e,,ea,f,-f)=(e.af,)
Shgyrtojmé pasqyrimin &€ : (u,u,u)W (u,u,u)——S Kku
[(u,u,u)(g,a,h)(u,u,u)]f =(e,,a, f,)0=a

Meqgeé:
(e,,a,f,)0=(e,b f)0= a=b = ¢, =¢,f,=f = (e,a f,)=(g,.b, )

rrjedh se @ éshté injektiv. Por pér ¢cdo a nga S kemi (e,,a, f,) e (u,u,u)W(u,u,u) dhe
(e,,a, )0 =a d.m.th. @ éshté edhe syrjektiv. Tani barazimet:

[(e,,a, T,)(&,b, T,)I0=Te, - (F,) 2, . af,eb, (1,6,) 7,10 =[e. (F,8,) . ab, (T,8,) 14 1,16 =

=(e,e,,,ab, f, f)0=(e,.ab, f, )0=ab=(e,,a,f,)0(e,b, f,)0

tregojné se @ &shté izomorfizém. Pér pasojé kemi: (u,u,u)W(u,u,u)=S. m
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6. KONKLUZIONE DHE PROJEKTE PER TE ARDHMEN

Meqgenése klasa e gjysmégrupeve abundanté éshté njé zgjerim i klasés sé gjysmégrupeve
té rregullt (e cila éshté njé klasé mjaft e studiuar nga algjebristét), me studimin e tyre
synohet gé shumé veti té gjysmégrupeve té rregullt t¢ mund té implementohen né njé
klasé mé té gjeré gjysmégrupesh, si¢ éshté ajo e gjysmégrupeve abundanté.

Studimi i gjysmégrupeve abundanté ka nisur nga gjysma e dyté e viteve 70 dhe artikujt
mbi to jané relativisht té pakét. Késhtu mendoj se né kété punim doktorature kemi dhéné
njé kontribut modest né studimin e métejshém té tyre. Dua té vecoj kétu teoremat gé kam
formuluar dhe vértetuar né artikujt [29], [30] dhe té pérfshira né kété punim né kapitillin
4, kundrashembullin 2.2.1, shembullin 2.2.1 si dhe vértetimet e béra né kapitujt 4 dhe 5.

Né té ardhmen njé réndési té vecanté do ti kushtoj studimit té gjysmégrupeve abundanté
népérmjet idealeve minimalé nga njé lidhje gé é&shté véné re midis prezencés sé

idempotentéve né idealet minimale dhe né 2" e L* - klasat e kétij gjysmégrupi.

Objekt i punés time né té ardhmen do té jeté gjithashtu edhe pérpjekja pér vértetimin e
ndonjé vetie t& gjysmégrupeve ortodoksé edhe né gjysmégrupet kuazi-adekuaté, apo té
vetive té gjysmégrupeve inversivé né gjysmégrupet adekuaté.

Njé sfidé interesante do te jeté edhe dhénia pérgjigje problemit: “Pér ¢’faré kushtesh
plotésuese njé gjysmégrup adekuat i tipit A kthehet né njé gjysmégrup inversiv”, etj.
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Abstrakti

Gjysmégrupet abundanté jané njé pérgjithsim i gjysmégrupeve té rregullt. N vitin 1951, J.A.Green, futi né
gjysmégrupe nocionin e relacioneve R, £, H, D dhe J. Ata njihen si relacionet e Green-it dhe luajtén njé

rol té rénd€sishém né investigimin ¢ métejshém t€ gjysmégrupeve té rregullt, ortodoksé dhe inversivé.
Késhtu Howie né monografiné e tij, “An Introduction to Semigroup theory”, tregon se gjysmégrupet e

rregullta karakterizohen si gjysmégrupe né té cilét ¢do L-klasé dhe ¢do R-klasé pérmban té paktén njé
idempotent.

Né vitin 1975, F.Pastijn, futi né gjysmégrupe kuptimin e relacioneve té pérgjithsuara té Green-it dhe i
shénoi ato me &, £, 7', 77, J". Prej kétu, u pérkufizuan gjysmégrupet abundanté si gjysmégrupe né té

cilét ¢do A-klasé dhe ¢do £L-klasé pérmban t€ paktén njé idempotent. Mé pas u pérkufizuan edhe disa

nénklasa té réndésishme té tyre si ajo e gjysmégrupeve kuazi-adekuaté, adekuaté, etj. Nga pérkufizimi
rrjedh se klasat e gjysmégrupeve abundanté, kuazi-adekuaté dhe adekuaté jané respektivisht, zgjerim i
klasave t€ gjysmégrupeve té rregullt, ortodoksé dhe inversivé.

Né kété punim ne kemi sjell€ njé kontribut t&€ métejshém né studimin e gjysmégrupeve abundanté dhe té
nénklasave té tyre, si dhe kemi formuluar dhe vértetuar disa teorema konstruksioni pér disa tipe té veganté
gjysmégrupesh abundantg.

Fjalé kyce: gjysmégrup, abundant, quazi-adekuat, adekuat, normal medial idempotent, band.

Abstract

The abundant semigroups are a generalization of a regular semigroups. In 1951, J.A.Green, introduced in
the semigroups the relations R, £, H, D dhe J. They are known as Green 's relations and played an

important role in the further investigation of the regular, orthodox and inversiv semigroups. Thus, Howie in
his monograph, "An Introduction to semigroup theory", shows that the regular semigroups characterized as

semigroups in the which, every £-class and R-class contains at least one idempotent .
In 1975, F.Pastijn, introduced in the semigroups the generalization relations of Green and marked them
with &2, £, #, 7, 7. From here, were defined the abundant semigroups as semigroups in the which

every 7Z-class and £-class contains at least one idempotent. After this were defined some important

subclasses of them as quasi-adequate, adequate, etc. By the definition it follows that the class of abundant,
quasi-adequate and adequate are respectively an extension of the regular, orthodox and inversiv classes.

In this paper we have broght in a contribution to the further study of the abundant semigroups and their
subclasses. We have formulated and proved also, several construction theorems for some particular types
of abundant semigroups.

Key words: semigroup, abundant, quasi-adequate, adequate, normal medial idempotent, band.
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