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P A R A T H Ë N I E 

 

 

Studimi i gjysmëgrupeve abundantë ka filluar relativisht vonë. Kuptimi i tyre është futur 

në teorinë algjebrike të gjysmëgrupeve nga gjysma e dytё e viteve ’70 të shekullit të 

kaluar. Që nga ajo kohë dhe deri më sot, nuk kemi akoma ndonjë monografi të shkruar 

mbi to përveç një numri të kufizuar artikujsh ku spikasin emrat e algjebristëve John 

Fountain dhe A. El Qallali. 

 

Klasa e gjysmëgrupeve abundantë është një përgjithsim ose zgjerim i klasës së 

gjysmëgrupeve të rregullt. 

 

Në vitin 1951 James Alexander Green futi në gjysmëgrupe disa relacione shumë të 

rëndësishme  , , ,   dhe , të cilët u quajtën relacionet e Green-it. Këta relacione 

luajtën një rol të rëndësishëm në zhvillimin e mëtejshëm të teorisë algjebrike të 

gjysmëgrupeve në përgjithsi dhe të gjysmëgrupeve të rregullt në veçanti. Kjo duket qartë 

edhe në monografitë kryesore të shkruara nga Hawie dhe Cliford-Preston, të cilat 

përshkohen nga fillimi e deri në fund nga përdorimi i këtyre relacioneve.  

 

Në vitin 1975, F. Pastijn, nё artikullin e tij “A representation of a semigroup by a 

semigroup of matrices over a group with zero”, Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249, 

futi pёr herё tё parё në gjysmëgrupe relacionet e përgjithsuara të Green-it. Mё pas John 

Fountain i shёnoi kёto relacione me simbolet   , ,  ,  dhe   , ose siç quhen 

ndryshe dhe * - relacione (yll-relacione) tё Green-it. Kuptimi i tyre, siç do ta shohim në 

vijim gjatë shjellimit të tezës së doktoraturës, jepet nëpërmjet relacioneve të njohura të 

Green-it. Nëpërmjet këtyre relacioneve u përkufizua gjysmëgrupi abundant si gjysmëgrup 

në të cilin çdo   - klasë dhe çdo    - klasë përmbajnë të paktën një idempotent. 

Pikërisht nga ky përkufizim rrjedh dhe fakti se gjysmëgrupet e rregullta janë një nënklasë 

e gjysmëgrupeve abundantë, sepse Howie në monografinë e tij “Teoria algjebrike e 

gjysmëgrupeve”, me anë të një pohimi që vërtetohet lehtë, i karakterizon gjysmëgrupet e 

rregullta si gjysmëgrupe në të cilat çdo  - klasë dhe çdo   - klasë përmbajnë të paktën 

një idempotent, për më tepër në literatura të ndryshme pohimi i fundit merret edhe si 

përkufizim i gjysmëgrupeve të rregullt. 

 

Më pas u përcaktuan disa nënklasa të rëndësishme të gjysmëgrupeve abundant si ajo e 

gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë dhe adekuatë, të cilat nga ana e tyre janë përgjithsime 

përkatsisht të klasave të gjysmëgrupeve të njohur ortodoksë dhe inversivë. Përveç tyre u 

përkufizuan edhe shumë nënklasa të tyre si ajo e gjysmëgrupeve adekuat të tipit A, 

superabundantë, etj. 
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Shumë autorë janë marrë me futjen e nocioneve të reja në këto gjysmëgrupe, si dhe me 

ndërtimin e disa tipeve të veçantë të këtyre gjysmëgrupeve. 

 

Ne në këtë temë doktorature e cila titullohet “Disa karakterizime për gjysmëgrupet 

abundantë dhe ndёrtimi i disa nënklasave të tyre”, jemi munduar të japim një kontribut 

modest në zhvillimin e mëtejshëm të kësaj teorie relativisht të re, duke vërtetuar disa 

teorema të reja si dhe duke ndërtuar  katёr lloje të veçantë gjysmëgrupesh, të cilat janë 

nënklasa të klasës së gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Studimi i gjysmëgrupeve abundantë ka një rëndësi të veçantë edhe për faktin se shumë 

veti tё tyre lidhen ngushtё pikёrisht me prezencёn e idempotentёve nё to duke bёrё tё 

mundur qё ato tё karakterizohen shpesh nёpёrmjet bashkёsisё sё tyre tё idempotentёve 

ashtu siç ndodh edhe me gjysmëgrupet e rregullta, të cilët janë një klasë mjaft e studiuar.  

Nё kёtё mёnyrё, në kushte të caktuara, shumё pohime tё njohura pёr gjysmёgrupet e 

rregullta mund të implementohen në një klasë më të gjerë gjysmëgrupesh, siç është ajo e 

gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Në të ardhmen një rëndësi të veçantë në studimet e mia në këtë fushë do të ketë edhe 

studimi i  * - relacioneve në unaza në lidhje me shumëzimin e tyre, ndoshta duke futur në 

këtë mënyrë edhe kuptimin e unazave abundante, meqense është një fushë e palëvruar 

akoma. Objekt tjetër studimi do të jetë edhe zbulimi i ndonjë lidhjeje që mund të ekzistojë 

midis gjysmëgrupeve abundantë sipas * - relacioneve dhe gjysmëgrupeve abundantë 

sipas idealeve të dhënë në mënyrë të pavarur nga algjebristi gjerman Sabine Koppelberg 

nё [15]. Përkufizimi i fundit, i cili nuk është ekuivalent me të parin (këtë e kemi treguar 

në këtë punim me anë të një kundërshembulli), lidhet me prezencën e të paktën një 

idempotenti në çdo ideal minimal të majtё.  
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H Y R J E 

 

 

Kjo temё doktorature i kushtohet studimit tё gjysmёgrupeve abundant tё cilёt janё njё 

pёrgjithsim i gjysmёgrupeve tё rregullta. 

 

Kontributi ynё nё kёtё punim konsiston kryesisht nё studimin e mёtejshёm tё vetive tё 

disa nёnklasave tё veçanta gjysmёgrupesh abundantё si dhe nё ndёrtimin e disa tipesh tё 

veçantё tё tyre. 

 

Siç do tё shohim nga pёrkufizimi i gjysmёgrupeve abundantё, nё themel tё tyre qёndrojnё 

relacionet e pёrgjithёsuara tё Green-it , , ,  dhe  , tё cilёt u futёn pёr herё tё 

parё nё gjysmёgrupe nga F. Pastijn mё 1975. Kёto relacione u pёrkufizuan duke u bazuar 

tek relacionet e njohura tё Green-it , , ,   dhe  . 

 

Punimi ёshtё ndarё nё pesё kapituj. Nё kapitullin e parё kemi pёrmbledhur njё sёrё 

konceptesh dhe vetish tё njohura mbi gjysmёgrupet, pёr tё krijuar njё mjedis pune dhe 

njё “fjalor” tё pёrshtatshёm qё do tё na shёrbejё pёr zhvillimin e temёs nё vazhdim. Kёta 

koncepte dhe veti janё marrё kryesisht nga dy monografi tё njohura nё teorinё algjebrike 

tё gjysmёgrupeve, njёra nga J. B. Howie [2] dhe tjetri nga Clifford and Preston [1]. 

 

Nё kapitullin e dytё, pasi futen kuptimet e relacioneve tё pёrgjithёsuara tё Green-it, jepet 

pёrkufizimi i gjysmёgrupeve abundantё dhe i disa nёnklasave tё rёndёsishme tё tyre. 

Kёtu kemi dhёnё edhe disa veti tё rёndёsishme tё provuara nga autorё tё ndryshёm dhe 

qё do tё na nevojiten pёr shtjellimin e temёs sonё nё vazhdimsi. Pjesa mё e rёndёsishme, 

qё pёrfaqson edhe kontributin tonё nё kёtё kapitull, ёshtё raporti midis  - klasave ( - 

klasave)  dhe   - klasave ( - klasave) nё njё gjysmёgrup tё dhёnё, shembujt e sjellё 

qё tregojnё pёrfshirjen e mirfilltё tё klasёs sё gjysmёgrupeve tё rregullt nё atё tё 

gjysmёgrupeve abundantё, tё klasёs sё gjysmёgrupeve ortodoksё nё atё tё gjysmёgrupeve 

kuazi-adekuatё si dhe tё klasёs sё gjysmёgrupeve inversivё nё atё tё gjysmёgrupeve 

adekuatё. Vlen pёr tu theksuar nё kёtё kapitull edhe kundёrshembulli qё kemi sjellё pёr 

tё treguar se pёrkufizimet e gjysmёgrupeve abundantё sipas relacioneve tё pёrgjithsuara 

tё Green-it dhёnё nё [11] (me tё cilёt do merremi nё kёtё punim) dhe pёrkufizimit tё 

gjysmёgrupeve sipas idealeve, dhёnё nё [15], (pёrkufizim i dhёnё ky nё mёnyrё tё 

pavarur me tё parin) nuk janё ekuivalentё. Lidhjet midis kёtyre dy pёrkufizimeve do tё 

jetё njё ndёr objektivat e punёs time kёrkimore nё tё ardhmen, sepse qё tё dy lidhen me 

prezencёn e idempotentёve. 

 

Kapitulli i tretё fillon me disa pёrkufizime dhe veti tё njohura pёr klasёn e 

gjysmёgrupeve kuazi-adekuatё dhe tё idempotentit medial e medial normal nё to, tё cilat 

pёrgatisin terrenin pёr tё kaluar nё pjesёn mё tё rёndёsishme tё tij, nё ndёrtimin e njё 

gjysmёgrupi kuazi-adekuat i cili pёrmban njё idempotent medial normal. Ky ndёrtim 

pёrfaqson edhe kontributin tonё nё kёtё kapitull. Ndёrtimi i njё gjysmёgrupi tё tillё S do 

tё realizohet duke pёrdorur një bandё E  e cila përmban një idempotent medial normal  u  
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dhe një gjysmëgrup adekuat S  me semillaticë idempotentësh 0E uEu . Kёtu ne do të 

tregojmë gjithashtu se çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat S që përmban një idempotent 

medial normal u, mund të ndërtohet (me afërsinë e izomorfizmit) si më sipër duke marrë 

si bandë normale  E = E(S) dhe si gjysmëgrup adekuat nëngjysmëgrupin uSu  të S. 

 

Kapitulli i katёrt ёshtё tёrёsisht kontribut i punёs tonё. A. El. Qallali dhe J. B. Fountain 

nё artikullin e tyre “Quasi-adequate semigroups” [13], kanё vёrtetuar disa pohime nё 

gjysmёgrupet kuazi-adequatё. Ne kemi arritur tё formulojmё dhe tё vёrtetojmё pohime 

analoge pёr gjysmёgrupet adekuatё dhe adekuatё tё tipit A. Nё kёtё mёnyrё kemi 

vёrtetuar shtatё pohime tё reja. 

 

Kapitulli i pestё dhe i fundit i kushtohet ndёrtimit tё tre gjysmёgrupeve tё veçantё. Sё 

pari do tё ndёrtojmё gjysmёgrupin e rregullt qё pёrmban njё idempotent medial, 

nёpёrmjet një gjysëmgrupi të rregullt të gjeneruar prej idempotentësh E  i cili përmban 

një idempodent medial u  dhe një gjysmëgrupi ortodoks me njësh S , banda e 

idempotentëve të të cilit është izomorfe me uEu . Nё tё njёjtёn kohё do tё tregojmё se 

çdo gjysmёgrup i tillё i dhёnё ndёrtohet nё mёnyrёn e treguar mё sipёr. Sё dyti, do tё 

tregojmё se si mund tё ndёrtojmё njё gjysmёgrup inversiv qё pёrmban njё idempotent 

medial dhe si çdo gjysmёgrup i tillё mund tё karakterizohet nё kёtё mёnyrё nёpёrmjet 

semillaticёs sё tij tё idempotentёve dhe vetё atij gjysmёgrupi. Sё treti, do tё ndёrtojmё njё 

gjysmёgrup tё rregullt qё pёrmban njё idempotent medial normal, duke pёrdorur si “tulla 

ndёrtimi” njё gjysmëgrup tё rregullt i gjeneruar prej idempotentësh E  që përmban një 

idempotent medial normal u dhe njё gjysmëgrup inversiv me njësh S , semilatica e 

idempotentёve tё cilit 0E  ёshtё izomorfe me  u E u. 
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Kapitulli 1 

 

1. NJOHURI PARAPRAKE 

 

 

 

Nё kёtё kapitull do tё japim disa kuptime, pёrkufizime dhe pohime bazё, qё do tё na 

shёrbejnё pёr zhvillimin nё vijim tё pёrmbajtjes sё kёsaj teme doktorature. Ato janё 

marrё nga botime tё ndryshme mbi teorinё algjebrike tё gjysmёgrupeve, si dhe nga 

artikuj tё ndryshёm tё botuar deri tani mbi gjysmёgrupet. Nё pёrkufizimet, pohimet dhe 

teoremat e kёtij kapitulli ne do tu referohemi dy monografive tё njohura si ajo me autorё 

Clifford dhe Preston [1] dhe Howie [2]. 

 

 

1.1   Kuptimi i gjysmёgrupit 

 

 

Le tё jetё dhёnё njё bashkёsi e çfardoshme S dhe “” njё veprim algjebrik, i brendshёm, 

binar nё tё. Pёrkufizimet e mёposhtme janё marrё nga [1] dhe [2]. 

 

Pёrkufizim 1.1.1. Grupoid quhet çifti i radhitur (S,), ku S ёshtё njё bashkёsi çfardo dhe 

“”ёshtё njё veprim binar i pёrcaktuar nё tё. 

 

Pёrkufizim 1.1.2. Veprimi binar “” nё S quhet shoqёrues, nё qoftё se pёr çdo tre 

elementё a,b,c tё S, ёshtё i vёrtetё barazimi (ab)c = a(bc) 

 

Pёrkufizim 1.1.3. Grupoidi  (S,) quhet gjysmёgrup, nё qoftё se veprimi “” ёshtё 

shoqёrues. 

Nё rastet kur nuk ka ngatёrresa pёr veprimin “”, atёherё nё vend tё shёnimit ab mund tё 

shkruajmё thjeshtё ab. Nё qoftё se pёr dy elementё a,b tё njё gjysmёgrupi S, ёshtё i 

vёrtetё barazimi ab = ba, atёherё themi qё kёta dy elementё janё tё pёrkёmbyeshёm.   

             

Pёrkufizim 1.1.4. Njё gjysmёgrup quhet ndёrrimtar, nёse çdo dy elementё tё tij janё tё 

pёrkёmbyeshёm. Pra pёr çdo dy elementё a,b tё S kemi ab = ba. 

Nёse ekziston elementi 1 S  i tillё qё, 

 

                                                      ,  1 1x S x x x ,  

 

atёherё themi se “1” ёshtё njёsh i gjysmёgrupit S  dhe ky gjysmёgrup nё kёtё rast do tё 

quhet monoid [2]. Nё [2] tregohet gjithashtu se çdo monoid ka njё njёsh tё vetёm. Nёse 

gjysmёgrupi S  nuk ka njёsh, atёherё ne mund ti shtojmё atij njё element tё ri, “1”. Duke 
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shёnuar 1 {1}S S  dhe duke pёrcaktuar nё 1S  pёr elementin e shtuar “1”, 

shumёzimin:  

                                                        ,  1 1s S s s s ,  

 

gjysmёgrupi 1S  kthehet nё monoid. Ёshtё e qartё se, kur gjysmёgrupi S  ka njёsh, 

atёherё 1S  pёrputhet me S . Nё [2] thuhet gjithashtu se kur njё gjysmёgrupi S , qё ka tё 

paktёn dy elementё, pёrmban njё element “0 ”, tё tillё qё:  

 

                                                ,  0 0 0x S x x  

 

atёherё ky element quhet zero e gjysmёgrupit S  dhe S  quhet gjysmёgrup me zero. Edhe 

nё kёtё rast gjysmёgrupi nuk mund tё pёrmbajё mё shumё se njё zero. Kur gjysmёgrupi 

S  nuk ka zero, ne mund ta zgjerojmё atё duke i shtuar njё element qё e shёnojmё “0 ”, tё 

tillё qё:  

,  0 0 0s S s s  

 Formohet nё kёtё mёnyrё njё gjysmёgrup i ri me zero, tё cilin do ta shёnojmё 0S .  

Pra 0 {0}S S . 

 

Pёrkufizim 1.1.5. Njё element e  i njё gjysmёgrupi S  quhet idempotent, atёherё kur ёshtё 

i vёrtetё barazimi 2e e . 

Bashkёsinё e idempotentёve tё njё gjysmёgrupi S  e shёnojmё me ( )E S , ose kur nuk ka 

ngatёrresa e shёnojmё thjesht  E .  

Nёse A  dhe B  janё dy nёnbashkёsi tё njё gjysmёgrupi S , atёherё me simbolin AB  do 

tё kuptojmё bashkёsinё: 

{  }ab S a A b B  

 

Ndёrsa me veprim tё induktuar nga veprimi i gjysmёgrupit S  nё nёnbashkёsinё A  tё tij, 

do tё kuptojmё veprimin binar  nё A , tё tillё qё:  

 
2( , ) ,  a b A a b a b , 

 

ku veprimi nё anёn e djathtё tё barazimit ёshtё veprimi nё S . 

 

Pёrkufizim 1.1.6. Nё qoftё se njё nёnbashkёsi T e njё gjysmёgrupi S  ёshtё e 

qёndrueshme nё lidhje me veprimin e tij (dmth TT T ), atёherё T  sёbashku me 

veprimin e induktuar nga S  nё T  quhet nёngjysmёgrup i S . 

 

Pёrkufizim 1.1.7. Nё qoftё se A  ёshtё njё nёnbashkёsi e njё gjysmёgrupi tё dhёnё S , 

atёherё nёngjysmёgrupin mё tё vogёl tё S  qё pёrmban A , do ta quajmё nёngjysmёgrup 

tё S tё gjeneruar nga A . 

ku me nёngjysmёgrup mё tё vogёl qё pёrmban A  do kuptojmё nёngjysmёgrupin e S  qё 

pёrfshihet nё çdo nёngjysmёgrup tjetёr qё pёrmban A . Kёtё nёngjysmёgrup do ta 

shёnojmё A  ose nganjёherё edhe me A . 
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1.2  Idealet dhe homomorfizmat nё gjysmёgrupe 

 

 

Le tё jetё dhёnё njё gjysmёgrup S  dhe A  njё nёnbashkёsi e S . 

 

Pёrkufizim 1.2.1. Nёnbashkёsia A  e S  quhet ideal i majtё i gjysmёgrupit S , nё qoftёse 

SA A , ideal i djathtё nёse AS A  dhe ideal (ose ideal i dyanshёm) nёse A  ёshtё 

njёkohёsisht ideal i majtё dhe i djathtё i gjysmёgrupit S . 

Ёshtё e qartё se çdo ideal i njё gjysmёgrupi tё dhёnё ёshtё njёkohёsisht edhe 

nёngjysmёgrup i tij, ndёrsa e anasjella jo gjithmonё ёshtё e vёrtetё. Midis idealeve tё njё 

gjysmёgrupi S , vetё  S  ёshtё njё ideal sepse SS S . Nёse gjysmёgrupi S  pёrmban 

elementin zero, atёherё njё ideal tjetёr i S  ёshtё edhe bashkёsia {0} . Vёrtet, nga kuptimi 

i zeros kemi: 0S S0 {0} , ku me simbolin 0S  kuptojmё {0}S . Kёto dy ideale tё 

gjysmёgrupit S  quhen ideale jo tё mirёfillta tё tij, ndёrsa çdo ideal tjetёr I  i ndryshёm 

nga S  dhe nga {0}  ({0} I S) quhet quhet ideal i mirёfilltё i tij. 

 

Pёrkufizim 1.2.2. Ideali (ideali i majtё, ideali i djathtё) I  i njё gjysmёgrupi S , quhet 

minimal (minimal i majtё, minimal i djathtё) atёherё kur pёr çdo ideal (ideal tё majtё, 

ideal tё djathtё) J  tё  S  tё tillё qё J I  kemi J I . 

Nga tё gjithё idealet e njё gjysmёgrupi tё dhёnё S , njё rёndёsi tё veçantё paraqet studimi 

i idealeve kryesore. Le tё jetё S  njё gjysmёgrup dhe a  njё element i çfardoshёm i tij. 

Nёnbashkёsia Sa  e S  formon ideal tё majtё tё S , sepse  ( ) ( )S Sa SS a Sa . Njёlloj, 

mund tё themi se nёnbashkёsitё aS  dhe  SaS  formojnё pёrkatёsisht ideal tё djathtё dhe 

ideal tё gjysmёgrupit S . Natyrisht qё Sa , aS  dhe  SaS  mund tё mos pёrmbajnё 

elementin a . Nё kёto raste do tё shёnojmё: 

                                                       1 { }S a Sa a , 

                                                       1 { }aS aS a                              (1.2.1)      

         1 1 { }S aS SaS Sa aS a     

Dimё qё ideali i majtё minimal, i cili pёrmban elementin a  ёshtё  1 { }S a Sa a . Nё 

mёnyrё analoge kemi gjithashtu 1 { }aS aS a  dhe  1 1 { }S aS SaS Sa aS a  

janё pёrkatёsisht ideali i djathtё minimal dhe ideali minimal qё pёrmbajnё elementin a . 

Kёto ideale quhen ideale kryesore tё njё gjysmёgrupi. Ata shёnohen pёrkatsisht me 

l
a ,

r
a  dhe a , por nё disa raste pёrdoret edhe shёnimi ( )

l
a , ( )

r
a  dhe ( )a . 

Le tё jetё  njё pasqyrim i gjysmёgrupit ( , )S nё gjysmёgrupin ( , )T , ku pёr lehtёsi 

veprimet nё kёto dy gjysmёgrupe i kemi shёnuar me tё njёjtin simbol “ “ por duke qenё 

tё vetёdijshёm pёr ndryshimin midis tyre. Shёmbёllimin e njё elementi x S  sipas 

pasqyrimit  do ta shёnojmё x . 

Pёrkufizim 1.2.3. Pasqyrimi  i gjysmёgrupit ( , )S  nё gjysmёgrupin ( , )T  quhet 

homomorfizёm nё qoftё se:   
2( , ) ,  ( ) ( )( )x y S xy x y     (1.2.2) 
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Me simbolin S  do tё nёnkuptojmё nёnbashkёsinё e T  qё pёrbёhet nga tё gjitha 

shёmbёllimet e elementeve tё  S  sipas pasqyrimit , pra, 

 

{ }S s T s S         (1.2.3) 

 

Nё qoftё se homomorfizmi  ёshtё injektiv, atёherё ai quhet monomorfizёm, nё qoftё se 

ai ёshtё syrjektiv quhet epiomorfizёm. Nё rastin kur  ёshtё njёkohёsisht injektiv dhe 

syrjektiv, atёherё ai quhet izomorfizёm. Nёse homomorfizmi  ёshtё me fillim S  dhe 

mbarim  S , ai quhet endomorfizёm. Sё fundi, kur njё endomorfizёm ёshtё izomorfizёm, 

themi se kemi tё bёjmё me njё automorfizёm. Nёse  ёshtё njё izomorfizёm i 

gjysmёgrupit S  nё gjysmёgrupin  T , atёherё ata quhen gjysmёgrupe izomorfe dhe do tё 

shёnojmё simbolikisht S T . 

 

 

 

1.3   Gjysmёgrupet e rregullt, ortodoksё dhe inversivё 

 

 

Kёtu po japim disa pёrkufizime gjysmёgrupesh tё rёndёsishme, tё cilat, nё varёsi tё 

cilёsive specifike tё elementёve tё tyre nё pёrgjithёsi dhe tё idempotentёve nё veçanti, 

shfaqin veti tё caktuara. 

Miller dhe Clifford nё [3] dhanё kёto dy pёrkufizime, tё cilave iu referohet edhe Howie 

nё [2]:  

 

Pёrkufizim 1.3.1. Njё element a  i gjysmёgrupit S  quhet i rregullt nё qoftё se ekziston 

njё element x  nё S  i tillё qё axa a . 

 

Pёrkufizim 1.3.2. Njё gjysmёgrup S  quhet i rregullt nё qoftё se tё gjithё elementёt e tij 

janё tё rregullt. 

 

Pёrkufizim 1.3.3. Invers tё elementit a  tё njё gjysmёgrupi S  quhet elementi 'a S  i 

tillё qё 'aaa a   dhe ' ' 'aaa a  

Nga ky pёrkufizim rrjedhin dy gjёra tё rёndёsishme. Sё pari, çdo element i rregullt ka tё 

paktёn njё invers. Vёrtetё, nёse a  ёshtё i rregullt dhe  x  i tillё qё  axa a , atёherё 
'a xax  do jetё njё invers i elementit a . Sё dyti, elementёt ax  dhe xa  janё 

idempotentё. Njё element mund tё ketё mё shumё se njё invers dhe bashkёsinё e 

inversёve tё njё elementi a  e shёnojmё me ( )V a .  

Gjithashtu shohim se kur njё element a  ёshtё i rregullt, atёherё ,  a aS a Sa  dhe 

a SaS  dmth pёr idealet kryesore kemi:  
1

1

1 1

( ) ,   

( )

( )

r

l

a aS aS

a S a Sa

a S aS SaS
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Pёrkufizim 1.3.4. Njё gjysmёgrup S  quhet ortodoks atёherё kur ai ёshtё i rregullt dhe 

bashkёsia e idempotentёve tё tij formon nёngjysmёgrup. 

Nё [2] jepet njё teoremё pёr tё karakterizuar gjysmёgrupet ortodoksё. Kjo teoremё ёshtё 

formuluar dhe vёrtetuar nga Reilly dhe Scheiblich (1967) nё [4], e cila thotё: 

 

Teoremё 1.3.1. Njё gjysmёgrup i rregullt ёshtё ortodoks vetёm atёherё kur inversi i çdo 

idempotenti tё tij ёshtё idempotent. 

 

Ndёrsa Howie nё [2] vazhdon me njё plotёsim tё saj duke vёrtetuar kёtё teoremё: 

Teoremё 1.3.2. Njё gjysmёgrup i rregullt ёshtё ortodoks vetёm atёherё kur ёhtё i vёrtetё 

pohimi: 

                             ( , )  [ ( ) ( )   ( ) ( )]a b S V a V b V a V b      (1.3.1) 

 

Njё klasё tjetёr shumё e rёndёsishme e gjysmёgrupeve ёshtё ajo e gjysmёgrupeve 

inversivё. 

 

Pёrkufizim 1.3.5. Njё gjysmёgrup S  quhet gjysmёgrup inversiv nё qoftё se çdo element 

ka njё invers tё vetёm dmth: 

 

         1 1 1 1( )( )  [   ]a S a S aa a a a aa a       (1.3.2) 

 

dhe  1a  ёshtё i vetёm. 

Gjysmёgrupet inversive janё studiuar fillimisht nga Vagner (1952, 1953) nё [5] dhe nё 

mёnyrё tё pavarur nga Preston (1954) nё [6]. Vagner i quajti ato “Grupe tё pёrgjithsuara” 

dhe ky emёrtim ёshtё pёrdorur nё mёnyrё standarte nё literaturёn ruse. 

Pёrkufizimi 1.3.5. nuk ёshtё shumё i pёrshtatshёm dhe nuk pёrdoret shpesh pёr tё treguar 

qё njё gjysmёgrup ёshtё inversiv. Teorema e mёposhtme e dhёnё nё [2], i karakterizon 

gjysmёgrupet inversivё nga nёpёrmjet idempotentёve. 

 

Teoremё 1.3.3.  Nё njё gjysmёgrup S  pohimet e mёposhtme janё ekujvalente: 

(a)    S  ёshtё gjysmёgrup inversiv 

(b)    S  ёshtё gjysmёgrup i rregullt dhe idempotentёt e tij janё tё pёrkёmbyeshёm  

(c)   çdo idel kryesor i majtё dhe çdo ideal kryesor i djathtё pёrmban njё idempotent tё 

vetёm   

Pikat (b) dhe (c) tё teoremёs sё mёsipёrme janё ato qё pёrdoren zakonisht kur duam tё 

tregojmё se njё gjysmёgrup S  ёshtё inversiv. Kёshtu kёto dy pika mund shihen edhe si 

pёrkufizime tё gjysmёgrupeve inversive tё shprehur nё terma idempotentёsh. 
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1.4   Relacionet dhe kongruencat nё gjysmёgrupe 

 

 

Njё nga konceptet shumё tё rёndёsishme tё algjebrёs, dhe qё do tё na shoqёrojё gjatё 

gjithё kёtij punimi, ёshtё ai i relacionit nё njё bashkёsi jo boshe X . 

Pёrkufizim 1.4.1. Relacion binar nё njё bahskёsi X  quhet çdo nёnbashkёsi  e 

bashkёsisё prodhim kartezian X X .  

Meqenёse do tё merremi vetёm me relacionet binare, ne do tё pёrdorim thjeshtё fjalёn 

“relacion” duke nёnkuptuar ndryshimin. 

Nga pёrkufizimi bien nё sy dy relacione tё veçanta nё X : bashkёsia boshe  dhe 

X X , si nёnbashkёsi tё X X . Kёto dy relacione quhen jo tё mirёfillta dhe 

emёrtohen pёrkatsisht relacioni bosh dhe universal. Njё tjetёr relacion i veçantё, i cili 

luan njё rol tё rёndёsishёm nё bahskёsinё B (X )  tё relacioneve binare nё njё bashkёsi tё 

dhёnё X , ёshtё edhe relacioni idedentik, qё do tё shёnohet 1
X

dhe pёrcaktohet si mё 

poshtё: 

 

1 {( , ) : }
X

x x x X     (1.4.1) 

 

Pёrkufizim 1.4.2. Kompozim tё dy relacioneve , B (X ) do tё quajmё veprimin 

binar ” ” nё B (X ), tё pёrcaktuar si mё poshtё: 

 

{( , ) : ( )[( , )   ( , ) ]}x y X X z X x z z y     (1.4.2) 

 

Howie nё [2] ka provuar se veprimi i kompozimit ” ”, i pёrcaktuar si mё sipёr, nё 

bashkёsinё    B (X ) gёzon vetinё e shoqёrimit, dmth (B (X ), ) ёshtё gjysmёgrup.  

Tani po japim disa kuptime qё lidhen me njё relacion tё dhёnё  nё njё bashkёsi X : 

Bashkёsi pёrcaktimi tё relacionit  ose ndryshe domain tё , do tё quajmё bashkёsinё: 

 

dom( ) { : ( )[( , ) ]}x X y X x y                 (1.4.3) 

 

Ndёrsa, bashkёsi shёmbёllimesh tё relacionit  ose range  tё , do tё quajmё 

bashkёsinё:    

ran( ) { : ( )[( , ) ]}y X x X x y                  (1.4.4) 

 

Nga pёrkufizimi i relacionit rrjedh menjёherё se: 

 

  dom( ) dom( )  ran( ) ran( )    (1.4.5) 

 

Nёse x X , do tё shёnojmё me x  bashkёsinё e elementёve y X , pёr tё cilat kemi 

( , )x y . Pra,  

{ : ( , ) }x y X x y     (1.4.6) 

 

Ndёrsa, kur A  ёshtё nёnbashkёsi e X , atёherё do tё shёnojmё: 
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{ : }A a a A     (1.4.7) 

 

Pёrkufizim 1.4.3. Nёse  ёshtё njё relacion nё bashkёsinё X , atёherё relacion tё 

anasjellё tё tij do tё quajmё relacionin 1 , pёrsёri nё X , tё tillё qё: 

 
1 {( , ) : ( , ) ]}x y X X y x     (1.4.8) 

 

Pёrkufizim 1.4.4. Njё element  nё B (X ) quhet pasqyrim i pjesshёm i X -it  nё X , nё 

qoftё se pёr çdo x  nё dom( )  kemi  1x .  

dmth pёr çdo tre elementё  1 2, ,x y y   nё X  ёshtё i vёrtetё implikimi: 

 

1 2 1 2
[( , )   ( , ) ]  x y x y y y      (1.4.9) 

 

Pёrkufizim 1.4.5. Nё qoftё se pёr pasqyrimin e pjesshёm  nё X , kemi dom( ) X , 

atёherё ai quhet pasqyrim i X -it  nё  X . 

Bashkёsinё e pasqyrimeve tё pjesshёm nё njё bashkёsi X  do ta shёnojmё PT(X ), 

ndёrsa bashkёsinё e pasqyrimeve nё kёtё bashkёsi do ta shёnojmё me T(X ). Kёshtu 

mund tё shkruajmё  T(X )  PT (X )  B (X )  dhe pёr mё tepёr Howie nё [2] ka 

provuar se   T(X )  dhe  PT(X )  janё nёngjysmёgrupe tё B (X ) nё lidhje me veprimin e 

induktuar nё to tё kompozimit tё relacioneve. 

Meqё pёr relacionin  kemi dom( )  dhe pёr mё tepёr imlikimi (1.4.9) ёshtё i 

vёrtetё, atёherё ky relacion ёshtё i pёrfshirё nё  PT (X ),  por jo nё  T (X ), sepse 

dom( ) X  

 

Pёrkufizim 1.4.6.  Relacioni  nё X quhet reflektiv, nё qoftё se 1
X

, dmth pёr çdo x  

nё X  kemi ( , )x x  

 

Pёrkufizim 1.4.7.  Relacioni  nё X quhet simetrik, nё qoftё se 1 , dmth kur 

 

( , ) [( , ) ( , ) ]x y X x y y x     (1.4.10) 

 

Pёrkufizim 1.4.8.  Relacioni  nё X quhet kalimtar, nё qoftё se , dmth kur 

 

( , , ) [( , )   ( , )   ( , ) ]x y z X x y y z x z    (1.4.11) 

 

Pёrkufizim 1.4.9. Relacioni  nё X quhet relacion ekujvalence, nё qoftё se ai ёshtё 

njёkohёsisht reflektiv, simetrik dhe kalimtar. 

 

Pёrkufizim 1.4.10. Njё familje { : }
i
A i I  nёnbashkёsishё tё njё bashkёsie X quhet 

copёtim i saj atёherё kur, 

(a) çdo 
i
A  ёshtё jo boshe 
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(b) pёr tё gjitha ,i j  nё I kemi 
i j
A A  ose 

i j
A A  

(c) { : }
i
A i I X  

 

Nёse  ёshtё relacion ekujvalence, atёherё bashkёsinё: 

 

{  :  ( , ) }x y X x y  

 

do ta quajmё - klasё ose klasё ekujvalence tё elementit x . Nga pёrkufizimi 1.4.8. duket 

qartё se kur ( , )x y  atёherё x y  

Nga [2] (proposition 4.20) kemi kёtё pohim qё lidh copёtimin e njё bashkёsie X  me 

relacionet e ekujvalencёs nё tё: 

 

Pohim 1.4.1. Le tё jetё  njё relacion ekujvalence nё njё bashkёsi X . Atёherё familja e 

tё gjitha klasave tё ekujvalencёs, 

 

( ) { : }x x X     (1.4.12) 

 

ёshtё njё copёtim i X . Anasjellas, nё qoftё se { : }
i
A i I  ёshtё njё copёtim i X -it, 

atёherё 

( ) {( , ) : ( )( , )}
i

x y X X i I x y A     (1.4.13) 

 

ёshtё relacion ekujvalence nё X , dhe pёr mё tepёr kemi: 

 

     ( ( ))    dhe   ( ( ))      (1.4.14)   

 

Bashkёsinё e - klasave sipas relacionit  nё X  do ta quajmё bashkёsi faktor dhe do ta 

shёnojmё /X . 

 

Pёrkufizim 1.4.11. Relacioni i ekujvalencёs  nё S , ku  ( , )S  ёshtё gjysmёgrup, pёr tё 

cilin, 

( , , ) [( , ) ( , ) ]s t a S s t as at     (1.4.15) 

 

quhet kongruencё e majtё nё S . 

 

Pёrkufizim 1.4.12. Relacioni i ekujvalencёs  nё S , ku  ( , )S  ёshtё gjysmёgrup, pёr tё 

cilin, 

( , , ) [( , ) ( , ) ]s t a S s t sa ta     (1.4.16) 

 

quhet kongruencё e djathtё nё S . 

 

Pёrkufizim 1.4.13. Nёse relacioni i ekujvalencёs  nё S , ёshtё njёkohёsisht congruencё 

e majtё dhe e djathtё, atёherё  quhet kongruencё nё S . 
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Pёr relacionin  nё gjysmёgrupin S  qё gёzon pohimet (1.4.15) ose (1.4.16) do tё themi 

se ёshtё i pajtushёm pёrkatёsisht nga e majta ose nga e djathta me veprimin e 

gjysmёgrupit. Kur  ёshtё i pajtushёm njёkohёsisht si nga e majta ashtu edhe nga e 

djathta me veprimin e gjysmёgrupit, do tё themi se  ёshtё i pajtushёm me veprimin e 

kёtij gjysmёgrupi. 

Howie nё [2] ka tregur se kur  ёshtё kongruencё nё njё gjysmёgrup S , pasqyrimi:  

 

( / ) ( / ) /S S S , 

 

i tillё qё pёr çdo dy elementё a ,b  tё  /S , kemi:  

 

  [( ),( )] ( )a b ab         (1.4.17) 

 

ёshtё veprim binar nё /S  (dmth nuk varet nga pёrfaqёsuesit a  dhe b  tё klasave tё 

ekujvalencёs a  dhe b ). Pёr kёtё veprim do tё shёnojmё  ( ) ( ) ( )a b ab  dhe pёr 

mё tepёr ai ka edhe vetinё e shoqёrimit. Pra ( / ,  )S  ёshtё gjysmёgrup dhe do ta 

quajmё gjysmёgrup faktor i pёrcaktuar nga kongruenca  nё S . Veprimi “ ” i pёrcaktuar 

nga (1.4.17) nuk duhet ngatёrruar me veprimin e gjysmёgrupit S  edhe pse i kemi 

shёnuar njёlloj, por tё vetёdijshёm pёr ndryshimin thelbёsor midis tyre. 

 

 

 

1.5   Relacionet e Green-it nё gjysmёgrupe 

 

 

Le tё jetё S  njё gjysmёgrup dhe  1 1( ) { },   ( ) { }
r l
a aS aS a a S a Sa a  

pёrkatёsisht idealet kryesore tё djathtё dhe tё majtё tё gjeneruar prej elementit a  tё 

gjysmёgrupit S . J. A. Green (1951) nё [7], pёrcaktoi nё S  relacionet e mёposhtme: 

 

                                           a b   1 1 aS bS                           (1.5.1) 

                                            a b   1 1 S a S b                           (1.5.2) 

                                            a b  1 1 1 1 S a S b aS bS      (1.5.3) 

ndryshe mund tё shkruajmё: 

                                            a b   a  b                              (1.5.4) 

                                            a b   1 1 1 1 S a S b aS bS       (1.5.5) 

ose 

                                            a b                                         (1.5.6) 

                                            a b   
1 1 1 1 S aS S bS                      (1.5.7) 
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Relacionet  , , ,   dhe , tё pёrcaktuara si mё sipёr nё njё gjysmёgrup S  do ti 

quajmё relacione tё Green-it dhe provohet lehtё se ato janё relacione ekujvalence. 

Nё [2] ne gjejmё kёto dy lema tё rёndёsishme pёr relacionet dhe : 

 

Lema 1.5.1. Le tё jenё ,a b  dy elementё tё gjysmёgrupit S . Atёherё do tё kemi:  

         1.)  a b  vetёm atёherё kur ekzistojnё elementёt ,x y  nё 1S  tё tillё qё 

 

                                                   ,xa b yb a   

 

         2.)  a b  vetёm atёherё kur ekzistojnё elementёt ,u v  nё 1S  tё tillё qё  

 

                                                   ,au b bv a   

 

Lema 1.5.2.  ёshtё kongruancё e djathtё dhe ёshtё kongruencё e majtё   

Gjithashtu, Howie nё [2] vёrtetoi edhe pohimin: 

 

Pohim 1.5.1. Relacionet dhe janё tё pёrkёmbyeshёm dhe pёr mё tepër 

 

  =  =   = (1.5.8) 

 

Meqё    = rrjedh se   ёshtё ekujvalenca mё e vogёl qё pёrfshim ekujvalencat 

dhe . Njёlloj si nё lemёn 1.5.1, mund tё themi se do tё kemi a b  vetёm atёherё kur 

ekzistojnё elementёt , , ,x y u v  nё 1S  pёr tё cilat kemi ,xay b ubv a . Duke patur 

parasysh edhe barazimet e fundit, nxjerrim si konkluzion se   dhe . Kёshtu, 

meqё  ёshtё ekujvalenca mё e vogёl qё pёrfshin ekujvalencat dhe  rrjedh qё  . 

Njё shembull qё tregon se kjo pёrfshirje ёshtё rigoroze e ka sjellё Green nё [7].  

Është e qartë se në gjysmëgrupet ndërrues kemi:    = = = = . Gjithashtu 

Howie në [2] thekson se në gjysmëgrupet e fundme dhe në ato periodikë kemi barazimin 

= . 
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Kapitulli 2 

 

2.  GJYSMËGRUPET ABUNDANTË 

 

 

2.1   Relacionet e përgjithsuara të Green-it  , ,  ,  dhe    
 

 

 

Le të jetë S  një gjysmëgrup çfardo. F. Pastijn nё vitin 1975, nё artikullin e tij “A 

representation of a semigroup by a semigroup of matrices over a group with zero”, 

Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249, futi pёr herё tё parё kutimin e relacioneve tё 

pёrgjithsuara tё Green-it  relacionet  dhe . Mё vonё J. Fountain nё [9] i pёrkufizoi 

ato si mё poshtё: 

 

Pёrkufizim 2.1.1.  [9] Për dy elemente a  dhe b  të njё gjysmёgrupi S  do të themi se 

( , )a b  vetëm atëherë kur ( , )a b  në ndonjë gjysmëgrup 'S  që e përfshin 

gjysmëgrupin S  si nëngjysmëgrup të tij. 

 

Pёrkufizim 2.1.2.  [9] Për dy elemente a  dhe b  të njё gjysmёgrupi S  do të themi se 

( , )a b  vetëm atëherë kur ( , )a b  në ndonjë gjysmëgrup 'S  që e përfshin 

gjysmëgrupin S  si nëngjysmëgrup të tij. 

Nga përkufizimet e mësipërme rrjedh menjëherë se relacionet   dhe  janë përkatsisht 

kongruencë e majtё dhe kongruencë e djathtё në S. Gjithashtu, si edhe për relacionet e 

Grinit   dhe  në një gjysmëgrup S , çdo veti e formuluar apo vërtetuar për relacionin 

  mund të formulohet dhe vërtetohet në mënyrë duale vetia koresponduese edhe për 

relacionin . 

 

Pёrkufizim 2.1.3. [9]  Për dy elemente a  dhe b  të njё gjysmёgrupi S  do të themi se 

( , )a b  vetëm atëherë ( , )a b ose ( , )a b . Pra  = =

 

Pёrkufizim 2.1.4. [9]  Një ideal i djathtё (i majtё) I  i një gjysmëgrupi S  quhet  * - ideal 

i djathtё   (i majtё), në qoftë se për çdo a I  kemi *

a
R I  ( *

a
L I ). 

 

Pёrkufizim 2.1.5. [9]  Një nënbahskësi I  e një gjysmëgrupi S  quhet * - ideal, në qoftë se 

është njëkohësisht * - ideal i majtё dhe i djathtё i S . 

Idealin minimal të djathtё (të majtё) që përmban elementin a S  do ta shënojmë *( )R a [
*( )L a ]. Këto * - ideale quhen përkatsisht * - ideal kryesor i djathtё dhe * - ideal kryesor i 

majtё të përftuara nga elementi a S . Ndërsa * - idealin e dyanshëm minimal që 

përmban elementin a S  do ta shënojmë 
*( )J a . Nga ky përcaktim është e qartë se  
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* *( ) ( )R a J a  dhe * *( ) ( )L a J a . Ekzistenca e *( )R a , *( )L a  dhe *( )J a  garantohet nga 

fakti se vetë  S  është njëkohësisht * - ideal i djathtё, i majtё dhe  * - ideal i S . 

 

Pohim 2.1.1. [9] Për dy elemente ,a b  të një gjysmëgrupi S  janë të vërteta: 

                        1)  ( , )a b  vetëm atëherë kur * *( ) ( )R a R b  

                        2)  ( , )a b  vetëm atëherë kur * *( ) ( )L a L b    

 

Tani mund të japim edhe përkufizimin e relacionit   në një gjysmëgrup S : 

 

Pёrkufizim 2.1.6. [9]  Për dy elemente a  dhe b  të njё gjysmёgrupi S  do të themi se 

( , )a b  vetëm atëherë kur * *( ) ( )J a J b .  

Për të vërtetuar direkt nga përkufizimi që ( , )a b  në njё gjysmёgrup S  është disi e 

vështirë, sepse gjysmëgrupe që përfshijnë S -në si nëngjysmëgrup të tyre mund të ketë 

shumë. Fountain në [9], duke u bazuar në [10] dhe [11], për të treguar se ( , )a b  ka 

dhënë si alternativë shumë efikase lemën e mëposhtme: 

 

Lemë 2.1.1. [9] Le të jetë S  një gjysmëgrup dhe ,a b S . Atëherë konditat e mëposhtme 

janë ekuivalente: 

1) ( , )a b [ ( , )a b ] 

2) Për çdo 1,x y S , kemi  ax ay bx by ,  [xa ya xb yb ]  

 

Nga kjo lemë merret menjëherë ky rrjedhim: 

 

Rrjedhim 2.1.1. [9] Në qoftë se e  është një idempotent i gjysmëgrupit S  dhe a S . 

Atëherë konditat e mëposhtme janë ekuivalente: 

 

1) ( , )e a [ ( , )e a ] 

2) ae a  dhe për çdo 1,x y S , kemi  ax ay ex ey   

           [ea a  dhe për çdo 1,x y S , kemi  xa ya xe ye ]   
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2.2   Gjysmёgrupet abundantë dhe disa nënklasa të tyre 

 

  

Gjysmëgrupet abundantë kanë qenë objekt i studimit të shumë matematikanëve 

algjebristë që merren me studimin e gjysmëgrupeve. Fillimet e studimit të tyre datojnë 

qysh prej viteve ’70 dhe ka patur shumë punime mbi këto lloj gjysmëgrupesh. Siç do të 

shohim në vijim, klasa e këtyre gjysmëgrupe është një zgjerim i klasës së njohur të 

gjysmëgrupeve të rregullt. Kështu qëllimi i algjebristëve që janë marrë me studimin e tyre 

ka qenё që shumë veti të gjysmëgrupeve të rregullt ti shtrijnë edhe për klasën e 

gjysmëgrupeve abundantë.  

 

Përkufizim  2.2.1. [9] Një gjysmëgrup do të quhet abundant atëherë kur çdo  - klasë 

dhe çdo  - klasë e këtij gjysmëgrupi përmban të paktën një idempotent.  

Ndryshe, themi se gjysmëgrupi S quhet abundant vetëm atëherë kur: 

 

,  R ( ) L ( )
a a

a S E S E S
 

 

Meqenëse në gjysmëgrupet e rregullta, çdo  - klasë dhe çdo - klasë përmban një 

idempotent dhe meqenëse çdo gjysmëgrup përfshin vetveten atëherë rrjedh menjëherë se 

çdo gjysmëgrup i rregullt është abundant. Abundantë janë gjithashtu edhe gjysmëgrupet 

orthodoksë dhe inversivë. Pra klasa e gjysmëgrupeve abundantë përfshin klasën e 

gjysmëgrupeve të rregullt. 

Kёtu mё poshtё po japim pёrkufizimin e disa nёnklasave tё gjysmёgrupeve abundant. 

 

Përkufizim  2.2.2. [13] Gjysmëgrupi abundant S  quhet kuasi – adekuat vetëm atëherë 

kur ( )E S  është nëngjysmëgrup i tij. 

 

Përkufizim  2.2.3. [13,14] Gjysmëgrupi quasi – adekuate S  quhet adekuat vetëm atëherë 

kur ( )E S  është nëngjysmëgrup ndërrues i tij. 

Nga këto përkufizime rrjedh menjëherë se klasa e gjysmëgrupeve kuaziadekuatë përfshin 

atë të gjysmëgrupeve ortodoksë dhe klasa e gjysmëgrupeve adekuatë përfshin atë të 

gjysmëgrupeve inversivë.  

Në [14], (proposition 1.3 (4)) jepet ky pohim për të karakterizuar gjysmëgrupin adekuat:  

 

Pohim 2.2.1. Një gjysmëgrup S  është adekuat vetëm atëherë kur çdo – klasë dhe çdo  

– klasë përmban një idempotent të vetëm dhe gjysmëgrupi < ( )E S  > ( )E S  është i 

rregullt.  

Ne do të shënojmë me a  dhe  a  idempotentët e vetëm respektivisht të klasave 
a
R  dhe 

a
L  për çdo element a S , ku S  është një gjysmëgrup adekuat. Kështu që 

{ } ( )
a

a R E S  dhe  { } ( )
a

a L E S . Nga ky përcaktim i elementëve a  dhe a , 
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rrjedh menjëherë se: a a a aa a aa , për më tepër, për a S  dhe ( )e E S  do 

të kemi gjithashtu: ( )ea ea  dhe ( )ae a e . 

 

 Përkufizim  2.2.4. [9] Gjysmëgrupi abundant S  quhet superabundant  vetëm atëherë 

kur çdo    - klasë e tij përmban të paktën një idempotent. 

Ne do të tregojmë se për çdo element aS,  kemi Ra  R
a . Gjithashtu, do të sjellim 

shembuj që tregojnë përfshirjen e mirfilltë të klasës së gjysmëgrupeve të rregullt në 

klasën e gjysmëgrupeve abundantë, të klasës së gjysmëgrupeve kuazi-adekuatё në klasën 

e gjysmëgrupeve orthodoksë dhe të klasës së gjysmëgrupeve adekuatë në klasën e 

gjysmëgrupeve inversivë.  

Shënojmë Ra dhe R
a përkatsisht klasat e ekujvalencës të elementit a sipas relecioneve  

dhe   në S. Pra do të kemi: 

 

Ra = {x S / x a }   dhe   R
a = { x S / x a } 

 

Nëse b Ra atëherë do të kemi: 

 

b a    (a)r = (b)r   aS
1
 = bS

1
 

 

 që do të thotë se ekzistojnë elementët s,t S
1
 për të cilat  a = bs  dhe  b = at. Në këto 

kushte, për çdo  x,y  S
1
  janë të vërteta implikimet: 

 

xa = ya    xa t = ya t    xb = yb    

dhe    

xb = yb    xb s = yb s    xa = ya 

 

Pra,  xa = ya    xb = yb. Kështu, duke shfrytëzuar vërejtjen 2.1.1. rrjedh se  b a  ose  

b  
a
R

 
Kemi treguar që për çdo  a  S,  Ra  R

a.  Nga sa pamë më sipër për  - klasat  

dhe  - klasat në një gjysmëgrup 

S, do të kemi këtë paraqitje  të tyre 

me anë të diagramave të Venit: 

Pra, mund të konkludojmë se çdo 

 - klasë është bashkim  -

klasash. Pra, R
a =

a

x

x R

R .                                        

El. Qallali në [12] tregoi se kur elementët a dhe b të gjysmëgrupit S  janë të rregullt, 

atëherë kemi a b  ab 
 
dhe  për më tepër, kur S është gjysmëgrup i rregullt kemi    
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=  . Në mënyrë duale tregohet se të gjitha vetitë që pamë më lart për relacionin   

janë të vërteta edhe për relacionin . 

Tani do të sjellim dy shembuj që tregojnë përfshirjen e mirfilltë të klasave të 

gjysmëgrupeve të rregullt, orthodoksë dhe inversivë, përkatsisht në klasat e 

gjysmëgrupeve abundantë, kuazi-adekuatë dhe adekuatë. 

 

Shembull  2.2.1. Në bashkësinë  S = N x{1} = {(n,1) / n  N } ku N është bashkësia e 

numrave natyrorë dhe 1 njëshi i numrave natyrorë, përcaktojmë veprimin  “” të tillë që: 

 
2(( ,1), ( ,1)) ,  ( ,1) ( ,1) ( ,1)n m S n m nm  

 

Nga vetia e shoqërimit e shumëzimit të zakonshëm në bashkësinë e numrave natyrorë N 

rrjedh menjëherë vetia e shoqërimit e shumëzimit “” në S. Kështu  (S, ) është 

gjysmëgrup.  

Le të jetë (k,1) një idempotent në S. Atëherë kemi: 

 
2 2( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ,1) 1k k k k k k k k  

 

Kjo tregon se i vetmi idempotent në S është elementi (1,1). Pra, 

 

E(S) = {(1,1)} 

 

Nëse (n,1) është një element çfardo i gjysmëgrupit S atëherë shohim se: 

 

1)  (1,1)(n,1) = (n,1) 

 

2)  Për çdo dy elementë  (x,1), (y,1)  në S kemi: 

       (x,1)(n,1) = (y,1)(n,1)    (xn,1) = (yn,1)  

                                                xn = yn  

                                                x = y  

                                                (x,1) = (y,1)  

                                                (x,1)(1,1) = (y,1)(1,1) 

Nga 1) dhe 2), si dhe në bazë të rrjedhimit 2.1.1, rrjedh se (1,1) (n,1). Në të njëjtën 

mënyrë tregohet se (1,1)(n,1). Kështu konkludojmë se çdo  - klasë dhe çdo - klasë 

e gjysmëgrupit S  përmban idempotentin (1,1). Pra gjysmëgrupi (S, ) është abundant. Në 

fakt, për rastin konkret kemi një  - klasë dhe një - klasë të vetme që përputhen me 

vetë S, dmth  S x S =  
 
=  
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Meqё  E(S) = {(1,1)} dhe (1,1)(1,1) = (1,1) rrjedh që E(S) është nëngjysmëgrup ndërrues 

i S, që do të thotë se S është njëkohësisht kuazi-adekuat dhe adekuat. 

Por  (S, ) nuk është i rregullt dhe për pasojë as ortodoks e as inversiv, sepse asnjë 

element i S përveç (1,1) nuk është i rregullt. Vërtetë sikur për ndonjë element (n,1) të 

ekzistonte elementi (p,1) i tillë që:   

(n,1)(p,1)(n,1) = (n,1) 

atëherë do të kishim:  

(npn,1) = (n,1)  prej nga  npn = n  ose np = 1  dmth  n = 1  dhe  p = 1. 

Ky shembull tregon qartë se klasat e gjysmëgrupeve të rregullta, orthodoksё dhe 

inversivë përfshihen në mënyrë të mirfilltë përkatsisht tek klasat e gjysmëgrupeve 

abundantë, kuaziadekuatë dhe adekuatë.  

 

Shembull  2.2.2. Nga sa treguam në shembullin 1, rrjedh menjëherë se edhe gjysmëgrupi 

(N,) ku N është bashkësia e numrave natyrorë dhe “”, shumëzimi i zakonshëm në N, 

është gjithashtu një gjysmëgrup me cilësitë e gjysmëgrupit (S,) të shqyrtuar më sipër.  

Një fakt interesant është se në [15], Sabine Koppelberg, ka përkufizuar në mënyrë të 

pavarur gjysmëgrupet abundantë duke u bazuar tek idealet minimale. Ne këtu nuk do të 

ndalemi gjatë, por vetëm do të tregojmë se këta dy përkufizime nuk janë ekuivalentë. 

Konkretisht, me anë të një kundёrshembulli do të tregojmë se nga përkufizimi i 

gjysmëgrupeve abundantë sipas   - relacioneve   dhe  nuk rrjedh ai sipas idealeve. 

Ndërsa lidhje më të hollësishme midis tyre do të jenë objekt i studimit të mëtejshëm të 

gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Përkufizim 2.2.5. [15]
 
Një ideal i majtё L në  S  quhet minimal, atëherë kur çdo ideal i 

majtё që përfshihet në L përputhet me vetë L. 

 

Në mënyrë të ngjashme jepet edhe kuptimi i idealit minimal të djathtë. 

 

Përkufizim 2.2.6. [15] Një gjysmëgrup S do të quhet abundant (sipas idealeve) atëherë 

kur plotësohen njëkohësisht dy kushte: 

(1) Çdo ideal i majtë në S pëmban një ideal të majtё minimal  

(2) Çdo ideal i majtё minimal i S, përmban një idempotent 

Ne do të tregojmë se përkufizimet e gjysmëgrupeve abundantë sipas - relacioneve dhe 

sipas idealeve minimalë të dhënë më sipër, nuk janë ekujvalentë.  

 

Kundёrshembull  2.2.1. Le të jetë  S = {01, 02, 03, …. 0i, …} dhe “” shumëzim në  S  i 

përcaktuar si më poshtë: 

                                               0i  0j = 0k    ku  k = max{i, j} 

 

Është e qartë se shumëzimi i përcaktuar në S gëzon vetinë e shoqërimit. Pra (S,) është 

gjysmëgrup. Gjithashtu, nga ky përcaktim rrjedh se   
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i  N,  0i  0i = 0i  

 

Kjo do të thotë se çdo element i S është idempotent, dmth S është gjysmëgrup abundant 

sipas  - relacioneve   dhe  .   

Nga ana tjetër, le të supozojmë se L është një ideal i majtё i këtij gjysmëgrupi dhe n 

indeksi më i vogël elementëve të L. Nёse 0i  L, atёherё n  i  dhe  SL = L. Vërtetë, meqë 

L është ideal i majtë atëherë  SL  L. Por kemi të vërtetë edhe përfshirjen L  SL, sepse 

çdo element  0i  L  shkruhet në formën  0i  0i  dhe se  0i  0i   SL.  

Tani, meqë  0n  L  dhe për çdo i > n,  kemi  0i  = 0i  0n    SL = L, do të  rrjedhë:  

                                  
                                                      L = {0n, 0n+1, 0n+2, …. } 

Kështu kemi treguar se kur L është një ideal i majtё i S atëherë ai është i formës së 

treguar më sipër. Por, nga përcaktimi i veprimit në gjysmëgrupin S  është e vërtetë 

gjithashtu se çdo nënbashkësi e S e formës:  

 

                                                     Ln = {0n, 0n+1, 0n+2, …. }     (2.2.1) 

 

është ideal i majtё në S. Kjo do të thotë se idealet e majta në S janë vetëm ato të formës së 

mësipërme (2.2.1), për  n  N. 

Tani është e qartë se nga vetë trajta e idealeve të majta  Ln, asnjëri prej tyre nuk përmban 

ideal minimal, sepse për këto ideale ne mund të shkruajmë: 

 

L1  L2  L3 ….. Li ….. 

 

Pra cënohet pika (1) e përkufizimit të gjysmëgrupeve abundantë sipas idealeve, që do të 

thotë se S  nuk është abundant sipas këtij përkufizimi.  

Kështu, nga kundërshembulli i mësipërm arrijmë në përfundimin se përkufizimet e 

gjysmëgrupeve abundantë sipas  - relacioneve  ,  dhe idealeve, nuk janë 

ekujvalentё.  

Po japim tani përkufizimet e disa tipeve të tjerë gjysmëgrupesh abundantë. 

 

Përkufizim  2.2.7. [17,18] Gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë kur 

pёr çdo element a  nga S  dhe pёr pёr çdo idempotent e  nga ( )E S  tё kemi: 

eS aS eaS     dhe   Se Sa Sae  

J. B. Fountain në [14] dhe  M. V. Lawson në [16], kanë dhёnё edhe njё pёrkufizim tjetёr 

pёr gjysmёgrupet adekuatё tё tipit A: 

 

Përkufizim  2.2.8. [14,16] Gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë kur 

pёr çdo element a  nga S  dhe pёr pёr çdo idempotent e  nga ( )E S  tё kemi: 

 

( )ea a ea     dhe   ( )ae ae a  
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Ne nuk po ndalemi kёtu pёr tё treguar ekujvalencёn e këtyre dy pёrkufizimeve, sepse nuk 

ёshtё ky qёllimi ynё. 

 

Përkufizim 2.2.9. [19] Një gjysmëgrup abundant S quhet idempotent-connected (shkurt 

IC) nëse për çdo a  S  ekzistojnë 
*( ) aa E S R  , 

* *( ) aa E S L   dhe bijeksjoni          

: < a
+ 

>  < a
 
>  i tillë që  ( )xa a x   për të gjitha  x  < a

+ 
>   

Le të jetë S një gjysmëgrup abundant me bashkësi idempotentësh  E  dhe  U  një 

nëngjysmëgrup i tij. 

 

Përkufizim 2.2.10. [12] Nëngjysmëgrupi  U  i S  do të quhet -nëngjysmëgrup i majtё (i 

dhjatht) i  S  në qoftë se për çdo a U,  ekziston e U E(S)  i tillë që:   

a(S)e   [a(S)e] 

Në rastin kur U është njëkohësisht -nëngjysmëgrup i majtё dhe i djathtё i S, atëherë  U  

do të quhet -nëngjysmëgrup i S. 

Në [12], El – Qallali, me anë të lemës së mëposhtme tregon se si mund të gjendet një                

-nëngjysmëgrup i një gjysmëgrupi abundant S: 

 

Lema 2.2.1. [12] Nëqoftë se S është një gjysmëgrup abundant dhe  e  një idempotent i tij, 

atëherë eSe  është - nëngjysmëgrup i S.  

Duke u nisur nga përkufizimi për nëngjysmëgrupin transversal inversiv S
o
 të një 

gjysmëgrupi të rregullt S, i dhënë në [20] nga D.B. McAlister dhe T.S. Blyth, A. El. 

Qallali në [18] ka dhënë këtë përkufizim të ngjashëm në gjysmëgrupet abundantë: 

 

Përkufizim 2.2.11. [18] Le të jetë  S
o
  një -nëngjysmëgrup adekuat i gjysmëgrupit 

abundant S dhe E
o 

semillatica e idempotentëve të S
o
. Atëherë S

o
 do të quhet adekuat 

transversal për S nëse për çdo element  x S, ekziston një element i vetëm  x
o

S
o
 dhe 

idempotentët  e, f  E(S) të tillë që      x = ex
o
f,  ku  ex

o+
 dhe  f x

o për  x
o+

, x
o E

o
.  

A. El. Qallali në [18] ka treguar se idempotentët  e dhe  f  janë të vetmit elementë të 

përcaktuar nga x dhe të tillë që  ex  dhe  f x  në S. Ne do ti shënojmë ato pёrkatsisht 

me  ex  dhe  fx. Në [21] X. J. Kong ka vërtetuar pohimin e mëposhtëm: 

 

Pohim 2.2.2. [21] Nëse S
o
 është një nёngjysmёgrup adekuat transversal i një gjysmëgrupi 

abundant S, dhe a,b S
o
, c S janë të tillë që acb, atëherë c  S

o
.   

Duke u bazuar në pohimin e mësipërm, Xiangjun Kong dhe Pei Wang në [22] vërtetuan 

dy pohime të tjerë të rëndësishëm: 

 

Pohim 2.2.3. [22] Nëse S është një gjysmëgrup abundant me një adekuat transversal S
o
, 

atëherë çdo element i rregullt  x S  ka një invers të vetëm në S
o
, pra 1oV x S    

 

Pohim 2.2.4.  [22] Le të jetë S një gjysmëgrup abundant me një  adekuat transversal S
o
. 

Në këto kushte, gjysmëgrupi  S  do të jetë i rregullt vetëm atëherë kur S
o
 është gjysmëgrup 

inversiv.   
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Kapitulli 3 

 

3.  GJYSMЁGRUPET KUAZI-ADEKUATЁ 

 

 

 

Siç pamë në kapitullin paraardhës, gjysmëgrupet kuazi-adekuatë përbënin një nënklasë të 

klasës së gjysmëgrupeve abundantë, ku bashkësia e idempotentëve të një gjysmëgrupi të 

tillë formonte nëngjysmëgrup. Në këtë kapitull ne do të ndalemi fillimisht në disa veti 

kryesore të gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë duke përgatitur terrenin për ndërtimin e një 

lloji të veçantë gjysmëgrupi kuazi-adequat që do përbëjë dhe pjesën kryesore të këtij 

kapitulli.  

  

 

3.1. Disa njohuri bazë mbi gjysmëgrupet kuazi-adekuatë 

 

 

El-Qallali në [12] futi konceptin e idempotentit medial dhe medial normal në 

gjysmëgrupet abundantë. Le të jetë  S  një gjysmëgrup abundant dhe  E  bashkësia e 

idempotentëve të tij. 

 

Përkufizim 3.1.1. [12] Një idempotent  u  i gjysmëgrupit abundant S  quhet medial, në 

qoftë se  

                                                            ( ),  x E S xux x  
 

 ku ( )E S E  ёshtё nёngjysmёgrupi i S  i gjeneruar prej idempotentёve tё tij ( )E S E
. 

 

Përkufizim 3.1.2. [12] Një idempotent medial  u  i njё gjysmёgrupi abundant quhet 

normal, në qoftë se banda uEu  është ndërruese.  

Është evidente që uEu  është bandë idempotentësh sepse ,x uEu  kemi: 

 
2 ( )x x x uyu uyu u yuy u uyu x  

 

dhe për çdo dy elementë ,uxu uyu uEu  

 

( )uxu uyu u uxu uyu u uEu  

 

sepse prodhimi uxu uyu  është element i E  si prodhim dy idempotentësh. 

 

Pohim 3.1.1. [12] Nëqoftëse S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një 

idempotent medial u, atëherë kemi: 
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,  ,  ,  
x x

x S e R E f L E x eux xuf euxuf
 

 

Vёrtet, nga rrjedhimi 2.1.1  rrjedh:  

 

( , )
x

e R E e x x ex eue x eu ex eux , 

dhe 

( , )
x

e L E e x x xf x fuf xf uf xuf  
 

Kështu nga x eux  dhe x xuf  ne kemi x euxuf   

 

Pohim 3.1.2. [23] Nëqoftë se S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një 

idempotent medial  u , atëherë  uS ,  Su ,  dhe  uSu  janë gjysmëgrupe kuasi-adekuate të 

tilla që:  

( ) ,  

( ) ,  

( )

E uS uE uE

E Su Eu Eu

E uSu uEu uEu
  

 

Përkufizim 3.1.3.  [24] Një element u  i një gjysmëgrupi S  quhet njësh i mesëm i S  në 

qoftë se aub ab  për të gjithë elementët ,a b S . 

 

Është evident fakti se katrori i njёshit tё mesёm 2u  është idempotent, por nuk mund të 

themi të njëjtën gjë për elementin u  

 

Përkufizim 3.1.4. [2] Një bandë E  quhet normale atëherë kur për çdo tre elementё 

, ,e x y E  kemi:   
exye eyxe  

 

Lema 3.1.1.  [23] Nëse E  është bandë që përmban një idempotent medial normal  u , 

atëherë E  është bandë normale.  

Duke shfrytzuar lemёn e mёsipёrme ne kemi vёrtetuar lemёn e mёposhtme e cila do tё na 

shёrbej mё pas kur tё kalojmё nё ndёrtimin e gjysmёgrupit kuazi-adekuat: 

 

Lema 3.1.2. Nëse S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një idempotent medial 

normal u , atëherë S është kuazi-adekuat vetëm kur  u  është njësh i mesëm në S . 

Vërtetim: Nëse u  është njësh i mesëm në  S , atëherë për të gjithë x,y në E  kemi: 

 

                        2( )xy xy xy x uyu uxu y x uxu uyu y xx yy xy  
 

që do të thotë se S  është gjysmëgrup kuazi-adekuat.  

Anasjellas, supozojmë që S  është gjysmëgrup kuazi-adekuat. Atëherë E  është bandë 

dhe pёr mё tepёr bandё normale (lema 3.1.1). Atёherё nёse  ,e f E   do tё kemi: 
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( ) ( ) ( )

     ( ) ( )

     ( )

     ( ) ( )

     

euf euf uu euf e u fu e uf

e fu u e uf e f ue u f

e f u ue f

ef u ef

ef

 

 

Barazimi  euf = ef  do tё thotё  u është njësh i mesëm nё E . Por meqë S  është kuazi-

adekuat, atёherё për të gjithë ,x y S , do tё ekzistojnë ,e f E  të tilla që  x e  dhe  

yf   prej  nga rrjedh se  x = xe   dhe   y = fy.  Nё kёto kushte do të kemi:  

 

                                ( )xuy xe u fy x euf y x ef y xe fy xy   

 

që tregon se u është njësh i mesëm në S . 

 

 

 

3.2. Ndërtimi i gjysmëgrupit kuazi-adekuat që përmban një idempotent medial  

       normal 

 

 

Në këtë pjesë ne do të përshkruajmë ndërtimin e gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë të cilët 

përmbajnë një idempotent medial normal. Ky ndërtim do të realizohet nëpërmjet një 

bande  E   e cila përmban një idempotent medial normal  u  dhe një gjysmëgrupi adekuat  

S  me semillaticë idempotentësh 0E uEu . 

Tani le të jetë E  një bandë që përmban një idempotent medial normal u  dhe S  një 

gjysmëgrup adekuat me semillaticë idempotentësh 0E uEu . Le të jenë  dhe    

relacionet e Grinit në E .  Nga lema 3.1.1. rrjedh që E  është bandë normale dhe për më 

tepër do të jetë e vërtetë kjo lemë: 

 

Lema 3.2.1.  [23] Nëse  , ,  ,x y S e f E   dhe   ex ,   f y ,  atëherë   

(1)   xefy xy              

(2)   ( ) ( ) ,  ( ) ( )xef xy efy xy    

Le të marrim në konsiderate bashkësinë:  

 

K = K(E, S) = { (e, x, f)  Eu  S uE  :  e x , f x } 

 

Dhe përcaktojmë në K veprimin binar algjebrik si më poshtë: 

 

(e, x, f) (g, y, h) = ( ( ) , ,( ) )e xy xy xy h  
 

Ky veprim është i mirëpërcaktuar sepse: 



22 

 

                                   e x  e( )xy  ( )x xy  e( )xy ( )xy    

 

dhe dualisht do tё kemi gjithashtu edhe ( )xy h *( )xy , që do të thotë se  

 

( ( ) , ,( ) )e xy xy xy h Eu S uE K  
 

Duke u nisur nga sa thamë më sipër, rrjedh vërtetësia e kësaj teoreme konstruksioni: 

 

Teoremë  3.2.1.  
            1)   K  me veprimin e mësipërm të përcaktuar në të është gjysmëgrup 

            2)   E(K) = { (e, x, f)  K : x  E
0
} 

3)  K  është gjysmëgrup kuazi-adekuat 

4)     ( , , )u u u u  është idempotent medial normal në  K 

5)  E(K) E   dhe  u K u S  

Vërtetim:  

1) Le të jenë  (e, x, f), (g, y, h), (s, z, t)  K. Shohim që: 

 

   [(e, x, f) (g, y, h)] (s, z, t) = [ e( )xy , xy ,( )xy h ] (s, z, t) = 

                                           = (e( )xy ( )xyz , xyz , ( ) )xyz t  = 

                                           = (e(( ) ( ) )xy xy z , xyz , ( ) )xyz t  = (e( )xyz , xyz , ( ) )xyz t  
 

Në mënyrë të ngjashme gjejmë gjithashtu: 

 

(e, x, f) [(g, y, h) (s, z, t)] = ( e( )xyz , xyz , ( )xyz t ) 
 

Kështu veprimi i përcaktuar më sipër në  K  gëzon vetinë e shoqërimit, dmth K është 

gjysmëgrup në lidhje me këtë veprim. 

2)   Nëse  (e, x, f)  E(K)  atëherë   

(e, x, f) 
2
 = (e( )xx , xx, ( )xx f )  =  

                          = (e( )xx , xx, ( )xx f )=  (e, x, f) 

Pra,  
2x xx x 0E  

Anasjellas,  nëse (e, x, f)  K  dhe 
2x x 0E  , do të kemi:  

 

(e, x, f) 
2
 = (e( )xx , xx, ( )xx f) =  

    =  (ex , x, x f) = 

                                                            =  (e, x, f) 

kështu që 

       E(K)  = {  (e, x, f)  K :  
0  }x E

 
 

3) Nëse (e, x, f)  K, mund tё provojmё qё(e, x, f)  (e, x , f)  në  K  ku (e, x , f)  E(K) 
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Së pari  shohim se: 

                                (e, x, f) (e, x , f) = ( e ( x x )
+
, x x ,( x )x  f ) =  

                                                           = ( e x
+
, x , x f ) =  

                                                           = (e, x, f) 

 

Së dyti  nëse  (g, y, h), (s, z, t)  K  do të kemi: 

 

(e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t)    (e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t) 

Por, 

(e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t) ( ( )e xy , xy ,( ) )xy h  = ( ( )e xz , xz ,( ) )xz t    

prej nga 

( )e xy  ( )e xz xy xz  ( )xy h ( )xz t   (i) 
dhe 

(e, x , f) (g, y, h) = ( ( )e x y , x y ,( ) )x y h    (e, x , f) (s, z, t) = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t  
 

Pra na duhet të tregojmë se: 

 

( ( )e x y , x y ,( ) )x y h = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t  
 

Për komponentët e mesit vërejmë se nga x  E  dhe x  x  në  S, do tё rrjedhё:  

 

xy xz x y x z    (ii) 

prej nga  

e( ) ( )x y e x z    (iii) 

 

Nnёrsa, për komponentin e tretë shohim që:  

 

                                           x  x  x y  xy ( )x y  ( )xy  
 

Kështu, ( )x y  = ( )xy  dhe në mënyrë të ngjashme ( )x z  = ( )xz .  

Por meqenëse nga (i) kemi xy xz  atëherë:  

 

          ( )xy h ( )xz t   ( )x y h ( )x z t    (iv) 

 

Nga (i), (ii), (iii), (iv) rrjedh se: 

 

( ( )e x y , x y ,( ) )x y h = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t    

ose    

(e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t) 

Prandaj,   

                (e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t)  (e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t)   
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që në bazë të rrjedhimit 2.1.1. do të thotë se (e, x, f) (e, x , f)  në K. Por meqenëse 

0x E , atëherë, nga sa treguam në 2) kemi (e, x , f)  E(K), që do të thotë se çdo   - 

klasë në K  përmban një idempotent. Në mënyrë duale ne mund të provojmë gjithashtu se 

edhe çdo   - klasë në K  përmban një idempotent. Pra,  K  është gjysmëgrup abundant.  

Për të treguar se K është kuazi-adekuat ne duhet të provojmë që E(K) është 

nëngjysmëgrup i K, dmth bandë. Vërtetë, nëse  (e, x , f), (g, y , h)  E(K),  atëherë 
0,x y E , që do të thotë se : 

                       xy 0E  dhe  (e, x , f) (g, y , h) = ( ( )e xy , xy ,( ) )xy h  E(K) 

 

 Kёshtu qё  K  është edhe gjysmёgrup kuazi-adekuat. 

4)  Shohim tani se elementi ( , , )u u u u  është idempotent medial in K. Vërtetë, në qoftë se         

( , , ) ( ) ( )e x f E K E K  atëherë kemi: 

 

( , , )( , , )( , , )e x f u u u e x f  = ( e x
+
, x , x u ) (e, x ,  f )   

                           = (e, x ,  x ) (e, x ,  f )  

         = (e, x ,  f ) 

 dhe nëse 

( , , )( , , )( , , );  ( , , )( , , )( , , ) ( )u u u e x f u u u u u u g y h u u u E K  

atëherë 

( , , )( , , )( , , )u u u e x f u u u ( , , )( , , )( , , )u u u g y h u u u  = ( , , ) ( , , )x x x y y y  

                                                                      
( , , )

( , , )

xy xy xy

yx yx yx
  

                                                                    = ( , , )( , , )( , , )  ( , , )( , , )( , , )u u u g y h u u u u u u e x f u u u  
 

Kështu    ( ) u E K u   është semillaticë, që do të thotë se ( , , )u u u u   është idempotent 

medial normal në  K. 

5)  Le të jetë  : ( )E K E   i tillë që:  

 

                                          ( , , ) ( )e x f E K ,   [( , , )]e x f ef   

 

 - është syrjektiv sepse e E  kemi  ( , , ) ( )eu ueu ue E K  dhe 

 

 [( , , )]eu ueu ue euue eue e  
 

Tani, nëse  ( , , ),( , , )e x f g y h  janë dy elementë nga ( )E K  të tilla që  

 

 [( , , )]  [( , , )]e x f ef gh g y h  
 

atëherë nga pёrcaktimi i elementёve tё K  ne kemi:  
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e x , f x , g y , h y   

ose 

   e x , f x , g y , h y  

sepse  0,x y E  që do të thotë se: 

                                              x x x     dhe    y y y ,  

prej nga do të kemi: 

,  ,  ,  , 

,  ,  ,  

ex e xe x xf f fx x

gy g yg y yh h hy y  

 

Nё kёto kushte janё tё vёrteta implikimet: 

 

    

               

              

                

              

             

ef gh exf gyh

uexf ugyh

xuef yugh

xef ygh

xf yh

f h

 

    

               

              

                

               

             

ef gh exf gyh

exfu gyhu

efux ghuy

efx ghy

ex gy

e g

 

dhe sё fundmi, 

    

               

               

               

             

ef gh xf yh

xfu yhu

fux huy

fx hy

x y

, 

 

Nga ku rrjedh se,  ( , , ) ( , , )e x f g y h . Kështu   - është edhe injektiv, për pasojë bijektiv. 

Nga ana tjetër, 

                                 

 [( , , ) ( , , )]  [( , , )]

                                 

                                 

                                  [( , , )]  [( , , )]

e x f g y h exy xy xyh

exyh efxygh

exfgyh ef gh

e x f g y h
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që tregon se pasqyrimi  - është izomorfizëm dhe  ( )E K E . 

Le të jetë  :       u K u S   i tillë që   [( , , )( , , )( , , )]u u u e x f u u u x  

Pasqyrimi  - është syrjektiv sepse x S  gjendet  ( , , )( , ,  )( , , )    u u u x x x u u u u K u   i 

tillë që 

[( , , )( , ,  )( , , )]u u u x x x u u u x
 

 

Gjithashtu,  - është edhe injektiv sepse për 

 

( , , )( ,  ,  f )( , , );  ( , , )( ,  ,  )( , , )    u u u e x u u u u u u g y h u u u u K u  

kemi 
 [( , , )( ,  ,  f )( , , )]  [( , , )( ,  ,  )( , , )]

                                    

                      ( , ,  ) ( , ,  )

( , , )( , ,  )( , , ) ( , , )( , ,  )( , , )

u u u e x u u u u u u g y h u u u

x y

x x x y y y

u u u x x x u u u u u u y y y u u u

   

për më tepër kemi:   

 [( , , )( ,  ,  f )( , , ) ( , , )( ,  ,  )( , , )]u u u e x u u u u u u g y h u u u  

                  
 [( , , )( , ,  ) ( ,  ,  )( , , )]u u u ex x x g y h u u u  

 [( , , )( ( ) , ,  ( ) )( , , )]u u u e xy xy xy u u u

xy
 

                                  [( , , )( ,  ,  f )( , , )]u u u e x u u u   [( , , )( ,  ,  )( , , )]u u u g y h u u u  
 

Pra përfundimisht kemi treguar se    është izomorfizëm dhe      u K u S .   

 

Tani do të tregojmë se çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat S që përmban një idempotent 

medial normal u, mund të ndërtohet (me afërsinë e izomorfizmit) si më sipër duke marrë 

si bandë normale  E = E(S) dhe si gjysmëgrup adekuat nëngjysmëgrupin uSu  të S. Është 

e qartë se në bazë të  Pohimit  3.1.2.  kemi që  uSu  është gjysmëgrup kuazi-adekuat dhe 

se  E(uSu) = uEu. Për më tepër  uEu  është semillaticë sepse  u  është idempotent medial 

normal. Kjo konfirmon faktin se gjysmëgrupi uSu është adekuat. 

Në këto kushte në bazë të Teoremës 3.2.1, flitet për gjysmëgrupin kuazi-adekuat:  

 

( , ) {( , , ) :  K K E uSu e uxu f Eu uSu uE e( ) ,uxu   f  *( ) }uxu 

 

ku veprimi binar i përcaktuar në  K  ёshtё: 

 

( , , ) ( , , ) ( ( ) , , ( ) ) ( ( ) , , ( ) )e uxu f g uyu h e uxuyu uxuyu uxuyu h e uxyu uxyu uxyu h  

  

Teoremë  3.2.2. [26]  Për çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat  S  që përmban një idempotent 

medial normal  u  kemi:  ( , )  K E uSu S  

Vërtetim:  
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Le të jetë  f : K  S  i tillë që për çdo  (e, uxu, f) K  të kemi:  f [(e, uxu, f)] = x 

Nga ky përcaktim rrjedh se f ёshtё funksion. Por  f  është syrjektiv sepse për çdo  x nga S  

gjendet elementi (( ) , ,( ) )uxu uxu uxu K  [( )uxu ( )uxu  dhe *( )uxu  *( )uxu ], për të 

cilin kemi: 

[(( ) , ,( ) )]f uxu uxu uxu x  
 

Nga ana tjetër, nëse për elementët ( , , ),( , , )e uxu f g uyu h K  do tё kishim: 

 

                                                  f [(e, uxu, f)] = f [(g, uyu, h)],  

 

atёherё do të  rrjedhë  x = y. Prej nga marrim: 

 

                                                               uxu = uyu    (3.2.1)   

 

Por, meqë e ( )uxu  rrjedh e e ( )uxu   dhe  ( ) ( )uxu e uxu   dhe nga vërtetimi që 

Hui Chen i ka bёrё nё [23] pikës (1) të lemës 3.2.1  do të kemi 0e E uEu . Nё kёto 

kushte janё tё vёrteta barazimet: 

e e ( ) ( ) ( )uxu uxu e uxu    (3.2.2) 

Në të njëjtën mënyrë tregohet qё: 

 

f *( )uxu ,  g ( ) ( )uyu uxu ,  h * *( ) ( )uyu uxu    (3.2.3) 

 

Nga  (3.2.2), (3.2.3)  rrjedh  e = g  dhe  f = h  që sëbashku me (3.2.1) kompletojnë faktin 

se:  

(e, uxu, f) = (g, uyu, h) 

 

Pra, funksioni  f  i ndërtuar më sipër është bijektiv. 

Së fundmi, për dy elementë çfardo  (e, uxu, f), (g, uyu, h) K  kemi: 

 

[( , , ) ( , , )] [(( ) , ,( ) ) (( ) , ,( ) )]

                            = [(( ) ( ) , ,( ) ( ) )]

                           

                           

f e uxu f g uyu h f uxu uxu uxu uyu uyu uyu

f uxu uxuyu uxuyu uxuyu uyu

xuy xy

[( , , )] [( , , )]f e uxu f f g uyu h

  

                                                                                          

që do të thotë se  f  është izomorfizëm dhe se  K (E, uSu)  S   
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Kapitulli 4 

 

4.  GJYSMЁGRUPET ADEKUATЁ 

 

 

 

Siç pamë në kapitullin e dytë, gjysmëgrupet adequatë ishin një nënklasë e rëndësishme 

klasës së gjysmëgrupeve abundantë. Ata përbënin gjithashtu një zgjerim të klasës së 

gjysmëgrupeve inversivë. Në këtë kapitull ne do të japim disa veti kryesore të tyre, si dhe 

do të formulojmë dhe vërtetojmë pohime të reja duke marrë shkas nga disa pohime 

analoge të formuluara në [28] nga El. Qallali për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë. 

 

 

4.1.  Veti të gjysmëgrupeve adekuatë dhe disa kontribute të mëtejshme 

 

 

Në [14] jepet kjo lemë për të karakterizuar gjysmëgrupin adekuat:  

 

Lema 4.1.1. [14] Një gjysmëgrup S  është adekuat vetëm atëherë kur çdo -klasë dhe 

çdo  - klasë përmban një idempotent të vetëm dhe gjysmëgrupi  < ( )E S  > ( )E S  

është i rregullt.  

Për çdo element a S , ku S  është një gjysmëgrup adekuat, ne do të shënojmë me a  

dhe  a  idempotentët e vetëm respektivisht të klasave 
a
R  dhe 

a
L . Kështu mund tё 

shkruajmё:  

                                         
{ } ( )

a
a R E S   dhe  { } ( )

a
a L E S

 
 

Nga ky përcaktim i elementëve a dhe a , rrjedh menjëherë se:  

 

a a a aa a aa , 

 

për më tepër, për a S  dhe ( )e E S  do të kemi gjithashtu:  

 

( )ea ea   dhe   ( )ae a e  
 

Në [27], kemi vërtetuar këtë lemë: 

 

Lema 4.1.2. Nëse S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një idempotent medial 

normal u, atëherë S është adekuat vetëm kur  u  është njësh në S . 

Vërtetim: Nëse S  është gjysmëgrup adekuat dhe e E  , atëherë   

 
2e eue e u eu ue  

 Kështu që: 

xu xx u xx x    dhe   ux ux x x x x  
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për të gjithë x  në S , ku  { }
x

x L E   dhe  { }
x

x R E .  

Kjo do të thotë se u është njësh i gjysmёgrupit S.  

Anasjellas, nëse u është njësh i gjysmëgrupit abundant  S, atëherë u është edhe njësh i 

mesëm i tij. Kështu nga  nga lema 3.1.1 për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë rrjedh se  S  

është kuazi-adekuat, dmth E  është bandë normale. Për më tepër, për të gjitha e, f  në E  

ne kemi:   

ef uefu ufeu fe  
 

Pra, E  është semillaticë dhe konfirmon faktin se S është gjysmëgrup adequat.   

Duke u nisur nga pohimi 1.3. në [28] (« Quasi-adequate semigroups » A. El. Qallali, J. 

B. Fountain, 1980) për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë, ne kemi formuluar dhe provuar një 

pohim analog për gjysmëgrupet adekuatë: 

 

Pohim 4.1.1. Nëse S është një gjysmëgrup dhe R bashkësia e elementëve të rregullt në S, 

atëherë konditat e mëposhtme janë ekujvalente: 

a) S  është adekuat 

b) S  është abundant dhe R është nëngjysmëgrup inversiv i S 

c) R është nëngjysmëgrup inversiv i S dhe për çdo element a S  kemi: 

 

                                   
* *  
a a

R L R R ,   

 

ku * *, 
a a
L R  janë klasat e ekujvalencës të elementit  a  sipas relacioneve dhe  

në  S 

Vërtetim: 

a) b) 

Le të jenë  ,a b R  dy elementё të çfardoshëm. Meqë  ,a b  jënë element të rregullt, 

atëherë ekzistojnë përkatsisht elementët ' dhe 'a b  të tillë që: 

 

'  dhe 'a aa a b bb b  
Kështu kemi: 

( ' )( ' ) ( ' )( ') ( ')( ' ) ( )( ' ')( )ab aa a bb b a a a bb b a bb a a b ab b a ab  
 

që do të thotë se ab  është gjithashtu element i rregullt. Kjo tregon se R është 

nëngjysmëgrup i S. Nga ana tjetër për çdo idempotent e S  kemi e eee  që do të thotë 

se e R , pra ( ) ( )E S E R . Por meqë S është adekuat, rrjedh se idempotentët në 

( ) ( )E S E R  janë të përkëmbyshëm e për pasojë R  është nëngjysmëgrup inversiv i S. 

b) c) 

Meqë nga b), R është nëngjysmëgrup inversiv i S, për të provuar c) mbetet të provojmё se 

për çdo element a S  kemi:  
* *  
a a

R L R R  
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Kjo është evidente sepse çdo -klasё dhe çdo -klasë në S ka të paktën një 

idempotent i cili, si element i rregullt, bën pjesë edhe në R. Kështu që 
* *   dhe   
a a

R L R R , për çdo element a S . 

c) a) 

Meqë *

a
R L , do të thotë se ekziston elementi i rregullt b R  i tillë që *

a
b L . Le 

të jetë ' ( )b V b , dmth  '   dhe  ' ' 'b bb b b b bb . Kёshtu do tё kemi b  'b b   e për 

pasojë edhe b  'b b . Por meqë 'b b  është idempotent në S dhe meqë  ab  'b b  

rrjedh se çdo - klasё (dhe njëlloj çdo - klasë) në S ka të paktën një idempotent. Pra 

S është gjysmëgrup abundant. Nga ana tjetër, meqë R është inversiv do të thotë se ( )E R  

është nëngjysmëgrup ndërrues i R. Por meqë  ( ) ( )E S E R  rrjedh se S është gjysmëgrup 

adekuat.  

Nga [19] (Idempotent- connected abundant semigroups, A. El. Qallali, J. B. Fountain, 

1981) kemi kёto përkufizime: 

 

Pёrkufizim 4.1.1. [19] Një homomorfizëm : S T , ku S dhe T  janë gjysmëgrupe, 

quhet homomorfizëm i mirë nëqoftëse për çdo dy elemente  a,b  të S kemi: 

 

a ( )S b    a ( )T b     dhe    a ( )S b    a ( )T b  
 

Pёrkufizim 4.1.2. [19] Njё kongruencë  në një gjysmëgrup S  quhet kongruencë e mire 

atëherë kur homomorfizmi natyral : /S S  është homomorfizëm i mire. 

 

Pohim 4.1.2. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat dhe  është kongruencë e mire në 

S , atëherë pёr çdo idempotent a  tё gjysmëgrupit faktor /S  do tё ekzistojё 

idempotenti ( )e E S  i tillё që  e a . 

Vërtetim: Le tё jenё ( )
a

a R E S  dhe ( )
a

a L E S  dy idempotentёt e vetёm tё 

klasave tё ekujvalencёs 
a
R  dhe a

L . Pra do tё kemi a ( )S a  dhe  a ( )S a . Por, 

meqё  është kongruencë e mire në S , kjo do tё thotё se do tё kemi gjithashtu tё vёrteta 

relacionet:  

( )a ( / )S ( )a  dhe  ( )a ( / )S ( )a  

ose    

( )a ( )a  dhe  ( )a ( )a  
 

nё ndonjё gjysmёgrup qё ka si nёngjysmёgrup tё tijin gjysmёgrupin  /S .

Prandaj, meqё ( ),( ) ( / )a a E S  janё tё vёrteta implikimet: 

 

( )a ( )  [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]a a a a a a a  

dhe 
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( )a ( )  [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]a a a a a a a  
 

Shёnoj tani e a a   qё ёshtё njё idempotent i ( )E S  si prodhim i dy idempotentёve tё 

gjysmёgrupit adekuat S . Pёr kёtё idempotent kemi: 

 

( ) ( ) ( )

  [( )( ) ] [( )( ) ]

   = ( ) [( ) ( )] ( )

  ( ) [( ) ] ( )

  ( ) [( ) ] ( )

  ( ) [( ) ( )] ( )

  [( )( ) ] [( )( ) ]

  ( ) ( )

  

e a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a

a

 

 

Kjo pёrfundon vёrtetimin e kёtij pohimi.  

 

Pohim 4.1.3. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat dhe  është kongruencë e mire në 

S , atëherë edhe gjysmëgrupi faktor /S  është gjithashtu gjysmëgrup adekuat. 

Vërtetim: Sё pari do tё tregojmё qё gjysmëgrupi factor  /S  është gjysmёgrup 

abundant. Le tё jetё  a  njё element çfardo nga gjysmëgrupi faktor /S . Meqё 

gjysmëgrupi S  ёshtё adekuat, atёherё nё klasat 
a
R dhe 

a
L  do tё egzistojnё idempotentёt 

e vetёm pёrkatsisht ( )
a

a R E S  dhe ( )
a

a L E S . Pra do tё kemi a ( )S a  

dhe  a ( )S a . Por meqё  ёshtё kongruencё e mirё, do tё kemi gjithashtu: 

 

                                 ( )a ( / )S ( )a  dhe  ( )a ( / )S ( )a  
 

qё do tё thotё se klasat  e ekuivalencёs 
a
R dhe 

a
L  tё gjysmёgrupit faktor /S  

pёrmbajnё pёrkatsisht idempotentёt  a   dhe  a . Pra, gjysmёgrupi faktor /S  ёshtё 

abundant. 

Nga ana tjetёr, duke shfytёzuar pohimin 4.1.2, pёr çdo idempotent /a S  do të 

egzistojë idempotenti e  në ( )E S  të tillë që e a  dmth e a . Pra, bashkёsia e 

idempotentёve tё gjysmёgrupit faktor /S  nuk ka elementё tё tjerё pёrveç atyre tё 

trajtёs e  pёr ( )e E S . Kёshtu qё pёr çdo dy idempotentё  e  dhe f  nё /S   ( ku 

, ( )e f E S ) do tё kemi ( ) ( ) ( )e f ef  qё ёshtё gjithashtu idempotent i /S  sepse 

ef ёshtё idempotent i S . Kemi treguar kёshtu qё gjysmёgrupi /S  ёshtё kuazi-adekuat. 

Sё fundi, duke shfrytzuar faktin qё gjysmёgrupi S  ёshtё adekuat, kemi:  
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( ) ( )e f ef fe f e  
 

që do të thotë se idempotentët në /S  janë të përkëmbyshëm. Pra /S  është 

gjysmëgrup adekuat.  

 

Pohim 4.1.4. Le tё jetё : S T  një homomorfizëm i mire i gjysmëgrupit adekuat S  

në gjysmëgrupin T . Nёse f  ёshtё një idempotent në S , atëherë do tё ekzistojё një 

idempotent e  në S  për të cilin kemi e f  dhe për mё tepёr nёngjysmёgrupi S  i  T  
është adekuat. 

Vërtetim: Le të jetё f  një idempotent në S . Kjo do tё thotё se ekziston një element a  

në S  për të cilin kemi a f . Meqё gjysmёgrupi S është adekuat, klasat e 

ekujvalencёs *

a
R  dhe *

a
L

 
përmbajnё nga njё idempotent tё vetёm pёrkatsisht a  dhe a .  

Shёmbёllimet e a  dhe a  sipas homomorfizmit  janё gjithashtu idempotentё nё 

nёngjysmёgrupin S  tё T . Vёrtet: 

( )a a a a a      

dhe     

( )a a a a a  
 

Nga ana tjetёr, meqё  ёshtё homomorfizёm i mirё kemi: 

 

a  ( )S a a  ( )T a a ( ')T a  

dhe  

a ( )S a a ( )T a a ( '')T a  
 

ku  'T  dhe  ''T  janё gjysmёgrupe qё pёrmbajnё gjysmёgrupin T  si nёngjysmёgrup tё 

tyre. Nga a ( ')T a   dhe  a ( '')T a  nxjerrim kёto barazime: 

 

;   ;   

;   ;   

a a a a a a

a a a a a a  

 

Duke shёnuar tani e a a , i cili ёshtё njё idempotent nё S  si prodhim dy 

idempotentёsh tё tij, kemi: 
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( )

   ( ) ( )

   ( )

   ( )

   ( )

   ( )

   ( ) ( )

   ( ) ( )

   

   

   

e a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a

a

f

 

 

Tё tregojmё tani qё nёngjysmёgrupi S   i  T  ёshtё abundant. Le tё jetё a  njё element i 

çfardoshёm i  S  dhe  x   njё element i S  i tillё qё x a . Meqё gjysmёgrupi S  ёshtё 

adekuat, ekzistojnё idempotentёt e vetёm x  dhe x  pёrkatsisht tё klasave tё 

ekujvalencёs *

x
R  dhe *

x
L  sipas relacioneve  

  
dhe    

nё S . Pra do tё kemi: 

 

x  ( )S x x  ( )T x  

                    x ( ')T x  

                       x  ( )S x  

               x  ( )S a   

sepse  'T T S .  

Pra, klasa e çfardoshme e ekujvalencёs  * /
a
R S  ( )S  pёrmban idempotentin  

x . Nё tё njёjtёn mёnyrё tregohet qё edhe klasa e çfardoshme e ekujvalencёs  

* /
a
L S  ( )S  pёrmban idempotentin  x . Kemi treguar kёshtu se gjysmёgrupi 

S  ёshtё abundant. Tё tregojmё qё gjysmёgrupi  ёshtё kuazi-adekuat. Pёr kёtё duhet tё 

tregojmё se bahskёsia e idempotentёve  ( )E S  formon nёngjysmёgrup tё  S . Le tё 

jenё ,e f  dy idempotentё tё çfardoshёm tё S . Nga sa treguam nё pjesёn e parё tё 

teoremёs, do tё gjenden idempotentёt  dhe 'f  tё gjysmёgrupit adekuat  S , tё tillё qё 

'e e  dhe 'f f . Nё kёto kushte do kemi: 

 

( ) ( ) ( ' ' ) ( ' ' ) ' ( ' ' ) '

           ' ( ' ') ' ' ( ' ') '  

           ' ( ' ' ) ' ( ' ' ) ( ' ' )

           ( ' ') ( ' ') ' '

           

ef ef e f e f e f e f

e f e f e e f f

e e f f e e f f

e e f f e f

ef  

'e
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Pra  S  ёshtё kuazi-adekuat. 

Por idempotentёt ,e f  tё gjysmёgrupit S  janё edhe tё pёrkёmbyshёm. Vёrtet: 

 

' ' ( ' ') ( ' ') ' 'e f e f e f f e f e f e  
 

që konfirmon faktin se gjysmëgrupi S  është adekuat.  

 

 

4.2.  Gjysmëgrupet adekuatë të tipit A 

 

 

Një rëndësi të veçantë në studimin e strukturave algjebrike ka studimi i homomorfizmave 

dhe izomorfizmave midis tyre, sepse ata transferojnë shumë veti strukturale nga një 

strukturë algjebrike në një tjetër. A. El - Qallali dhe J. B. Fountain, në artikullin e tyre 

“Quasi-adequate semigroups” (september 1981) kanë përkufizuar dhe studjuar 

“homomorfizmin e mirë” të një gjysmëgrupi kuazi-adekuat  S  në një gjysmëgrup T. Ata 

përkufizuan gjithashtu “kongruencën e mirë” në një gjysmëgrup të dhënë  S  dhe treguan disa 

veti të këtyre homomorfizmave në gjysmëgrupet kuasi-adekuate. Në [29] ne bëmë një studim 

analog për gjysmëgrupet adekuatë, ndërsa në [30] e vazhduam këtë ide edhe për 

gjysmëgrupet adekuatë të tipit A, klasa e të cilave është një nënklasë e gjysmëgrupeve 

adekuatë dhe po e paraqesim këtu më poshtë.  

Në kapitullin e dytë ne pamë se gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë 

kur pёr çdo element a  nga S  dhe pёr pёr çdo idempotent e  nga ( )E S  tё kemi: 

 

eS aS eaS     dhe   Se Sa Sae  
 

Pohim 4.2.1. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat i tipit A dhe  është kongruencë e 

mire në S , atëherë pёr çdo idempotent a  tё gjysmëgrupit faktor /S  do tё ekzistojё 

idempotenti ( )e E S  i tillё që  e a (dmth e a ) 

Vërtetim: Le tё jetё a  njё idempotent çfarёdo nё gjysmёgrupin faktor /S . Meqenёse  

S  ёshtё adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do tё ekzistojnё idempotentёt , ( )e f E S  

tё tillё qё  f ( )S a  dhe  g ( )S a . Por, meqenёse  ёshtё kongruencё e mirё, nga 

dy relacionet e fundit do tё rrjedhё: 

 

( )f ( / )S ( )a  dhe  ( )g ( / )S ( )a  

ose    

( )f ( )a  dhe  ( )g ( )a  
 

nё ndonjё gjysmёgrup T  qё ka si nёngjysmёgrup tё tijin gjysmёgrupin faktor  /S  
Konstatojmё gjithashtu se elementёt f  dhe  g  janё idempotentё nё /S . Vёrtet: 

 

( ) ( ) [( ) ] ( )f f f f f    dhe   ( ) ( ) [( ) ] ( )g g g g g  
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Kёshtu ne mund tё shkruajmё: 

 

( ) ( )    ( ) ( )f a t a f s       (4.2.1) 

dhe 

( ) ' ( )   ( ) ' ( )g t a a s g        (4.2.2) 

 

ku  , , ', 't s t s  janё elementё tё gjysmёgrupit T. Nga barazimet (4.2.1) dhe (4.2.2) rrjedh 

menjёherё: 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )a f f f a a  

dhe 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )a g a g a g  
 

Shёnoj tani e f g , qё ёshtё njё idempotent i ( )E S  si prodhim i dy idempotentёve tё 

gjysmёgrupit adekuat tё tipit A,  S . Pёr kёtё idempotent kemi: 

 

  (( ) ) ( ) ( ) [( )( )] [( )( )]

      = ( ) [( ) ( )] ( ) ( ) [( ) ] ( )

     ( ) [( ) ] ( ) ( ) [( ) ( )] ( )

     [( )( )] [( )( )] ( ) ( )

     

e f g f g a f g a

a f g a a f g a

a g f a a g f a

a g f a a a

a  

 

Kjo pёrfundon edhe vёrtetimin e kёtij pohimi.  

 

Pohim 4.2.2. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat i tipit A dhe  është kongruencë e 

mire në S , atëherë edhe gjysmëgrupi faktor /S  është gjithashtu gjysmëgrup adekuat i 

tipit A. 

Vërtetim: Sё pari do tё tregojmё qё gjysmëgrupi faktor  /S  është gjysmёgrup 

abundant. Le tё jetё a  njё element çfardo nga gjysmëgrupi faktor /S . Meqё 

gjysmëgrupi S  ёshtё adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do tё ekzistojё idempotenti 

( )e E S  i tillё qё e ( )S a . Nga ana tjetёr, meqё  ёshtё kongruencё e mirё nё S , 

(qё do tё thotё se epiomorfizmi kanonik /S S  është homomorfizёm i mirё), nё 

/S  do tё kemi:   

( )e ( / )S ( )a    ose   
( )

( )
a

e R  

 

ku  ( ) ( / )e E S . Pra çdo  - kalsё (dhe njёlloj çdo - kalsё) nё /S ka tё 

paktёn njё idempotent, qё do tё thotё se /S  ёshtё abundant. 

Nga ana tjetёr, duke shfytёzuar pohimin 4.2.1, pёr çdo idempotent /a S  do të 

egzistojë idempotenti e  në ( )E S  të tillë që e a , dmth e a . Pra, bashkёsia e 

idempotentёve tё gjysmёgrupit faktor /S  do tё jetё:  
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( / ) { : ( )}E S e e E S  
 

Kёshtu qё pёr çdo dy idempotentё  e  dhe f  nё /S   ( ku , ( )e f E S ) do tё kemi: 

( ) ( ) ( )e f ef  dhe ( )ef  ёshtё idempotent i /S  sepse ef ёshtё idempotent i S . 

Kemi treguar kёshtu qё gjysmёgrupi /S  ёshtё kuazi-adekuat. 

Tani, duke shfrytzuar faktin qё gjysmёgrupi S  ёshtё adekuat i tipit A, kemi:  

 

( ) ( )e f ef fe f e  
 

që do të thotë se idempotentët në /S  janë të përkëmbyshëm. Pra /S  është edhe 

gjysmëgrup adekuat.  

Sё fundi, pёr tё treguar qё gjysmёgrupi faktor  /S  ёshtё adekuat i tipit A, duhet tё 

tregojmё se pёr çdo element a  nё /S  dhe pёr çdo idempotent e  nё ( / )E S  kemi: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )  ( / )( ) ( / )( ) ( / )( )( )e S a S e a S S e S a S a e 
 

Vёrtet, 

( )( / ) ( )( / )

    ( ) ( ) ( ) ( )

    ( ) ( )

x e S a S

x e s x a t

x es x at
 

 

ku  ,t s S . Nё kёto kushte do tё kemi: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) [( ) ] ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( )  

x a t e x e a s

e es e a s

e es e a s

es e a s

x e a s

                  ( ) ( ) ( / )        x e a S

 

Dmth, 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S (4.2.3) 

Nga ana tjetёr kemi:   
( )( )( / ) ( )( )( ) ( )x e a S x e a s eas  

 

pёr ndonjё s S  . Por, meqё  S  ёshtё adequat i tipit A kemi: 

 

'eas eaS eS aS eas aS eas as  
 

pёr ndonjё 's S . Atёherё shkruajmё: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )x e a s e as e S                                          (4.2.4) 
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dhe 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ') ( ) ( ' ) ( ) ( / )x e a s eas as a s a S           (4.2.4’) 

 

Nga (4.2.4) dhe (4.2.4’) rrjedh se: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S (4.2.5) 

 

Sё fundi, nga (4.2.3) dhe (4.2.5), pёrftojmё barazimin: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S 
 

Nё tё njёjtёn mёnyrё tregohet edhe barazimi tjetёr: 

 

( / )( ) ( / )( ) ( / )( )( )S e S a S a e  

 

qё konfirmojnё faktin se gjysmёgrupi faktor ( / )S  ёshtё adekuat i tipit A.  

 

Pohim 4.2.3. Le tё jetё : S T  një homomorfizëm i mire i gjysmëgrupit adekuat i 

tipit A, S  në gjysmëgrupin T . Nёse f  ёshtё një idempotent në S , atëherë do tё 

ekzistojё një idempotent e  në S  për të cilin kemi e f  dhe për mё tepёr 

nёngjysmёgrupi S  i  T  është edhe ai adekuat i tipit A. 

Vërtetim: Le të jetё f  një idempotent në S . Kjo do tё thotё se ekziston një element a  

në S  për të cilin kemi a f . Meqё gjysmёgrupi S është adekuat i tipit A, klasat e 

ekujvalencёs *

a
R  dhe *

a
L

 
përmbajnё nga njё idempotent tё vetёm pёrkatsisht a  dhe a .  

Shёmbёllimet e a  dhe a  sipas homomorfizmit  janё gjithashtu idempotentё nё 

nёngjysmёgrupin S  tё T . Vёrtet: 

 

( )a a a a a     dhe    ( )a a a a a  
 

Nga ana tjetёr, meqё  ёshtё homomorfizёm i mirё kemi: 

 

a  ( )S a a  ( )T a a ( ')T a  

dhe  

a ( )S a a ( )T a a ( '')T a  
 

ku  'T  dhe  ''T  janё gjysmёgrupe qё pёrmbajnё gjysmёgrupin T  si nёngjysmёgrup tё 

tyre. Nga a ( ')T a   dhe  a ( '')T a  nxjerrim kёto barazime: 

;   ;   ;   ;   a a a a a a a a a a a a  
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Duke shёnuar tani e a a , i cili ёshtё njё idempotent nё S  si prodhim dy 

idempotentёsh tё tij, kemi: 

 

( ) ( ) ( )

   ( ) ( )

   ( ) ( )

   ( ) ( ) ( ) ( )

   

   

e a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a

f

 

 

Tё tregojmё tani qё nёngjysmёgrupi S   i  T  ёshtё abundant. Le tё jetё a  njё element i 

çfardoshёm i  S  dhe  x   njё element i S  i tillё qё x a . Meqё gjysmёgrupi S  ёshtё 

adekuat, ekzistojnё idempotentёt e vetёm x  dhe x  pёrkatsisht tё klasave tё 

ekujvalencёs *

x
R  dhe *

x
L  sipas relacioneve  

  
dhe    

nё S . Pra do tё kemi: 

 

                             x  ( )S x x  ( )T x  

                                                  x ( ')T x  

                                                  x  ( )S x  

                                                  x  ( )S a  

 

sepse  'T T S . Pra, klasa e çfardoshme e ekujvalencёs  * /
a
R S  ( )S  

pёrmban idempotentin  x . Nё tё njёjtёn mёnyrё tregohet qё edhe klasa e çfardoshme e 

ekujvalencёs  * /
a
L S  ( )S  pёrmban idempotentin  x . Kemi treguar kёshtu se 

gjysmёgrupi S  ёshtё abundant. Tё tregojmё tani qё gjysmёgrupi S  ёshtё kuazi-

adekuat. Pёr kёtё duhet tё tregojmё se bahskёsia e idempotentёve  ( )E S  formon 

nёngjysmёgrup tё  S . Le tё jenё ,e f  dy idempotentё tё çfardoshёm tё S . Nga sa 

treguam nё pjesёn e parё tё kёtij pohimi, do tё gjenden idempotentёt  dhe 'f  tё 

gjysmёgrupit adekuat  S , tё tillё qё 'e e  dhe 'f f . Nё kёto kushte do kemi: 

 

( ) ( ) ( ' ' ) ( ' ' ) ' ( ' ' ) '

           ' ( ' ') ' ' ( ' ') '  

           ' ( ' ' ) ' ( ' ' ) ( ' ' )

           ( ' ') ( ' ') ' '

           

ef ef e f e f e f e f

e f e f e e f f

e e f f e e f f

e e f f e f

ef

 

Pra  S  ёshtё kuazi-adekuat. 

Por idempotentёt ,e f  tё gjysmёgrupit S  janё edhe tё pёrkёmbyshёm. Vёrtet: 

 

'e
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' ' ( ' ') ( ' ') ' 'e f e f e f f e f e f e  
 

që tregon se gjysmëgrupi S  është adekuat.  

Sё fundi duhet tё tregojmё qё pёr çdo a  nga S  dhe pёr çdo e  nga ( )E S  kemi: 

 

    e S a S ea S S e S a S ae  
 

Le tё jetё  x e S a S   atёherё  
1 2

    x e s x a s  ku 
1
s  dhe  

2
s  janё 

elemente nga S . Nga barazimi i parё rrjedh qё  
1 1

 =  ex ee s e s x dhe duke 

shumёzuar barazimin e dytё nga tё dyja anёt me  e , do tё kemi : 

 

2
  x ex ea s x ea S  

qё do tё thotё se: 

e S a S ea S       (4.2.6) 

 

Nga ana tjetёr nёse  x ea S  do tё kemi: 

 

( )x e a S x e S     (4.2.7) 

 

sepse a S . Por meqё e S  dhe a S , do tё ekzistojnё ( )f E S  dhe b S  tё 

tillё qё   

                                                         e f a b   

Kёshtu do tё kemi: 

( ) ( ) ( ) ( )x f b s fbs      (4.2.8) 

 

Por meqё fbs fb S  dhe  S  ёshtё gjysmёgrup adekuat i tipit A, atёherё ёshtё i vёrtetё 

barazimi:  f S b S fb S ,  qё do tё thotё se    fbs f S fbs b S . Prandaj 

kemi:  'fbs b s , ku  's S . Nё kёto kushte kemi: 

 

( ) ( ') ' 'x fbs bs b s a s a S     (4.2.9) 

 

Tani, nga (4.2.7) dhe (4.2.9) rrjedh qё   x e S a S , qё do tё thotё: 

 

                                              e S a S ea S       (4.2.10) 

 

Pёrfundimisht, nga (4.2.6) dhe (4.2.10) rrjedh se: 

 

e S a S ea S  

 

Kjo tregon se gjysmёgrupi S  ёshtё gjysmёgrup adekuat i tipit A.  
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Kapitulli 5 

 

 

5.    GJYSËMGRUPET E RREGULLT SI NЁNKLASЁ E GJYSMЁGRUPEVE 

ABUNDANTЁ 

 

 

 

Siç kemi parë në kapitullin 2, një nënklasë e njohur dhe shumë e rëndësishme e 

gjysmëgrupeve abundantë është edhe ajo e gjysmëgrupeve të rregullt dhe tё atyre 

inversivё. Ne nuk do të ndalemi këtu në studimin e tyre, por në ndërtimin e tre llojesh të 

veçantë gjysmёgrupesh tё tillё, pikërisht të gjysmёgrupeve tё rregullt që përmbajnë një 

idempotent medial,  ose njё idempotent medial normal, si dhe tё gjysmёgrupeve inversivё 

qё pёrmbajnё njё idempotent medial.  

 

 

5.1  Idempotentët medialë dhe medialё normalë në gjysmëgrupet e rregullta 

 

                                                                                                                                                                    

Nëse S -është një gjysëmgrup i rregullt, ne do të shënojmë ( )E E S  - bashkësinë e 

idempotentëve të S -së dhe me E  ose ( )E S  nëngjysëmgrupin e S -së të gjeneruar prej 

bashkësisë së idempotentëve ( )E E S .  

 

Pёrkufizim 5.1.1.  Elementi u  E quhet medial nё qoftё se për çdo x  E  kemi  xux = x 

 

Pohim 5.1.1.  Nëse S përmban një idempotent medial  u, atëherë E  është periodik. 

Vёrtetim:  Për  x E  kemi:  x
2
 = x

2
ux

2
 = x xux x = xxx = x

3
.  Pra E  është periodik.  

 

Pёrkufizim 5.1.2. [31],[33] Një idempotent medial  u  quhet normal në qoftë se banda     

u E u është   ndërrimtare (dmth semillaticë). 

 

Shembull  5.1.1. [31],[33] Në qoftë se S është gjysmëgrup i rregullt me njësh 1, atëherë  

S  është gjysmëgrup inversiv vetëm kur idempotenti medial  1, është normal.  

Nёse S është inversiv dhe 1 njëshi i tij, atёherё 1 është idempotent medial sepse 

EEx   kemi xxxxxx 21 . Gjithashtu, 1 është normal sepse EEE 1111  qё 

ёshtё semillaticё. 

Anasjellas nëse elementi 1 i S-sё është idempotent medial normal, atëherë kemi: 

 

                                              Ex , 21x x x x x E E    

 

Pra S  ёshtё gjysmёgrup ortodoks si dhe 1 1E E E . Por 1 1E  është ndërrimtare, sepse 1 

është idempotent medial normal. Kjo tregon se E  është gjithashtu ndёrrimtare dhe pёr 

pasojё  S  ёshtё gjysmëgrup inersiv. 
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                                 Shembull  5.1.2. [31],[33] Tabela e mëposhtme, përcakton një gjysmëgrup të rregullt por 

jo ortodoks dhe pёrmban njё idempotent medial normal. 

 

                                       

. u e f a b

u u u f f b

e e e a a b

f u b f b b

a e b a b b

b b b b b b
 

 

Vërtetë nga tabela shihet se { , , , }E u e f b   dhe Efea . Pra ky gjysmëgrup është i 

gjeneruar prej idempotentësh. Gjysmëgrupi E  nuk është ortodoks sepse  Eafe . 

Meqё,  

                     uuu = u,   ueu = uu = u,   ufu = uu = u,    uau = fu = u,    ubu = bu = b,   

 

rrjedh se },{ buuEu  dhe ubbbu  d.m.th uEu  është ndërrimtare. Kështu u është 

idempotent medial normal. Shihet gjithashtu që  u  është i vetmi element i tillë.   

                    

                     Pohim 5.1.2. Nëse  S  ёshtё një gjysmëgrup i rregullt që përmban një idempotent medial 

normal  u, atëherë  S  është inversiv vetëm atëherë kur  u  është njësh i  S.                   

Vёrtetim:  Nëse S-është inversiv dhe  e = 2e S ,  atëherë   e = eue  = 2e u  = eu = ue . 

Pra  u  është njësh në nëngjysmëgrupin E dhe  

 

                                                     a S , au = a(a`au) = aa`a = a  

 

që do të thotë se  u  është njësh edhe pёr gjysmëgrupin S.  

Anasjelltas, nёse  u  është njësh i gjysmëgrupit të rregullt S dhe njёkohёsisht medial 

normal i tij, do tё kemi: 

                             ,e f E ,  ueu ufu = ufu ueu  dhe  ef  = ueu ufu = ufu ueu = fe   

 

Atëherë, meqë E E  rrjedh se ,e f E , ef = fe. Nga ana tjetёr: 

 

                            
2 2 2, ,  ( )e f E ef ef ef e ufu ueu f e ueu ufu f e f ef  

 

Kemi treguar kёshtu se gjysmëgrupi S është inversiv.  
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5.2.  Veti të gjysmëgrupeve të rregullt që përmbajnë një idempotent medial 

 

 

Le tё jetё  S  njё gjysmёgrup i rregult që përmban një idempotent medial u . Ёshtё i 

vёrtetё pohimi i mёposhtёm: 

 

Pohim 5.2.1.  Nënbashkësitë  uS, Su, uSu  tё  S  janë gjysmёgrupe ortodoksё të tilla që  

 

    E(uS) = u E  = uE,  E(Su)  = E u = Eu,  E(uSu) = u E u = uEu 

 

dhe për çdo   x E , kemi  xux’ = xx’  dhe  x’ux = x’x ku u-është idempotent medial në 

gjysëmgrupin e rregullt S. 

Vërtetim: 

x,y uS,  kemi  x = ua  dhe  y = ub   për ndonjë  a,b S  dhe   x y = ua ub = u aub  uS 

që tregon se  uS  është nëngjysëmgrup i  S-së dhe për më tepër nëse  e,f  janë dy 

idempotentë në  uS  do të kemi   e = us   dhe   f = ut   ku   s,t S,  prej nga kemi:  

 

                              ue = u us = u
2
s = us = e     dhe      uf = u ut = u

2
t = ut = f 

 

Nga kёto barazime rrjedh se:   

   

                                    (ef)
 2 

= ef ef = ef ue f = ef u ef = ef = usut  uS 

 

Barazimi   ef u ef = ef   rrejdh nga fakti se u- është idempotent medial dhe  ef E . Pra 

prodhimi i çdo dy idenpotentëve në  uS  është përsëri idempotent në  uS, që tregon se 

gjysëmgrupi  uS-është ortodoks.  

Të tregojmë tani se:  

E(uS) = u E  = uE 

 

Nëse  e E(uS) rrjedh se  e = ue E  (sepse e E E ).  

Por dhe anasjellas kur ux u E  atёherё  ux = u.xux = (ux)
2
,   ku   x E , d.m.th. elementi i 

çfardoshëm   ux u E    është idempotent i  uS. Pra përfundimisht kemi  E(uS) = u E  

Nga ana tjetër kemi se, 

                                                            uE  u E         (sepse E  E ) 

 

dhe për elementin e çfardoshëm  ux  u E , që treguam se është idempotent, kemi:  

 

                                                  ux u E   u ux uE  ux uE 

 

Pra, përfundimisht treguam se,  

                                                               E(uS) = u E  = uE 

 

Njëlloj tregohet se edhe nëngjysëmgrupet Su dhe uSu janë ortodokse dhe se 
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                                   E(Su) = E u = Eu   dhe   E(uSu) = u E u = uEu  

 

Sё fundi x E   dhe  x’ V(x)  janё tё vёrteta edhe barazimet e mёposhtme:     

    

                                    xux’ = xx’x u x’xx’ = x(x’x u x’x) x’ = x x’x x’ = xx’ 

dhe 

                        x’ux = x’xx’ u xx’x = x’(xx’ u xx’)x = x’ xx’ x = x’x.   ■       

 

Lema 5.2.1. [31]  

I.  Për çdo element  x S  kemi 

 

        uV(x)u  [V(uxu) ∩uSu] V(x)   veçanërisht    V(x)∩uSu ≠ Ø 

 

II.   Për çdo dy elementë   x,y S,  kur   x’ V(x)∩uSu   dhe   y’ V(y)∩uSu, 

atëherë 

 

           x’xyy’  u E u   dhe   y’ x’xyy’ x’ [V(uxyu)  uSu]  V(xy) 

Vërtetim: 

I. Meqë   uV(x)u  uSu  dhe  y uV(x)u  kemi   y = ux’u   ku  x’ V(x),  atëherë rrjedh 

se: 

         y uxu y = ux’u uxu ux’u = ux’uxux’u = ux’xx’u = ux’u = y     

dhe 

             uxu y uxu = uxu ux’u uxu = uxux’uxu = uxx’xu = uxu 

 

që do të thotë se  y- është një invers i  uxu,  d.m.th.  y V(uxu), prej nga rrjedh se 

 

                                                      uV(x)u  [V(uxu) ∩ uSu] 

 

Le të jetë tani   y V(uxu) ∩ uSu. Për kёtё  y  kemi:  

 

                   y = y uxu y,    uxu y uxu = uxu   dhe   y = usu    ku   s S  

Atёherё, 

                                       yxy = usu x usu = usu uxu usu = y uxu y = y   

  dhe                            

                       xyx = xx’xyxx’x = xx’ux usu xux’x = xx’ uxu s uxu x’x =  

                             = xx’  (uxu usu uxu) x’x  =  xx’  (uxu y uxu) x’x = 

                             = xx’ uxu x’x = xx’xx’x = 

                             = xx’x = 

                             = x    

 

Kjo tregon se   y V(x).  Kështu kemi treguar se   

 

                                               uV(x)u  [V(uxu) ∩uSu] V(x) 

Por meqë    
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                  uV(x)u  uSu;   uV(x)u  V(x)  dhe V(x) ≠ Ø  (që do të thotë se  uV(x)u ≠ Ø),    

rrjedh se   uSu ∩V(x) ≠ Ø. 

II.  Le të jenë x,y S, të tillë që  x’ V(x) ∩uSu  dhe  y’ V(y) ∩uSu. Të provoj se  x’xyy’ 

 u E u.  Vërtet:         

                x’  V(x) ∩ uSu    x’x E   dhe  x’ = usu   ku   s S 

                y’  V(y) ∩ uSu    yy’ E   dhe  y’ = utu   ku    t S 

atëherë shohim se  

                                x’xyy’ = usu xy utu = u usu xy utu u = u x’x yy’ u u E u   

 

Mbetet për të provuar së fundi që:      

 

                                               y’ x’xyy’ x’ [V(uxyu) ∩ uSu]  V(xy) 

Vërtet:   

 

         y’x’xyy’x’ uxyu y’x’xyy’x’ = y’(x’xyy’) u (x’xyy’) u (x’xyy’)x’ = 

       = y’(x’xyy’)u(x’xyy’)  x’ = 

                                                   = y’x’xyy’ x’       

 dhe    

                  uxyu y’x’xyy’x’ uxyu = uxyy’(x’xyy’x’xyy’)yu = uxyy’(x’xyy’ux’xyy’)yu =  

                                                   = uxyy’x’xyy’yu = uxyy’x’xyy’ yu = ux x’xyy’ux’xyy’ yu = 

                                                   = uxx’xyy’yu =  

                                                   = uxyu 

 

Pra, y’x’xyy’x’ V(uxyu) ∩ uSu. Ndërsa fakti që  [V(uxyu) ∩ uSu]  V(xy)   rrjedh direkt 

nga pika I-rë e kësaj leme duke marrë në vend të elementit  x  elementin  xy. ■ 

 

Le të shohim tani vërtetimin e njё leme, e cila do të na shërbejë për ndërtimin e 

gjysmëgrupit të rregullt me njё idempotent medial, që përbën dhe synimin kryesor të këtij 

kapitulli. 

 

Lema 5.2.2. [27] 

I. Le të jenë   e,e’  E u   dhe   a  u E u. Në qoftë   ee’  në  E u  dhe  ue  a = a, 

atëherë   ue’  a = a   dhe   ea = e’a. 

II. Le të jenë   f,f’  u E    dhe   b u E u. Në qoftë se  ff’  në  u E   dhe  b  fu = b,    

atëherë  b  f’u = b   dhe   bf = bf’. 

Vërtetim: 

I. Meqë  ee’ në  E u  kemi që   (e)r = (e’ )r   në  E u,  d.m.th.   

                       e E u = e’ E u                 (5.2.1) 

prandaj     

                                       e E u    e = xu    eu = xu u = xu = e  

 

pra  eu = e   dhe  njëlloj tregohet se edhe   e’u = e’ 
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Nga barazimi (5.2.1) rrjedh se   eu E u = e’u E u  dhe për  a u E u,  ekziston b u E u  e 

tillë që  ea = e’b,  prej nga kemi  u  ea = u  e’b   dmth 

                                                          a = ue’b                           (5.2.2) 

Nga ana tjetёr       

                                             ea = e’b    e’ea = e’b    e’uea = e’b   

ose 

                                                         e’a = e’b                           (5.2.3) 

 

Nga (5.2.2) dhe (5.2.3) rrjedh se  ue’  a = ue’b = a. Pra, ue’  a = a. Atёherё, nga   ea = e’b  

dhe  e’b = e’a   rrjedh menjëherë se  ea = e’a. 

II.   Meqë   ff’  në  u E , kemi  (f)l  = (f’ )l   d.m.th.  u E f = u E f’  ose  u E uf = u E uf’,   

Kështu që për  b u E u  ekziston  a u E u, e tillë që  bf  = af’,  prej nga rrjedh  bfu = af’u.  

Por nga kushti kemi bfu = b,  prandaj do të kemi edhe   

 

                                                           af’u = b                           (5.2.4) 

pёr mё tepёr kemi: 

                                              bf = af’   bff’ = af’    bfuf’ = af’  

dmth 

                                                            bf’ = af’                         (5.2.5) 

 

Nga (5.2.4) dhe (5.2.5) rrjedh  bf’u = af’u = b  d.m.th.  bf’u = b. 

Sё fundi, nga  bf = af’  dhe  bf’ = af’  rrjedh  bf = bf’. ■ 

 

 
5.3.  Ndërtimi i një gjysmëgrupi të rregullt që përmban një idempotent medial 

 

 

Në këtë paragraf ne do të tregojmë se si mund të ndërtojmë një gjysmëgrup të rregullt i 

cili përmban një idempotent medial duke përdorur si “tulla ndërtimi” një gjysëmgrup të 

rregullt të gjeneruar prej idempotentësh E  që përmban një idempodent medial u  dhe një 

gjysmëgrup ortodoks me njësh S , banda e idempotentëve të të cilit është izomorfe me 

uEu . 

Le të jetë dhënë pra një gjysëmgrup i rregullt i gjeneruar prej idempotentësh E  që 

përmban një idempodent medial u  dhe le të jetë S  një gjysmëgrup ortodoks me njësh, 

me bandë idempotentësh ( )E S uEu . Nga ky izomorfizёm ne do të identifikojmë 

strukturat ( )E S  dhe uEu , kështu që u - kthehet në njësh të gjysmëgrupit S . 

Vërtetë nëse e  do ishte njëshi i S, atëhere  2e e ,  pra ( )e E S  dhe meqë  u  është njësh 

i ( )uEu E S  rrjedh se u  kthehet në njësh për ( )E S , pikërisht nga identifikimi i 

strukturave izomorfe të mësipërme. Kështu që:   

                                    eu = ue = u          (e- njësh i  S -së pra edhe i ( )E S ) 

                                    eu = ue = e          (u- njësh   uEu ,  pra edhe i ( )E S ) 

Prej nga del se  u = e. 
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Tani duke përdorur gjysmëgrupet e dhëna E  dhe S , do synojmë që të ndërtojmë një 

gjysëmgrup të rregullt K  që të përmbajë një idempotent medial u , ku nëngjysëmgrupi i 

gjeneruar prej idempotentëve të K -së, ( )E K ,  të jetë izomorf me E  dhe gjysmëgrupi   

uKu   i  K -së  të jetë izomorf me gjysmëgrupin ortodoks të dhënë S . 

Le të jenë:     

                                  E u/ = {Re| e E u }  bashkësia e  -klasave në E u  

dhe                                     

                                   u E / = {L
f
| f u E } bashkësia e  -klasave në  u E  

 

Pohimi 5.3.1.  [31] Për çdo    e E u,     uRe = R ue  = {g  u E u |  gue  në   u E u}  

                        dhe për çdo     f  u E ,    L
f
u = Lfu =  {h u E u  hfu   në   u E u}            

Vërtetim. Le të jetë  x  uRe,   rrjedh që  x = ua   ku  a eR  d.m.th.  ae  në  E u,  pra 

ekzistojnë   y, z E u,  të tillë që  a = ey  dhe  e = az. Pra kemi  x = ua = uey  dhe             

ue = uaz = xz,  që do të thotë se  xue  në E u. Pra x  R ue ,  ose  uR e  R ue  

Anasjellas, le të jetë x  Rue. Pra kemi  xue  në E u, dmth ekzistojnë y, z E u tё tillë 

që       

                                

x = uey = uc  ku  c = ey   ( c = ey e E u E u  )  dhe   ue = x z   

 ose 

                                         ue = uc z     eue = euc z      e = euc z 

 

Por nga  uey = uc   rrjedh   euey  =  euc   ose   ey = euc.  

Tani mun tё shkruajmё:  

                                                              e = euc z = eyz = cz 

 

Treguam kështu se   x = uc,   c = ey  dhe  e = cz,  ( ku   y,z E u   dhe  a E u ). Pra  kemi  

x = uc  dhe  ce  në E u, që do të thotë se  c Re dhe rrjedhimisht  x = uc euR .  

Kështu treguam se edhe ue eR uR . Pra   u eR  = ueR . Mbetet tani për të treguar se: 

 

                                                   R ue = { g u E u | gue  në  u E u } 

 

Vërtetë nëse  x  R ue   rrjedh që kemi  xue  në E u. Pra do tё ekzistojnë   y = eu E u   

dhe   z = `e u E u    të tillë që  x = ue·y   dhe   ue = xz    ose   x = ue y = ue eu = u eue eu  

Pra,             

                          x = ue  eu  u E u,   x  E u  E    dhe   x = ue (ue eu )               (5.3.1) 

Gjithashtu        

                            ue = xz    ue = x `e u    ue = xux `e u = x (ux `e u)     

dhe     

                                        ux `e u = u(x e )u  u E u    (sepse x, e E  ) 
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Pra kemi                        

                                                          ue = x(ux `e u)              (5.3.2) 

 

Nga (5.3.1) dhe (5.3.2) rrjedh  x ue  në  u E u. Kështu  x { g u E u | gue  në  u E u }, 

d.m.th.       

                                           R ue  { g u E u | g ue  në u E u }              (5.3.3) 

 

Anasjellas nëse  x {g u E u | gue  në u E u}  atëhere  x  u E u  dhe  xue   në   u E u. 

Pra ekzistojnë  y,z u E u  të tilla që  x = uey  dhe  ue = x z. Por  y,z  u E u    y,z E u   

d.m.th.  kemi   x ue   në  E u.  Pra    x R ue   ku  R ue  është   - klasa e elementit  ue  

në  E u Kështu që,  

                                                R ue { g u E u | g ue  në u E u }          (5.3.4) 

 

Përfundimisht nga  (5.3.3) dhe (5.3.4) rrjedh barazimi: 

 

                                               R ue  = { g  u E u | gue  në  u E u } 

dhe njëlloj tregohet edhe barazimi:     

                                              L
f
u = L

fu
= { h  u E u | hfu  në  u E u }  ■ 

 

Tani shqyrtojmë bashkësinë:  

 

    ( , )K K E S = { (R e ,x,L f )  E u /  x  S  x  u E / |  uR e

S

xR   dhe  fL u S

xL } 

 

Ku S

xR  dhe S

xL  janë  përkatësisht  - klasa dhe  - klasa që përmbajnë elementin x  në S 

Por shohim  qё:  

     u eR S

xR    ueR S

xR   ue x   në  S  dhe  fL u  = fuL S

xL    x fu  në  S,  

 

d.m.th. kemi  ue x fu  në  S. Pra bashkësia  K =  ( , )K E S   shkruhet: 

 

                          K = { (R e ,x,L f ) E u / x S x  u E / |  ue x fu  në S } 

Por   

                            ( ue  xfu  në S )   ( x’ V(x),  ue = xx`  fu = x`x )  

 

Vërtet, nëse ekziston  x’ V(x)  i tillë që  ue = xx` dhe  fu = x`x,  kemi:  

 

ue = xx’  x  x’x = fu 

dmth kemi  ue  x  fu  në  S.  
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Anasjellas, supozojmë se kemi ue  x  fu . Por ue  x  në  S do të thotë se ekzistojnë  

s,t  S  të tillë që  x = uet  dhe  ue = xs  prej nga rrjedh  uex = (ue)
2
t  dhe  uex = xsx,  pra,   

  

                                                       uex = uet = x  dhe  x = xsx    

 

Po ashtu tregohet se nga  x  fu  në  S  rrjedh se  gjendet  v  S  të tillë që: 

 

                                                          xfu = x    dhe    fu = vx  

Duke shënuar  x’ = fusue   kemi: 

                              xx’x  = x·fusue·x = (xfu)s(uex) = xsx = (xs)x = x 

 

                              x’xx’ = fusue·x·fusue = fus(uex)fusue = fus·x·fusue =  

                                       = fus(xfu)sue = fus·x·sue =  

                                       = fus(xs)ue = fusueue = fusue = x’ 

 

Kështu kemi  x’  V(x)  dhe për më tepër shohim se: 

 

                                          xx’ = xfusue = xsue = ueue = ue 

                                          x’x = fusuex = fusx = vxsx = vx = fu   

 

Prandaj përfundimisht  K - merr trajtën: 

 

   K = { (R e ,x,L f ) E u /  x  S  x  u E / | x` V(x), ue = xx`  fu = x`x }       (*) 

 

ku  e E u   dhe  f u E . Natyrisht që  K ≠ Ф   sepse  (Ru, u, Lu)  K.  

 

Pohim 5.3.2. [31], [32]  N.q.s. (Re, x, Lf)  K  dhe  x
2 
= x, atëherë:    

 

                                  (Rex, x , Lxf )  K   dhe   (Rex, x , Lxf ) = (Re, x, Lf) 

 

Vërtetim. Meqenëse  ex  E u  dhe  xf  u E  (x E(S) = u E u  d.m.th.  xu = ux = x  dhe  

ex, xf E )  dhe  ue = xx’,  fu = x’x  për ndonjë  x’V(x) (sepse  (Re, x, Lf)  K ),  rrjedh  

uex = xx’x = x  kështu do tё kemi u(ex)x [njëlloj tregohet se  x   (xf)u]. Prandaj kemi 

u(ex)  x   (xf)u, që do të thotë se  (Rex, x , Lxf )  K. Por nga  ue = xx’x uex  del se  

ue  uex  ose  eue  euex  ose  e  ex. Pra Re = Rex dhe njëlloj nxjerrim se edhe Lf  = Lxf 

Kështu kemi treguar se:    

                                                   (Rex, x , Lxf ) = (Re, x, Lf)    ■ 

 

            Përcaktojmë në K - një veprim binar si mëposhtë:  
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                                                  (R e ,x,L
f
)( hR ,y kL ) = ( eaR , xfhy, bkL )     (**) 

 

ku   a,b E(S)  të tillë që   a  xfhy  b  në S.  

Së pari të tregojmë që( eaR , xfhy, bkL )  K, dmth veprimi i pёrcaktuar është veprim 

algjebrik i mbrendshëm në  K.   

Duke u nisur nga  a  xfhy  b  në S  rrjedh:   

                                                  uea  uexfhy   dhe   xfhyku  bku   

 

dhe meqë  xx’ = ue,  y’y = ku,  relacionet e fundit shkruhen kështu:  

 

                  (uea  xx’xfhy  xfhyy’y  bku)   ose  (uea  xfhy  xfhy  bku)     

 

dmth kemi  uea  xfhy  bku  në S  që do të thotë se ( eaR , xfhy, bkL )  K.   

Së dyti të tregojmë  që  ky veprim  është i përcaktuar saktë, d.m.th. nuk varet nga 

përfaqësuesit e klasave të ekuivalencës eR , L
f
, hR , kL  dhe nga  a,b E(S)  të tillë që  a 

 xfhy  b  në S. 

Le të jenë pra  f ` L
f
 dhe h` hR , dy përfaqësues të tjerë të këtyre klasave. Nga 

përcaktimi në (*)  i K -së, gjendet x` V(x), i tillë që:  

 

                                          x fh y  = xx`x  fh · yy`y 

                                                    = x  x`xf  hyy`  y  (Lema 5.2.2 ku  b = x`x  dhe  a = yy`) 

                                                    = x x`xf `  h`yy`  y    

                                                    = x  f `h`  y 

 

( jemi në kushtet e  Lemës 5.2.2  sepse,  fu = x`x    xfu = x    x`x · fu = x`x, d.m.th. 

plotësohet  kushti i  saj  b·fu = b , prej nga rrjedh  x`x  f = x`x  f ` që u shfrytzua më sipër). 

Kjo tregon se komponenti i mesit në veprimin e përcaktuar nuk varet nga zgjedhja e 

përfaqësuesve të klasave të ekuivalencës  L f  dhe hR . Të shohim tani që edhe 

komponenti i majtë eaR , nuk varet as nga zgjedhja përfaqësuesit të eR  (e  apo e` eR ) 

dhe as nga  a E(S) = u E u, apo  a` E(S) = u E u  e tille që a` x fh y. Por meqë  a 

x fh y  do kemi  aa`  në  u E u,  d.m.th.  eaea`, sepse    është kongruencë e majtë në 

E u. Por nga Lema 5.2.2  kemi ea` = e`a`, kështu që  ea  e`a`,  d.m.th. elementët  ea  

dhe  e`a` i takojnë të njëjtës - klasë në E u. Pra, eaR = ` `e aR , që do të thotë se edhe 

komponenti i parë i ( , . . ,ea bkR x fh y L )  është i përcaktuar në mënyrë të vetme. Njëlloj 

tregohet edhe per komponentin e tretë bkL , që nuk varet nga zgjedhja e  k`  kL dhe e  b`

u E u  ku  x  fh  y  b`.  
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Teoremë 5.3.1.  [31],[32] 

                           (1) K - me veprimin e përcaktuar në të është gjysmëgrup.  

                           (2) K - gjysmëgrup i rregullt.  

                           (3) ( )E K = {( , ,e fR x L ) K | ( )f eL R V x dhe 2x x} 

                           (4) ( )E K ={( , ,e fR x L ) K | 2x x} 

                           (5)  ( , , )u uu R u L  është idempotent medial i K -së. 

                           (6)  ( )E K E   dhe  uKu S  

Vërtetim. 

(1) Le të jenë ( , ,e fR x L ), ( , ,g hR y L ) dhe ( , ,t sR z L ) tre elementë të çfarëdoshëm të 

K -së. Atëherë:  

[( , , )e fR x L ( , , )]g hR y L ( , , )t sR z L = ( , , )ea bhR xfgy L ( , , )t sR z L  

                                                                               = ( , , )eac dsR xfgybhtz L  

ku    a  xfgyb    dhe    c  xfgybhtz  d 

( , , )e fR x L [( , ,g hR y L )( , , )]t sR z L = '( , , )( , , )e f ga b sR x L R yhtz L = 

                                                                            = ` ` `( , ` , )ec d b sR xfga yhtz L  

ku   a`  yhtz  b`   dhe   c` xfha`yhtz  d` 

Të vërtetojmë në fillim barazimin e komponentëve të mesit. Meqë  ( , , )ea bhR xfgy L K  

rrjedh  

                             bhu = (xfgy)’(xfgy)  ose  xfgy = xfgybhu   ose   xfgyh = xfgybh                    

ose 

                                                     xfgyhtz = xfgybhtz      (5.3.5) 

 

Nga ana tjetër meqë  '( , , )ga b hR yhtz L  K  do tё kemi: 

 

uga’ = (yhtz)(yhtz)’ ose  yhtz = uga’yhtz 

 

prej nga   gyhtz = ga’yhtz    ose    xfgyhtz = xfga’yhtz     (5.3.6) 

Nga barazimet e mёsipёrme (5.3.5)  dhe (5.3.6)  rrjedh se  xfgybhtz = xfga’yhtz.  

Tani shënojmë me  w = xfgybhtz = xfga’yhtz  dhe mbetet pёr tё treguar tani barazimin:   

 

                                                 ( , , )eac dsR w L  = ` ` `( , , )ec d b sR w L  

 

Meqë këto dy elementë i përkasin  K – sё  kemi:  

 

          ueac = ww’  ww’’ =  uec’   ose   ueac  uec’  në  E u  ose  eac  ec’   në  E u   

 

Pra eacR = `ecR   në  E u. Njëlloj tregohet se edhe  Lds = Ld’b’s   në  u E  .  
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Kështu përfundimisht kemi treguar se veprimi i përcaktuar më sipër në  K  ka vetinë e 

shoqërimit d.m.th.  K- është gjysëmgrup në lidhje me këtë veprim. 

(2)    Të provojmë që  K = K( E , S) është i rregullt.  

Le të jetë  (Re, x, Lf) K  dhe  x’ V(x)  i tillë që  xx’ = ue  dhe  x’x = fu. Mbetet pёr tё 

treguar se që  (Rfu, x’, Lue) K  dhe pёr mё tepёr është një invers i elementit (Re, x, Lf).  

Së pari është e vërtetë që (Rfu, x’, Lue)  K, sepse ekziston një invers i  x’,  [x V(x’)]  i 

tillë që u fu = x’x. Ky barazim është i vërtetë sepse f uE    fu = uy,  për ndonjë  y

E , domethënë  u fu = u uy = uy = fu. Prej nga del se  ufu = fu = x’x  njëlloj del se edhe  

ueu = xx’. Prandaj themi se  (Rfu, x’, Lue) K.  Shohim gjithashtu që:  

 

                          (Re, x, Lf) (Rfu, x’, Lue) (Re, x, Lf) = (Rea, xffux’, Lbue) (Re, x, Lf)  

                                                            = (Rea, xx’, Lbue) (Re, x, Lf) 

                                                            = (Reac, xx’bueex, Ldf)  

                                                            = (Reac, xx’bx, Ldf)  

 

dhe të tregojmë akoma se   (Reac, xx’bx, Ldf) = (Re, x, Lf). 

Meqë  (Rea, xx’, Lbue) K  do të thotë se  bue u = (xx’)’(xx’)  për ndonjë invers  (xx’)’ të  

xx’ ose 

               xx’bueu = xx’     xx’bxx’u = xx’     xx’bxx’ux = xx’x      xx’bx = x  

 

Kështu që komponenti i mesit është i njëjtë, prandaj mbetet për të treguar që: 

 

                                                  (Reac, x, Ldf) = (Re, x, Lf) 

 

Nga fakti që  (Reac, x, Ldf)  K  rrjedh se ekziston  x’’ V(x)  i tillë që: 

 

                       ( ueac = xx”   dfu = x”x )    ose    ( eac = exx”   df = x”xf ) 

 

Nga ana tjetër  xx”  E(S) = u E u  E u   dhe   xx’  E(S) = u E u  E u ,  për më tepër 

janë të vërteta këto barazime:  

                                               xx’ = ( xx’’x)x’ = (xx” )(xx’ )  

                                              xx’’  =  (xx’x)x’’ = (xx’ )(xx’’ )  

 

prej të cilave rrjedh   xx’  xx’’  në  E u . Por meqë  e  E u  kemi  exx’  exx’’  ose  

eue eac   dmth   e eac. Pra  Re = Reac   në  E u . Njëlloj tregohet  Lf  = Ldf   në  u E . 

Kështu treguam se: 

 

          (Re, x, Lf) (Rfu, x’, Lue) (Re, x, Lf) = (Reac, xx’bx, Ldf) = (Re, x, Lf)      (5.3.7) 

 

Nga an tjetёr kemi: 

 

          (Rfu, x’, Lue)(Re, x, Lf)(Rfu, x’, Lue) = (Rfua, x’ueex, Lbue)(Rfu, x’, Lue)  

= (Rfa, x’uex, Lbe)(Rfu, x’, Lue) 
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= (Rfa, x’x, Lbe)(Rfu, x’, Lue) 

= (Rfac, x’xbefux’, Ldue) 

= (Rfac, x’xbex’, Lde) 

 

ku   a, b, c, d  janë idempotentë në  S, pra   a, b, c, d ( )E S uEu   tё tillё qё:  

 

     ( a x’ueex b  c x’xbefux’ d )   ose  ( a x’x b     c x’xbex’ d )      

Të tregojmë tani që 

                                                     (Rfac, x’xbex’, Lde) = (Rfu, x’, Lue) 

 

Së pari, nga përcaktimi i elementëve të K-së dhe meqë  (Rfa, x’x, Lbe)  K  kemi: 

ufa = (x’x)(x’x)’  dhe   beu = (x’x)’(x’x)    ku  (x’x)’ V(x’x)    

ose  

   ufax’x = x’x     dhe   x’xbeu = x’x           

ose 

         fax’ = x’     dhe    xbe = x 

Nga   xbe = x    rrjedh   x’xbex’ = x’xx’ ose,  x’xbex’ = x’, që tregon se komponenti i mesit 

është i njëjtë. Tani mbetet të tregojmë që:    

                                                 (Rfac, x’, Lde) = (Rfu, x’, Lue)  

Meqë  (Rfac, x’, Lde)  K,  gjendet  x’’  V(x’ )  i tillë që  

 

                      ufac = x’x’’  dhe  deu = x’’x’   ose   fac = fx’x’’  dhe  de = x’’x’e  

 

Nga ana tjetër  x’x”  E(S) = u E u  E u  dhe  x’’x’  E(S) = u E u  E u ,  për më tepër 

janë të vërteta këto barazime:                                   

                                              x’x’’ = ( x’xx’ )x’’ = (x’x)(x’x’’ ) 

                                                x’x  =  (x’x’’x’)x = (x’x’’ )(x’x )  

 

prej të cilave rrjedh   x’x  x’x’’   në  E u . Por meqë   fu  E u  kemi:  

 

                                 fux’x  fux’x’’   ose,    fufu   fac   ose,     fu   fac   

 

Pra    Rfu = Rfac   në E u. Njëlloj tregohet  Lue = Lde  në  u E . Kështu treguam se: 

 

    (Rfu, x’, Lue)(Re, x, Lf)(Rfu, x’, Lue) = (Rfac, x’xbex’, Lde) = (Rfu, x’, Lue)       (5.3.8) 

 

Barazimet  (5.3.7) dhe (5.3.8) tregojnë se elementi i çfardoshëm  (Re, x, Lf)  K  ka invers 

elementin (Rfu, x’, Lue)  ku  x’  V(x) dmth K  është gjysëmgrup i  rregullt. 

(3)    Të tregojmë që:    E(K) = {(Re, x, Lf) K | LfRe  V(x) dhe x
2
 = x} 

Supozojmë se elementi (Re, x, Lf)  është idempotent në K.  

Pra, 

                   (Re, x, Lf)(Re, x, Lf) = (Re, x, Lf)    ose   (Rea, xfex, Lbf) = (Re, x, Lf) 
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që do të thotë se   Rea = Re, xfex = x  dhe  Lbf = Lf     ku  a, b ( )E S uEu ,  të tillë që 

 a xfex b   ose  a x b   në  S. Por meqё,  

                             ue = xx’    eue  =  exx’     e = exx’ 

                fu = x’x     fuf  = x’xf      f  = x’xf 

do tё rrjedhё: 

fe = x’xf exx’ = x’(xfex) x’ = x’xx’ = x’ 

Pra   fe = x’,  domethënë   fe V(x). 

Por   fe ( )uE Eu uEu E S , domethënë  fe  është idempotent në S. Kështu  x’ është 

idempotent në S, dhe meqë S është ortodoks kemi: 

 

                         x = xx’x =  xx’ x’x  E(S),  

 

sepse  xx’ E(S)  dhe  x’x E(S),  domethënë del se  x  është idempotent. Pra, x
2
 = x. 

Ndërsa për të treguar se   Lf Re  V(x),  marrim elementin çfarëdo  gh  LfRe  ku  g Lf   

dhe  h Re. Pra  Lg = Lf   në  uE   dhe  Rh = Re  në Eu .  

Kështu elementi (Rh, x, Lg) = (Re, x, Lf) është idempotent në  K, që do të thotë (ashtu si 

edhe për  fe) se edhe  gh V(x). 

Treguam kështu se  LfRe  V(x). Për pasojë rrjedh se: 

 

        E(K)  { (Re, x, Lf)| LfRe  V(x)  dhe  x
2
 = x } 

 

Le të jetë tani  (Re, x, Lf) K  një element i tillë që  Lf Re V(x)  dhe  x
2
 = x. 

Të tregojmë se  (Re, x, Lf)
2
 = (Re, x, Lf). Nga shumëzimi në  K  kemi:     

                             

                                           (Re, x, Lf) (Re, x, Lf) = (Rea, xfex, Lbf)   

 

ku  a,b  E(S) = uEu   dhe  a xfex b  në  S. 

Së pari, meqë  LfRe  V(x)  rrjedh se  fe V(x),  pra  xfex = x. 

Së dyti, nga  x
2
 = x  dhe pohimi 5.3.2, rrjedh  (Re, x, Lf) = (Rex, x, Lxf),  prej nga  Re = Rex  

ose  eex  në  E u. Por meqenëse kemi edhe  axfex  në E u do të rrjedhë ax,  pra  

eaex  ( sepse  a;  xfex = x;  e  janë elementë të E u )  Në këto kushte është i vërtetë 

implikimi  eexea    eea  në E u   që do të thotë se  Re = Rea   në E u. Njëlloj 

tegohet se edhe   Lf = Lbf   në  u E .  Kështu përfundimisht është vërtetuar se 

 

                (Re, x, Lf)
2
  =  (Rea, xfex, Lbf) = (Re, x, Lf) 

 

domethënë  (Re, x, Lf) E(K). Prandaj ёshtё e vёrtetё edhe pёrfshirja: 

 

                   {(Re, x, Lf)| LfRe  V(x) dhe x
2
 = x}   E(K) 

që provon se: 

                                               E(K)  = {(Re, x, Lf) | LfRe V(x)  dhe  x
2
 = x} 
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 (4) Të tregojmë që    2( ) {( , , ) | }
e f

E K R x L K x x  

Nëse ( , , ) ( )
k p
R z L E K , atëhere ky element do të ishte prodhim idempotentësh nga 

( )E K . Por në qoftë se  (Re, x, Lf)  dhe  (Rg, y, Lh)  janë dy idempotentë në  K  atëhere, 

nga sa treguam më sipër kemi që  x
2
 = x  dhe  y

2
 = y. Për më tepër,  

 

             (Re, x, Lf) (Rg, y, Lh) = (Rea, xfgy, Lbh)  

  

dhe   x E(S), y E(S),  ndërsa  fg ( )uE Eu uEu E S  

domethënë   x, y, fg   janë idempotentë në S. Atёherё, meqë S është ortodoks, rrjedh që 

edhe prodhimi i tyre  xfgy  është idempotent në S. Kjo tregon se çdo element (Rk, z, Lp) në 

( )E K , i cili siç thamë është produkt idempotentësh në E(K), komponentin e mesit z, do 

ta ketë përsëri idempotent në S dmth  z E(S).  

Pra (Rk, z, Lp)  {(Re, x, Lf)  K | x2 
= x} dhe kështu ka vend përfshirja: 

 

                                                  2( ) {( , , ) | }
e f

E K R x L K x x  

 

Por është e vërtetë gjithashtu edhe përfshirja e anasjelltë. Kështu nëse (Re, x, Lf) K  dhe  

x
2
 = x  atëhere  (Re, x, Lx), (Rx, x, Lf)  janë idempotentë të K-së. Vërtetë, që  (Re, x, Lx)  të 

jetë idempotent në  K  duhet që x
2
 = x  dhe  LxRe  V(x). Barazimi x

2
 = x plotësohet. 

Kështu mbetet të provojmë se Lx Re  V(x). Le të jetë  ab LxRe  ku a Lx dhe b Re. Pra  

La = Lx dhe Rb = Re , kështu që  (Rb, x, La) = (Re, x, Lx). Meqë  (Rb, x, La)  K  dhe          

x
2
 = x,  kemi  ub = xx’  dhe   au = x’x   për ndonjë   x’  V(x),  prej nga rrjedh se:   

                                  ubx = x  dhe  xau = x    ose    xbx = x  dhe  xax = x,   

sepse  u- është njësh i gjysëmgrupit S,  (dmth  ux = xu = x). Shohim gjithashtu se nga     

La = Lx  rrjedh   a  x  në   u E ,  dmth gjendet  t  u E   e tillë që  a = tx,  prej nga  

ax = txx = tx
2
 = tx = a. Pra  ax = a,  prej të cilit rrjedh   xax = xa   ose   x = xa . Nё kёto 

kushte do tё kemi:  

                        abxab = ab(xa)b = abxb = (ax)bxb = a(xbx)b = axb = (ax)b = ab      

 dhe 

                                                            xabx = (xa)bx = xbx = x  

 

qё do tё thotё se ab  V(x), ose LxRe  V(x). Kemi treguar kështu se elementi (Re, x, Lx) 

është idempotent në K. Në mënyrë të ngjashme tregohet se edhe  (Re, x, Lf) E(K). 

Mbetet tani për t’u treguar se (Re, x, Lf) = (Re, x, Lx)(Rx, x, Lf),  që do të dëshmonte se çdo 

element i formës  (Re, x, Lf)  K   i tillë që   x
2
  =  x,  shprehet si prodhim idempotentësh 

në  K. Pra, do t’i përkiste ( )E K .  Vërtet: 

 

       (Re, x, Lx)(Rx, x, Lf) = (Rea, x x x x, Lbf)  = (Rea, x, Lbf)  
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ku  a x b   dhe  ue = xx’  ose  e = exx’. Gjithashtu, nga  (Rea, x, Lbf)  K  rrjedh 

ekzistenca e   x’’ V(x)  tё tillë që  uea = xx’’  ose  ea = exx’’. Por meqë  xx’ xx’’  në E

u  dhe  e  E u  rrjedh   exx’  exx’’  ose,  e ea,  d.m.th.  Re =  Rea   në E u . Njëlloj 

tregohet edhe  Lbf = Lf,  që do të thotë se është i vërtetë barazimi:  

 

                 (Re, x, Lf) = (Rea, x, Lbf)        

ose 

                 (Re, x, Lf) = (Re, x, Lx) (Rx, x, Lf) 

 

d.m.th. elementi i çfardoshëm  (Re, x, Lf)  i bashkësisë  
2{( , , ) | }

e f
R x L K x x  është 

prodhim idempotentësh të  E(K)  dhe kjo tregon se:  

 
2{( , , ) | }

e f
R x L K x x  ( )E K  

 

Kështu përfundimisht kemi treguar se:  

 

              2( ) {( , , ) | }
e f

E K R x L K x x  

 

(5)    Të vërtetojmë që ( , , )u uu R u L  është idempotent medial në K. 

Le të jetë  (Re, x, Lf)   një element çfarëdo në ( )E K . Tani do të kemi: 

 

(Re, x, Lf)(Ru, u, Lu)(Re, x, Lf) = (Rea, xfuu, Lbu)(Re, x, Lf) 

= (Rea, xx’x, Lbu)(Re, x, Lf) 

= (Rea, x, Lbu) (Re, x, Lf) 

= (Reac, xbuex, Ldf) 

= (Reac, xbxx’x, Ldf) 

= (Reac, xbx, Ldf) 

 

ku   a x b   dhe    c xbx d    në S  dhe   a, b, c, d E(S). 

Meqё (Rea, x, Lbu)  K  rrjedh se  bu u = x”x  për ndonjë invers  x” të x-it. Prandaj kemi:    

 

                           bu u = x”x    bu = x”x     b = x”x    xbx = xx”xx = xx = x 

 

 Kështu duke synuar që tregojmë vërtetësinë e barazimit  

 

                   (Reac, xbx, Ldf) = (Re, x, Lf)  

 

kemi treguar se  xbx = x. Për më tepër nga përcaktimi i K-së, dhe fakti që  (Re, x, Lf)  K  

rrjedh 

                                               ue  = xx’x    ue x    e ex    
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në E u  ku  x’ V(x)  ( sepse    ue,x  E u )   

Gjithashtu, 

                         (Reac, x, Ldf)  K      ueac = xx’”x    ueac x    eac ex   

   

në E u  ku  x’’’ V(x),  prej nga rrjedh   e ex eac   në E u  ose   Reac = Re   në E u . 

Njëlloj tregohet se edhe  Ldf  = Lf. Prandaj  ( , , )u fu R u L  është idempotent medial në K. 

(6)    Së fundi mbetet për të treguar se  ( )E E K   dhe  uKu S  

Ndërtoj pasqyrimin:     Φ : E  → ( )E K  

                                  x → (Rxu, uxu, Lux) 

Është e qartë se  (Rxu, uxu, Lux)  ( )E K , sepse   uxu  uEu  = E(S). Pra  (uxu)
2
 = uxu. 

Pasqyrimi Φ është i përcaktuar drejt sepse x E , shëmbëllimi i tij është i vetëm.  

Të tregojmë së pari që ky pasqyrim është injektiv. Supozojmë që për elementёt  x,y  E ,  

kemi  xΦ = yΦ, d.m.th.    

                                                   (Rxu,uxu,Lux) = (Ryu,uyu, Luy) 

 

Pra kemi  uxu = uyu,   xu  yu   në E u   dhe   ux  uy   në  u E .  Kështu që do tё 

ekzistojnë  t  E u   dhe  g  u E    të tillë që  

 

                                    xu = yut    dhe  ux = gyu 

                                    x = yutx            dhe  x = xguy 

                                     uxu = u.yutx.u    dhe  uxu = u.xguy.u 

                                    uyu = uyutxu    dhe  uyu = uxguyu 

                                    y = yutx.uy    dhe  y = yu.xguy 

                                    y = xuy             dhe  y = yux 

 

Njëlloj gjejmë se          x = yux  dhe x = xuy   që tregojnë përfundimisht se  x = y. 

Kështu pasqyrimi  Φ – është injektiv.   

Së dyti, le tё jetё  (Re, x, Lf)   është një element çfardo i ( )E K . Të tregojmё se ekziston 

një element i E , shëmbëllimi i të cilit sipas Φ është pikërisht (Re, x, Lf). Meqë  (Re, x, Lf) 

 ( )E K ,  kemi që  x
2 

= xE(S) dhe se ekziston x’V(x) i tillë që  ue = xx’ dhe  fu = x’x. 

Gjithashtu elementi  exf E  meqë  e,x,f  E , sepse  e  E u  E ,   f  u E   E    dhe   

x  E(S) = u E u.  Tani të tregojmë që 

                                                          (exf)Φ = (Re, x, Lf) 

Vërtet, 

(exf)Φ = (Rexfu, uexfu, Luexf),   dhe  uexfu = xx’xx’x = xx’x = x 

 

Gjithashtu kemi  ue = xx’ dhe  x  xx’  në E u   prej nga rrjedh  x  ue   në E u. Por, 

meqë  është kongruencë e majtë në E u ,  dhe  e  E u  kemi  ex  e  ose  Re  = Rex  në 
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E u.  Por edhe  Rexfu  = Rexx’x = Rex.  Kështu që  Rexfu = Re   në E u  dhe njëlloj gjejmё      

Luexf  =  Lf    në  u E  që do të thotë se:    

 

                                            (Rexfu, uexfu, Luexf) = (Re,x,Lf)    ose    (exf)Φ = (Re,x,Lf)  

 

Pra kemi treguar kështu që Φ-është syrjektiv. 

Tё tregojmë që Φ-është homomorfizëm. Pra të tregojmë se për çdo dy elementë   x,y  E   

kemi që  (xy)Φ = xΦyΦ   ose  (Rxyu, uxyu, Luxy) = (Rux, uxu, Lux) (Ryu, uyu, Luy)     dmth 

duhet tё tregojmё se (Rxyu, uxyu, Luxy) = (Rxua, uxu.ux.yu.uyu, Lbuy),  ku  auxuuxyuuyub  

dhe a,bE(S). Shohim që komponentët e mesit janë të barabartë sepse: 

 

                                              uxu.uxyu.uyu = uxuxyuyu = uxyu  

Kështu duhet të tregojmë se  

 

          (Rxyu, uxyu, Luxy) = (Rxua, uxyu, Lbuy)     ose   (Rxyu, uxyu, Luxy) = (Rxa, uxyu, Lby)  

 

Pra mbetet për të treguar që   Rxyu = Rxa  dhe  Luxy = Lby. 

Por meqë  (Rxyu, uxyu, Luxy)  K  kemi  xyu = (uxyu) (uxyu)’  ku  (uxyu)’ V(uxyu)  dhe         

(uxyu) (uxyu)’uxyu  në E u,  prej nga rrjedh   xyu  uxyu   në E u. Po ashtu, meqë                              

(Rxa, uxyu, Lby)  K   do të kemi  xauxyu  në E u,  prej nga rrjedh se  xyu  xa  në E u 

dmth   Rxyu = Rxa  në E u. Në të njëjtën mënyrë gjejmё se  Luxy = Lby   në  u E   dhe 

konkludojmë se     (xy)Φ = xΦyΦ . Pra    ( )E E K  . 

Tani mbetet për të treguar se    ūKū  S .  Ndërtoj pasqyrimin:   

  

                                                   Ψ: S →  ūKū 

                       x → ( Rxx’, x, Lx’x) 

 

ku x’V(x). Së pari të tregojmë që (Rxx’, x, Lx’x) ūKū. Vërtetë nëse (Re,x,Lf) K, atëherë 

 

                                    ū(Re, x, Lf )ū  = (Ru, u, Lu) (Re, x, Lf) (Ru, u, Lu) 

                                    = (Rua, uuex, Lbf) (Ru, u, Lu) 

                                    = (Ra, uex, Lbf) (Ru, u, Lu) 

 

ku   ue = xx”   dhe   fu = x’’x   për ndonjë  x”V(x),  kështu që do kemi: 

 

                                     ū(Re, x, Lf)ū =  (Ra, xx”x, Lbf) (Ru, u, Lu) 

                                   =  (Ra, x, Lbf) (Ru, u, Lu)  

                                 =  (Rac, xbfuu, Ldu)  

                                 =  (Rac, xbfu, Ld) 

                                                         =  (Rac, xbx’’x, Ld)  
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ku  a, b, c, d- janë idempotentë në të tillë që  a  x  b  dhe  c  xbfu  d   në S .  Pra 

kemi    ū(Re, x, Lf)ū  =  (Rac, xbx’’x, Ld),  por meqë   (Ra, x, Lbf)  K,  rrjedh   bfu = x’’’x  

ku   x’’’ V(x)    ose   xbx’’x = xbfu = xx’’’x = x.  Kështu që   ū(Re, x, Lf) ū  =  (Rac, x, Ld),  

që do të thotë se gjendet   x
*
  V(x)   i tillë që   uac = xx

*
   ose   ac = xx

*
   dhe akoma       

d = du = x
*
x  dmth  ū(Re, x, Lf)ū  = ( Rxx*, x, Lx*x). Por meqë  Rxx* = Rxx’  në E u  dhe    

Lx*x = Lx’x  në  u E  për çdo  x’, x
*
  V(x),  konkludojmë se çdo element  ū(Re, x, Lf) ū  

ūKū  është i formës  ( Rxx’, x, Lx’x)   ku   Rxx’ dhe Lx’x nuk varen nga zgjedhja  x’  në  V(x). 

Nga sa thamë rrjedh menjёherё injektiviteti dhe syrjektiviteti i pasqyrimit  Ψ . 

Për të provuar se  S ūKū,  le të tregojmë që për çdo dy elementë  x,y S,  kemi   

 

(xy)Ψ = xΨ yΨ 

Vërtet, 

           xΨ yΨ = (Rxx’, x, Lx’x). (Ryy’, y, Ly’y) = (Rxxa’, xx’xyy’y, Ldy’y)  = (Rxx’a, xy, Ldy’y)   

              

ku  a,bE(S)   dhe  a  xy  d   në S. 

Ndërsa  (xy) Ψ = (R(xy)(xy)’, xy, L(xy)’(xy)). Pra mbetet për të treguar se: 

 

                                              Rxx’a  =  R(xy)(xy)’     dhe   Ldy’y  =  L(xy)’(xy) 

 

Meqë  (Rxx’a, xy, Ldy’y)  K  rrjedh se  uxx’a = (xy)(xy)’’ ose  xx’a = (xy)(xy)’’, sepse  u  

është njësh i S  dhe se  (xy)’’ V(xy).  

Pra, Rxx’a  =  R(xy)(xy)’   dhe njëlloj do tё kemi  Ldy’y  =  L(xy)’(xy)  

Kështu përfundimisht kemi treguar edhe    (xy)Ψ = xΨ yΨ    dmth   ūKū  S . ■ 

 

Në këtë paragraf ne do të tregojmë se çdo gjysmëgrup i rregullt T që përmban një 

idempotent medial u, mund të ndërtohet në mënyrën e treguar mësipër (me afërsinë e 

izomorfizmit), ku “tullat” për ndërtimin e tij do ti gjejmë tek vetë gjysmëgrupi T. 

Konkretisht në rolin e gjysmëgrupit të rregullt të gjeneruar prej idempotentësh do të jetë  

( )E T , ndërsa në rolin e gjysmëgrupit ortodoks me njësh do të jetë uTu . Është evidente 

që të dy nënbashkësitë e T,  ( )E T  dhe  uTu  janë nëngjysmëgrupe të T. Për të gjitha këto 

që thamë do të vërtetojmë teoremën e mëposhtme: 

 

Teoremë  5.3.2.  [27] N.q.s  T  është një gjysëmgrup i rregullt që përmban një 

idempotetnt medial  u,  atëhere   T K = K( ( ),E T uTu ),  ku pasqyrimi: 

 

                            θ:   T  →  K=K( ( ),E T uTu ) 

                                                         x  →  (Rxx’, uxu, Lx’x) 

  

është një izomorfizëm i  T-së  në  K  dhe   x’ V(x)  uTu  . 



59 

 

Vërtetim. Në fillim të tregojmë që pasqyrimi  θ  është i përcaktuar drejt. Pra të tregojmë 

që nëse   x”V(x)  uTu  kemi që  (Rxx’, uxu, Lx’x)  = (Rxx”, uxu, Lx”x)  ose më saktë të 

tregojmë se  Rxx’ = Rxx”  dhe  Lx’x  = Lx”x . Kjo është evidente sepse: 

 

  xx’ = (xx’’x)x’ = (xx’’)(xx’ )   dhe  xx’’ = (xx’x)x’ = (xx’ )(xx’’ )   ku   xx’, xx’’ E(T) 

 

Por,  x’, x’’ uTu  dmth  x’u = x’  dhe  x’’u = x’’. Pra  xx’ = xx’u  ( )E T u . Kështu që  

xx’ xx”  në ( )E T u   dhe njëlloj tregohet edhe  x’x x”x   në  u ( )E T   prej nga rrjedh se 

Rxx’ = Rxx”  dhe     Lx’x  =  Lx”x  dmth  (Rxx’, uxu, Lx’x)  = (Rxx”, uxu, Lx”x)  që tregon se θ është i 

përcaktuar drejt.  Shohim gjithashtu se  V(x)  uTu  ≠  Φ,  për çdo  x T.  Vërtetë meqë T 

është i rregullt, çdo element  xT,  ka të paktën një invers  x’V(x). Nga ana tjetër 

shohim se,  

                              x ux’u x = xx’x = x    dhe    ux’u x ux’u = ux’xx’u = ux’u 

 

Kështu elementi  ux’u  uTu  është gjithashtu një invers i  x-it,  dmth  ux’u  V(x). Pra, 

                                            ux’u  V(x)  uTu   ose  V(x)  uTu  ≠  Φ  

Meqë, 

K( ( ),E T uTu ) = {(Re, uxu, Lf)  ( )E T u /  x uTu x u ( )E T /,  ku (uxu)(uxu)’= ue  dhe  

(uxu)’(uxu) = fu},  

të tergojmë se elementët e formës  (Rxx’, uxu, Lx’x)   janë elementë të ( ( ), )K E T uTu . Për 

këtë duhet të tregojmë se gjendet   (uxu)’  V(uxu)  i tillë që:  

 

                                        uxx’ = (uxu)(uxu)’   dhe   x’xu = (uxu)’(uxu) 

 

Vërtet, meqë   x’ V(x) uTu ,  rrjedh  x’ = uyu   për ndonjë Ty . Por kur  uyu është një 

invers i   x-it   rrjedh se  uyu  është invers edhe i  uxu,  dmth   uyu = (uxu)’, sepse kemi të 

vërteta barazimet:       

                                                  uxu·uyu·uxu = uxu·x’·uxu = uxx’xu = uxu           

dhe  

                                       uyu·uxu·uyu = uyu·x·uyu = x’xx’ = x’ = uyu 

 Kështu që  

                                           uxx’ = ux·uyu = uxu·uyu = (uxu)(uxu)’      

dhe  

                                           x’xu = uyu·xu = uyu·uxu = (uxu)’(uxu) 

 

Këto barazime tregojnë  (Rxx’, uxu, Lx’x)  ( ( ), )K E T uTu ,  për çdo element  x  nga  T. 

Tani të vërtetojmë që pasqyrimi  është injektiv. Le të jenë Tyx, , dy elementë të 

çfarëdoshëm. Kemi: 
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' ' ' '

' ' ' '

( , , ) ( , , )

            ;  ;  

xx x x yy y y

xx yy x x y y

x y R uxu L R uyu L

R R uxu uyu L L
 

Por, meqë  x’, y’ uTu   do tё rrjedhё:    

                                          ux’u = ux’ = x’u = x’   dhe   uy’u = uy’ = y’u = y’   

Gjithashtu kemi:   

                              y’xy’ = (y’u)x(uy’) = y’(uxu)y’ = y’(uyu)y’ = y’yy’ = y’ 

 Prandaj, 

                          
' 'xx yyR R  xx’  yy’  xx’ = yy’t    për ndonjë  ( )t E T u   

dmth  

                         xx’x = yy’tx    x = yy’tx    y’x = y’yy’tx    y’x = y’tx 

 

  Kështu që    x = yy’tx = yy’x.  Pra, 

                     x = yy’x    xy’ = yy’xy’    xy’ = yy’    xy’y = yy’y     ose                                                         

                                                            xy’y = y      (5.4.1) 

Nga ana tjetër meqë  yyxx LL ''   rrjedh se   x’x  y’y   në ( )uE T   d.m.th.    

                                                            y’y = lx’x      (5.4.2)    

për ndonjë  )(TEul   prej nga  y’yx’ = lx’xx’   ose    

                                                     lx’ = y’yx’   (5.4.3)  

Shohim akoma që:  

                                       uyy’yu = uyu = uxu   ose 

                                       (uyu)y’(uyu) = uxu  

                                         (uxu)y’(uxu) = uxu            /·x’  nga të dyja anët 

                                         x’uxy’xux’ = x’uxux’ 

                                         x’xy’xx’ = x’xx’       

                                         x’xy’xx’ = x’                      /·x  nga të dyja anët 

                                         xx’xy’xx’x = xx’x 

                                         xy’x = x                (5.4.4) 

 

Duke shfrytëzuar barazimet  (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3)  dhe (5.4.4) kemi: 

                                                   y = xy’y = x(y’y) = x(lx’x) = x(lx’ )x 

                                           = x(y’yx’ )x = x(y’u)y(ux’ )x = xy’(uyu)x’x 

                                           = xy’uxux’x = xy’xx’x 

                                           = xy’x 

                                                  = x 

  

Kemi treguar kështu që pasqyrimi  është injektiv. Për të treguar se  është edhe 

syrjektiv mjafton të tregojmë se për çdo element ( , , ) ( ( ), )e fR uxu L K K E T uTu  

gjendet një element Ty  i tillë që  y  = ),,( fe LuxuR .  

Le të marrim y = exf  dhe të provojmë që  y  = (exf)  = (Re,uxu,Lf). Nga përcaktimi i 

pasqyrimit  kemi ),,()( )()'()')(( exfexfexfexf LuexfuRexf . Kështu mjafton të tregojmë se 

janë të vërteta barazimet: 

                                             uexfu uxu    
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fexfexf

eexfexf

LL

RR

)()'(

)')((
 

Meqë, 

            fu = (uxu)’(uxu)    uxu·fu = uxu    uxfu = uxu      dhe   

            ue = (uxu)(uxu)’    ue·uxu = uxu    uexu=uxu     ku   (uxu)’  V(uxu)     

rrjedh se    

                    uexfu = ( ueu)xfu = ue(uxfu) = ue(uxu) = uexu = uxu 

 

Pra treguam  uexfu = uxu   dmth komponenti i mesit është i barabartë. 

Meqë ( , , )e fR uxu L K  dhe 
( )( ) ' ( ) '( )( , , )exf exf exf exfR uxu L K  ekzistojnë inversët 

(uxu)’,(uxu)’’ V(uxu)   të tillë që   ue = (uxu)(uxu)’  dhe   u(exf)(exf)’ = (uxu)(uxu)’’,  

për më tepër kemi  (uxu)(uxu)’ (uxu)(uxu)’’ në uTE )(   ose  ue   u(exf)(exf)’   prej nga 

rrjedh e (exf)(exf)’ në uTE )( . Kështu që  eexfexf RR )')((  në ( )E T u . Në mënyrë të 

ngjashme tregohet edhe që   fexfexf LL )()'(   në ( )uE T .  Kështu që kemi:  

 

         ),,(),,( )()'()')(( feexfexfexfexf LuxuRLuexfuR   ose   ),,()( fe LuxuRexf  

 

që tregon përfundimisht se  është syrjektiv.  

Mbetet për të treguar tani që  është homomorfizëm. Le të jenë  x, y T  dy elementë të 

çfarëdoshëm. Do të kemi: 

                                          (xy) = ),,( )()'()')(( xyxyxyxy LuxyuR             

ndёrsa  

 x y  = ),,( '' xxxx LuxuR ),,( '' yyyy LuyuR  = ),'',( '' ybyaxx LuyuxyyuxuxR  = ),,( '' ybyaxx LuxyuR  

 

ku   a uxyu b   në  uTu  dhe  a,b  janë idempotentë në  uTu. Shihet se komponenti i 

mesit për   (xy)   dhe  x y   është i njëjtë, kështu që mbetet për të treguar që 

axxxyxy RR ')')((  dhe ybyxyxy LL ')()'( . Meqë ),,( )()'()')(( xyxyxyxy LuxyuR K dhe 

),,( '' ybyaxx LuxyuR   K,   gjenden  (uxyu)’, (uxyu)’’  V(uxyu)  të tilla që:  

 

u(xy)(xy)’ = (uxyu)(uxyu)’  dhe  uxx’a = (uxyu)(uxyu)’’ 

 

për më tepër kemi  (uxyu)(uxyu)’ (uxyu)(uxyu)’’ ose  u(xy)(xy)’ uxx’a. Por meqё   

është kongruencë e majtё dhe  xx’  uTE )( , do tё rrjedhё  xx’·u(xy)(xy)’ xx’·uxx’a  ose                 

(xy)(xy)’ xx’a. Por kjo do të thotë se axxxyxy RR ')')(( . Njëlloj tregohet edhe barazimi 

tjetër ybyxyxy LL ')()'( . 

Kështu përfundimisht kemi (xy)  = x y , që do të thotë se  është izomorfizëm                             

dhe  ( ( ), )T K K E T uTu   
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5.4.  Ndërtimi i një gjysmëgrupi inversiv që përmban një idempotent medial 

 

 

M. Loganathan nё vitin 1987, nё [34] ka përshkruar se si mund të ndërtohet një 

gjysmëgrup i rregullt i cili përmban një idempotent medial duke përdorur si “tulla 

ndërtimi” një gjysëmgrup të rregullt të gjeneruar prej idempotentësh E  që përmban një 

idempodent medial u  dhe një gjysmëgrup ortodoks me njësh S , banda e idempotentëve 

të të cilit është izomorfe me uEu . Nё [31] ne kemi dhёnё vёrtetime tё detajuara tё 

pohimeve qё Loganathan formuloi nё artikullin e tij. 

Duke marrё shkas pikërisht nga ky artikull ne kemi treguar se si mund tё ndёrtojmё njё 

gjysmёgrup inversiv qё përmban njё idempotent medial. Ёshtё e natyrshme se pёr tё 

pёrmisuar cilёsitё e gjysmёgruit qё do tё ndёrtojmё, nga i rregullt nё inversiv, duhet qё 

patjetër tё pёrmisojmё edhe cilёsitё e “mjeteve ndёrtuese” tё tij. Kёshtu nё vend tё E  - 

gjysmёgrupi i rregullt i gjeneruar prej idempotentёsh qё përmbante njё idempotent 

medial u, ne kemi marrё njё bandё ndёrrimtare E  e cila përmban njё idempotent medial 

u.  

Le të jetë dhënë E  njё bandё ndёrrimtare dhe u njё idempotent medial i saj. Le tё jetё 

gjithashtu S  një gjysmëgrup ortodoks me njësh, me bandë idempotentësh ( )E S E . 

Nga ky izomorfizёm ne do të identifikojmë strukturat ( )E S  dhe E , kështu që u - kthehet 

në njësh të gjysmëgrupit S . 

Vërtet, nëse e  do ishte njëshi i S, atëhere  2e e ,  pra ( )e E S . Nga ana tjetër u ёshtё 

njësh pёr E  sepse:   ,  e E ue eu eeu eue e   dhe meqë ( )E E S  rrjedh se u  

kthehet në njësh për ( )E S , pikërisht nga identifikimi i strukturave izomorfe të 

mësipërme. Kështu që do tё kemi njёkohёsisht:   

                                    eu = ue = u          (e- njësh i  S -së pra edhe i ( )E S ) 

                                    eu = ue = e          (u- njësh  E ,  pra edhe i ( )E S ) 

Prej nga del se  u = e. 

Tani duke përdorur gjysmëgrupet e dhëna E  dhe S , do synojmë që të ndërtojmë një 

gjysëmgrup inversiv K  që të përmbajë një idempotent medial.  

Le të jenë:     

                                  E / = {Re| e E  }  bashkësia e  -klasave në E   

Tani shqyrtojmë bashkësinë:  

 

    ( , )K K E S = { (R e ,x,R f )  E /  x  S  x E / |  R e

S

xR   dhe  R f
S

xL } 

 

Ku S

xR  dhe S

xL  janë përkatësisht  - klasa dhe  - klasa që përmbajnë elementin x  në S. 

Por shohim  qё:  

           eR S

xR    e x   në  S             dhe            R f
S

xL    x f  në  S,  

d.m.th. kemi  e x f  në  S. Pra bashkësia  K =  ( , )K E S   shkruhet nё trajtёn: 

 

                          K = { (R e ,x,R f ) E /  x  S  x E /|  e x f   në S } 
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Le tё tentojmë ta transformojmë akoma kushtin qё duhet tё plotёsojnё elementёt e K. Pёr 

kёtё do tё vërtetojmё ekujvalencёn:  

                                               ( e xf   në S )   (e = xx`  f = x`x )  

 

ku x` ёshtё njё invers i x nё S. Pra,  xx`x = x  dhe  x`xx` = x` 

Vërtet, nëse  e = xx` dhe  f = x`x,  kemi:  e = xx’  x  x’x = f,  pra kemi  e  x  f  në  S.  

Anasjellas, supozojmë se kemi e  x  f  nё S. Meqё ex  në S do të ekzistojnë  s,t  S  

të tillë që    x = et  e = xs   prej nga rrjedh   ex = et  ex = xsx. Pra,  ex = et = x  dhe pёr 

pasojё  x = xsx. Po ashtu tregohet se nga  x  f  në  S  rrjedh  xf  = x  dhe  f = vx  pёr 

ndonjё  v  S.    

Shënojmё  x’ = fse dhe  kemi: 

 

                              xx’x  = x·fse·x = (xf)s(ex) = xsx = x  

                              x’xx’ = fse·x·fse = fs(ex)fse = fs·x·fse =  

                                       = fs(xf)se = fs·x·se =  

                                       = fs(xs)e = fs·e·e = fse = x’ 

 

Kështu kemi treguar se  x’ ёshtё njё invers i x dhe për më tepër shohim se: 

 

                                          xx’ = xfse = xse = ee = e 

                                          x’x = fsex = fsx = vxsx = vx = f   

 

Prandaj përfundimisht  K - merr trajtën: 

 

         K = { (R e ,x,R f ) E /  x  S  x E / | e = xx`  f = x`x  dhe x` invers i x nё S}  

     

Natyrisht që  K ≠ Ф   sepse  (Ru, u, Ru)  K. 

            Përcaktojmë në K - një veprim binar si mëposhtë:  

 

                                                  (R e ,x,R f ) ( hR ,y, kR ) = ( eaR , xfhy, bkR )  

    

ku  a,b E  të tillë që  a  xfhy  b  në S.  

Së pari të tregojmë që ( eaR , xfhy, bkR )K, dmth veprimi i pёrcaktuar mё sipër është 

veprim algjebrik i mbrendshëm në  K.   

Meqenёse nga përcaktimi i veprimit tё mёsipёrm kemi  a  xfhy  b  në S  rrjedh:   

                                                  ea  exfhy   dhe   xfhyk  bk  

dhe meqë  xx’ = e,  y’y = k,  relacionet e fundit shkruhen kështu:  

 

                    (ea  xx’xfhy  xfhyy’y  bk)   ose  (ea  xfhy  xfhy  bk)  
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dmth kemi  ea  xfhy  bk  në S  që do të thotë se ( eaR , xfhy, bkR )  K.   

Së dyti të tregojmë  që  ky veprim  është i përcaktuar saktë, d.m.th. nuk varet nga 

përfaqësuesit e klasave të ekuivalencës 
fR , hR dhe as nga idempotentёt  a,b E  të tillë 

që  a  xfhy  b  në S. Vёrtet, le të jenë  f ` R
f
 dhe h` hR , dy përfaqësues të tjerë të 

këtyre klasave. Nga përcaktimi i K -së, gjendet inversi  x’  i  x  nё S, i tillë që:  

              x fh y  =  xx`x  fh · yy`y  = x  x`xf  hyy`  y  = x x`xf `  h`yy`  y = x  f `h`  y 

( barazimi i parafundit ёshtё i vёrtetё sepse (R e ,x,R
f
) K dhe duke shfrytëzuar silёsitё e 

tyre kemi:  f = x`x    xf = x    x`x · f = x`x,  dhe nё tё njёjtёn mёnyrё veprojmë pёr       

f ` dhe gjejmë  x`x · f = x`x , prej nga marrim  x`x  f = x`x  f ` që u shfrytzua më sipër). Kjo 

tregon se komponenti i mesit në veprimin e përcaktuar nuk varet nga zgjedhja e 

përfaqësuesve të klasave të ekuivalencës  R
f
 dhe hR . Të shohim tani që edhe 

komponenti i majtë eaR , nuk varet as nga zgjedhja përfaqësuesit të eR  (e  apo e` eR ) 

dhe as nga  a E , apo  a` E . Vёrtet, meqë  a x fh y  dhe  a` x fh y do kemi  aa`  

në E ,  d.m.th.  eaea`, sepse    është kongruencë e majtë në E . Nga ana tjetër kemi 

ee` nё E  sepse e` eR  qё do tё thotë se e` = e nga qё E  ёshtё bandё ndёrrimtare. 

Kështu që  ea  e`a`,  d.m.th. elementët  ea  dhe  e`a` i takojnë të njëjtës - klasë në E . 

Pra, eaR = ` `e aR , që do të thotë se edhe komponenti i parë i ( , . . ,ea bkR x fh y R ) është i 

përcaktuar në mënyrë të vetme. Njëlloj tregohet edhe per komponentin e tretë bkR , që nuk 

varet nga zgjedhja e  k` kR  dhe e  b` E .  

 

Teoremë 5.4.1. K - me veprimin e përcaktuar në të është gjysmëgrup inversiv.                          

Vërtetim. Le të jenë ( , ,e fR x R ), ( , ,g hR y R ) dhe ( , ,t sR z R ) tre elementë të 

çfarëdoshëm të K -së dhe tё tregojmë se veprimi i përcaktuar nё K ёshtё shoqёrimtar. 

Vёrtetё,  

   [( , , )e fR x R ( , , )]g hR y R ( , , )t sR z R = ( , , )ea bhR xfgy R ( , , )t sR z R  = ( , , )eac dsR xfgybhtz R  

 

ku    a  xfgyb    dhe    c  xfgybhtz  d    nё  S  dhe 

 

 ( , , )e fR x R [( , , )g hR y R ( , , )]t sR z R =
'( , , )( , , )e f ga b sR x R R yhtz R =

` ` `( , ` , )ec d b sR xfga yhtz R  

 

ku   a`  yhtz  b`   dhe   c` xfha`yhtz  d`  nё  S. 

Të vërtetojmë në fillim barazimin e komponentëve të mesit. Meqë  ( , , )ea bhR xfgy R K  

rrjedh  

                             bh = (xfgy)’(xfgy)  ose  xfgy = xfgybh   ose   xfgyh = xfgybh                   

ose 

                                                     xfgyhtz = xfgybhtz      (5.4.1) 

Nga ana tjetër meqë  
'( , , )ga b hR yhtz R  K  do tё kemi: 

ga’ = (yhtz)(yhtz)’ ose  yhtz = ga’yhtz 
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prej nga   gyhtz = ga’yhtz    ose   xfgyhtz = xfga’yhtz     (5.4.2) 

Nga barazimet e mёsipёrme (5.4.1)  dhe (5.4.2)  rrjedh se  xfgybhtz = xfga’yhtz.  

Tani shënojmë komponentin e mesit me  w = xfgybhtz = xfga’yhtz  dhe mbetet pёr tё 

treguar tani barazimin:   

                                                 ( , , )eac dsR w R  = ` ` `( , , )ec d b sR w R  

 

Meqë këto dy elementë i përkasin  K – sё  kemi:  eac = ww’  dhe  ec’ =  ww’’   ku  w’  

dhe  w’’  janë inversё tё w nё S qё do tё thotë se  ww’  ww’’ nё S. Kёshtu kemi                               

eac  ec’ . Pra eacR = `ecR . Njëlloj tregohet se edhe  Rds = Rd’b’s.  

Kështu përfundimisht kemi treguar se veprimi i përcaktuar më sipër në  K  ka vetinë e 

shoqërimit d.m.th.  K- është gjysëmgrup në lidhje me këtë veprim. 

Të provojmë që  K = K( E , S) është i rregullt.  

Le të jetë  (Re, x, Rf) K  dhe  x’ njё invers i  x  i tillë që  xx’ = e  dhe  x’x = f. Le tё 

tregojmë se (Rf, x’, Re) K  dhe pёr mё tepёr është një invers i elementit (Re, x, Rf).  

Së pari është e vërtetë që (Rf, x’, Re)  K, sepse ekziston një inversi i  x’, (qё ёshtё vetё x)  

i tillë që  f = x’x. Njëlloj tregohet se edhe  e = xx’. Prandaj themi se  (Rf, x’,Re) K.  

Shohim gjithashtu që:  

                          (Re, x, Rf) (Rf, x’, Re) (Re, x, Rf) = (Rea, xffx’, Rbe) (Re, x, Rf)  

                                                            = (Rea, xx’, Rbe) (Re, x, Rf) 

                                                            = (Reac, xx’beex, Rdf)  

                                                            = (Reac, xx’bx, Rdf)  

 

dhe të tregojmë akoma se   (Reac, xx’bx, Rdf) = (Re, x, Rf). 

Meqë  (Rea, xx’, Rbe) K  do të thotë se  be = (xx’)’(xx’)  për ndonjë invers  (xx’)’ të  xx’ 

ose 

                    xx’be = xx’     xx’bxx’ = xx’     xx’bxx’x = xx’x      xx’bx = x    

 

Kështu që komponenti i mesit është i njëjtë, prandaj mbetet për të treguar që: 

 

                                                  (Reac, x, Rdf) = (Re, x, Rf) 

 

Nga fakti që  (Reac, x, Rdf)  K  rrjedh se ekziston  x’’ invers i x  i tillë që: 

 

                      ( eac = xx”   df  = x”x )    ose    ( eac = exx”   df = x”xf ) 

 

Nga ana tjetër  xx”  E   dhe   xx’  E,  për më tepër janë të vërteta këto barazime:  

 

                                               xx’ = ( xx’’x)x’ = (xx” )(xx’ )  

                                              xx’’  =  (xx’x)x’’ = (xx’ )(xx’’ )  

prej të cilave rrjedh   xx’  xx’’  në  E . Por meqë  e  E   kemi  exx’  exx’’  ose                  

ee eac   dmth   e eac. Pra  Re = Reac   në  E . Njëlloj tregohet  Rf  = Rdf   në E . 

Kështu treguam se: 

          (Re, x, Rf) (Rfu, x’, Rue) (Re, x, Rf) = (Reac, xx’bx, Rdf) = (Re, x, Rf)      (5.4.3) 
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Nga ana tjetёr kemi: 

            (Rf, x’, Re) (Re, x, Rf) (Rf, x’, Re)  = (Rfa, x’eex, Rbe)(Rf, x’, Re)  

= (Rfa, x’ex, Rbe)(Rf, x’, Re) 

= (Rfa, x’x, Rbe)(Rf, x’, Re) 

= (Rfac, x’xbefx’, Rde) 

= (Rfac, x’xbex’, Rde) 

 

ku   a, b, c, d  janë idempotentë në  S, pra   a, b, c, d E   dhe tё tillё qё:  

 

        ( a x’eex b  c x’xbefx’ d )   ose  ( a x’x b     c x’xbex’d )        

Të tregojmë tani që 

                                                     (Rfac, x’xbex’, Rde) = (Rf, x’, Re) 

 

Së pari, nga përcaktimi i elementëve të K-së dhe meqë  (Rfa, x’x, Rbe)  K  kemi: 

 

                fa = (x’x)(x’x)’  dhe   be = (x’x)’(x’x)    ku  (x’x)’ ёshtё invers i x’x    

ose  

 fax’x = x’x     dhe   x’xbe = x’x           

ose 

         fax’ = x’     dhe    xbe = x 

 

Nga   xbe = x    rrjedh   x’xbex’ = x’xx’ ose,  x’xbex’ = x’, që tregon se komponenti i mesit 

është i njëjtë. Tani mbetet të tregojmë që:  

 

                                                 (Rfac, x’, Rde) = (Rf, x’, Re)  

 

Meqë  (Rfac, x’, Rde)  K,  gjendet  x’’ invers i  x’ nё  S  i tillë që  

 

                     fac = x’x’’  dhe  de = x’’x’   ose   fac = fx’x’’  dhe  de = x’’x’e  

 

Nga ana tjetër  x’x”  E  dhe  x’’x’  E,  për më tepër janë të vërteta këto barazime:   

                               

                                              x’x’’ = ( x’xx’ )x’’ = (x’x)(x’x’’ ) 

                                                x’x  =  (x’x’’x’)x = (x’x’’ )(x’x )  

 

prej të cilave rrjedh   x’x  x’x’’   në  E . Kёshtu do tё  kemi:  

 

                                      fx’x  fx’x’’   ose,    ff   fac   ose,     f   fac  

 

Pra    Rf = Rfac   në E . Njëlloj tregohet  Re = Rde  në E . Kështu treguam se: 

 

             (Rf, x’, Re)(Re, x, Rf)(Rf, x’, Re) = (Rfac, x’xbex’, Rde) = (Rf, x’, Re)       (5.4.4) 
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Barazimet  (5.4.3) dhe (5.4.4) tregojnë se elementi i çfardoshëm  (Re, x, Rf)  K  ka 

invers elementin (Rf, x’, Re)  dmth K  është gjysëmgrup i  rregullt. 

Pёr tё treguar se K ёshtё inversiv, le tё hulumtojmë pak pёr natyrën e idempotentёve tё 

gjysmёgrupit K. Supozojmё se elementi ( , , )e fR x R K  ёshtё idepotent. Pra ёshtё i 

vёrtetё barazimi: 

( , , )( , , ) ( , , )e f e f e fR x R R x R R x R  

 

Nga ana tjetër, nё bazё tё përcaktimit tё shumëzimit nё K kemi:  

 

( , , )( , , ) ( , , )e f e f ea bfR x L R x L R xfex R  

 

ku  a, b E   janë tё tilla qё  a  xfex b prej nga pёrftojmё: 

 

                                                   ( , , ) ( , , )e f ea bfR x R R xfex R  

 

Nga barazimi i këtyre dy elementёve tё K rrjedh se komponenti i mesit i tyre ёshtё i 

njёjtё. Pra do kemi  x xfex . Por, duke u nisur nga natyra e elementёve tё K dhe nga 

fakti se ( , , )e fR x R K  do kemi edhe barazimet  'e xx   dhe  'f x x  pёr ndonjë  'x  

invers tё x  nё S . Nё këto kushte kemi: 
2' 'x xfex x x x xx x xx x  

 

Barazimi i fundit tregon se çdo idempotent ( , , )e fR x R K  ёshtё i tillё qё  2x x , dmth 

komponenti i mesit ёshtё idempotent. 

Le tё supozojmë tani se ( , , )e fR x R K ёshtё njё element i tillё qё 2x x . Atёherё kemi: 

 

( , , )( , , ) ( , , )e f e f ea bfR x R R x R R xfex R  

 

ku  'e xx , 'f x x  dhe  ,a b E  tё tillё qё a  xfex b. Prej nga marrim: 

 
2' 'xfex x x x xx x xx x x  

 

Barazimi i fundit tregon se elementёt ( , , )e fR x R   dhe  ( , , )ea bfR xfex R  e kanё 

komponentin e mesit tё njёjtё. Nё këto kushte  a xfex b  merr trajtё  a  x b nga ku 

pёrftojmё: 

a  x  ea  ex  ea = ex t   ose    ea = e (xt) = et’ 

dhe  

ea  e x   e x = ea s  e x x’ = ea sx’  ee = easx’   ose   e = ea s’ 
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Kёshtu, nga barazimet  ea = et’   dhe   e = ea s’   rrjedh   e ea  ose  e eaR R . Njёlloj 

provohet edhe barazimi tjetër  
f bfR R .  Kemi treguar se  

 

( , , ) ( , , )ea bf e fR xfex R R x R  

ose 

( , , )( , , ) ( , , )e f e f e fR x R R x R R x R  

 

qё do tё thotë se elementi ( , , )e fR x R K  pёr tё cilin 2x x  ёshtё idempotent nё K. 

Pёrfundimisht konkludojmё se: 

      ( )E K ={( , ,e fR x R ) K | 2x x} 

 

Pёr tё konkluduar se gjysmёgrupi K  ёshtё inversiv mbetet tё tregojmë se çdo dy 

idempotentё tё tij janë tё pёrkёmbyeshёm. Vёrtet, le tё jenё ( , , )e fR x R  dhe  ( , , )h kR y R  

dy idempotentё nga ( )E K . Nga cilësia e elementёve tё ( )E K  kemi: 2x x   dhe  2y y

. Atёherё, 

( , , )( , , ) ( , , )e f h k ea bkR x R R y R R xfhy R  

dhe 

' '( , , )( , , ) ( , , )h k e f ha b fR y R R x R R ykex R  

 

ku  a,b,a’,b’ E  dhe tё tillё qё a xfey b  dhe  a’ ykex b’  nё S. Pёr mё tepër, nga 

cilësia e elementёve tё K kemi: 

       e = xx’,  f = x’x,  h = yy’  dhe  k = y’y 

Nё këto kushte do tё pёrftojmё: 

 

xfhy = x(x’x)hy = x(hy) = xy   dhe  ykex = y(y’y)ex = y(ex) = yx 

 

Tani meqë  2x x   dhe  2y y  dhe meqë idempotentёt nё E  janë tё pёrkёmbyeshёm 

kemi  xy = yx  ose  xfhy = ykex  qё do tё thotë se komponentёt e mesit tё elementёve  

( , , )ea bkR xfhy R  dhe  ' '( , , )ha b fR ykex R  janë tё barabartё me xy. Pёr pasojё ata marrin 

pamjen ( , , )ea bkR xy R  dhe  ' '( , , )ha b fR xy R , kështu ne duhet tё provojmёse 'ea haR R  dhe  

'bk b fR R . Shfrytzojmё cilёsinё e elementё tё K dhe mund tё shkruajmë: 

ea = (xy)(xy)’   dhe   ha’ = (xy)(xy)’’ 

ku   (xy)’   dhe   (xy)’’ janë inversё tё  (xy). Kёshtu duke shumëzuar nga e majta 

barazimet e mёsipёrme me  xy  kemi: 

(ea)(xy) =  xy     dhe     (ha’)(xy) = xy 

Prej katёr barazimeve tё fundit pёrftojmё: 

ea = (xy)(xy)’ = (ha’)(xy)(xy)’ = (ha’)t 

dhe  

ha’ = (xy)(xy)’’ = (ea)(xy)(xy)’’ = (ea)s 
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Pra konkludojmё se   ea ha’  ose  'ea haR R . Njёloj provohet se edhe  
'bk b fR R , qё do 

tё thotë se kemi vërtetuar barazimin: 

( , , )( , , ) ( , , )( , , )e f h k h k e fR x R R y R R y R R x R  

 

dmth çdo dy idempotentё tё  K  janë tё pёrkёmbyeshёm. Kjo tregon se gjysmёgrupi  K  

ёshtё inversiv. 

Teoremë 5.4.2. ( , , )u uu R u R  është idempotent medial i K , ( )E K E  dhe  uKu S                   

Vërtetim.  

Le të jetë  (Re, x, Rf)   një element çfarëdo në ( )E K . Tani do të kemi: 

 

(Re, x, Rf)(Ru, u, Ru)(Re, x, Rf) = (Rea, xfuu, Rbu)(Re, x, Rf) 

 = (Rea, xf, Rb)(Re, x, Rf) 

 = (Rea, x, Rb) (Re, x, Rf) 

 = (Reac, xbex, Rdf) 

 = (Reac, xbxx’x, Rdf) 

 = (Reac, xbx, Rdf) 

 = (Reac, xb, Rdf) 

 

ku   a, b, c, d E(S). Meqё (Rea, x, Rb)  K  rrjedh se  b = x”x  për ndonjë invers  x” të x-

it. Prandaj kemi:   b = x”x    xb = xx”x  = x 

 Kështu duke synuar që tregojmë vërtetësinë e barazimit (Reac, xb, Rdf) = (Re, x, Rf)  

kemi treguar se  xb = x. Për më tepër nga përcaktimi i K-së, dhe fakti që  (Re, x, Rf)  K  

rrjedh   e  = xx’x    e ex   në E   dhe  x’ invers i x. Gjithashtu, 

                         (Reac, x, Rdf)  K      eac = xx’”x    eac x     

në E   dhe x’’’ invers i x,  prej nga rrjedh   e ex eac   në E   ose   Reac = Re   në E . 

Njëlloj tregohet edhe  Rdf  = Rf. Prandaj  ( , , )
u u

u R u R  është idempotent medial në K. 

Së fundi mbetet për të treguar se  ( )E E K   dhe  uKu S  

Ndërtoj pasqyrimin:     Φ : ( )E E K  ku  x → (Rx, x, Rx),  pёr çdo x E                               

Është e qartë se  (Rx, x, Rx)  ( )E K , sepse   xE .  

Të tregojmë së pari që ky pasqyrim është injektiv. Supozojmë që për elementёt  x,y  E ,  

kemi  xΦ = yΦ, d.m.th. (Rx,x,Rx) = (Ry,y, Ry), nga ku rrjedh se  x = y, qё do tё thotë se 

pasqyrimi  Φ – është injektiv.   

Së dyti, le tё jetё  (Re, x, Rf)  një element çfardo i ( )E K . Të tregojmё se ekziston një 

element i E , shëmbëllimi i të cilit sipas Φ është pikërisht (Re, x, Rf). Meqë                                    

(Re, x, Rf)  ( )E K ,  kemi që  x
2 

= xE  dhe njёkohёsisht do tё ekzistojё x’ invers i x i tillë 

që  e = xx’ dhe  f = x’x. Gjithashtu elementi  exf E  meqë  e,x,f E . Tani të tregojmë që 

                                                          (exf)Φ = (Re, x, Rf) 

Vërtet, 

(exf)Φ = (Rexf, exf, Rexf),   dhe  exf = (xx’)x(x’x) = xx’x = x 
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Gjithashtu kemi  e = xx’ dhe  x  xx’  në E   prej nga rrjedh  x  e   në ose  ex  e . Pra,  

Re  = Rex  në E .  Por edhe  Rexf  = Rexx’x = Rex.  Kështu që  Rexf = Re   në E   dhe njëlloj edhe 

Rexf  =  Rf    që do të thotë se:    

                                                  (Rexf, exf, Rexf) = (Re,x,Rf)    ose    (exf)Φ = (Re,x,Rf)  

 

Pra kemi treguar kështu që Φ-është syrjektiv. 

Tё tregojmë që Φ-është homomorfizëm. Pra të tregojmë se për çdo dy elementë   x,y  E   

kemi që: 

                             (xy)Φ = xΦyΦ   ose  (Rxy, xy, Rxy) = (Rx, x,Rx) (Ry, y, Ry)      

dmth duhet tё tregojmё se: 

                             (Rxy, xy, Rxy) = (Rxa, xxyy, Rby),  ku  axxyyb  dhe a,bE(S) 

 

 Shohim që komponentët e mesit janë të barabartë sepse: 

                                                         2 2xxyy x y xy    

Kështu duhet të tregojmë se   

(Rxy, xy, Rxy) = (Rxa, xy, Rby) 

Pra mbetet për të treguar që   Rxy = Rxa  dhe  Rxy = Rby. 

Por meqë  (Rxa, xy, Rby)  K  kemi: 

xa = (xy)(xy)’  dhe prej saj   xy = (xa)(xy) 

ku (xy)’ ёshtё njё invers i xy. Barazimet e fundit tregojnë se  Rxy = Rxa  në E . Në të 

njëjtën mënyrë gjejmё se  Rxy = Rby  në E   dhe konkludojmë se (xy)Φ = xΦyΦ . Pra, 

( )E E K   

Tani mbetet për të treguar se    ūKū  S .  Ndërtoj pasqyrimin:    

                                                   Ψ: S →  ūKū 

                       x → ( Rxx’, x, Rx’x) 

ku x’ njё invers i x nё S.  

Së pari të tregojmë që (Rxx’, x, Rx’x) ūKū. Vërtetë nëse (Re,x,Rf) K, atëherë 

 

                                    ū(Re, x, Rf )ū  = (Ru, u, Ru) (Re, x, Rf) (Ru, u, Ru) 

                                    = (Rua, uuex, Rbf) (Ru, u, Ru) 

                                    = (Ra, ex, Rbf) (Ru, u, Ru) 

 

ku   e = xx”   dhe   f  = x’’x   për ndonjë invers  x”  tё x,  kështu që do kemi: 

 

                                     ū(Re, x, Lf)ū =  (Ra, xx”x, Rbf) (Ru, u, Ru) 

                                   =  (Ra, x, Rbf) (Ru, u, Ru)  

                                 =  (Rac, xbfuu, Rdu)  

                                 =  (Rac, xbf, Rd) 

                                                         =  (Rac, xbx’’x, Rd)                                                          

                                                         =  (Rac, xx’’xb, Rd)                                                          

                                                         =  (Rac, xb, Rd)    

ku  a, b, c, d- janë idempotentë në të tillë që  a  x  b  dhe  c  xbf  d   në S.  Pra 

kemi:   
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ū(Re, x, Rf)ū  =  (Rac, x, Rd), 

 

Por barazimi i fundit do të thotë se gjendet   x
*
 invers i x,  i tillë që  ac = xx

*
  dhe akoma       

d = x
*
x  dmth  ū(Re, x, Rf)ū  = ( Rxx*, x, Rx*x). Por meqë  Rxx* = Rxx’  në E  (sepse  x’, x

*
 

janë qё tё dy inversё tё x), konkludojmë se çdo element  ū(Re, x, Rf)ū  ūKū  është i 

formës  ( Rxx’, x, Rx’x)   ku   Rxx’  nuk varet nga zgjedhja  x’ në  V(x).  

Nga sa thamë mё sipër rrjedh menjёherё injektiviteti dhe syrjektiviteti i pasqyrimit  Ψ . 

Për të provuar se  S ūKū,  le të tregojmë që për çdo dy elementë  x,y S,  kemi   

(xy)Ψ = xΨ yΨ 

Vërtet, 

           xΨ yΨ = (Rxx’, x, Rx’x). (Ryy’, y, Ry’y) = (Rxxa’, xx’xyy’y, Rdy’y)  = (Rxx’a, xy, Rdy’y)  

               

ku  a,bE(S)   dhe  a  xy  d   në S. 

Nga ana tjetër shohim se: 

                                                       (xy) Ψ = (R(xy)(xy)’, xy, R(xy)’(xy))  

Pra mbetet për të treguar se: 

                                              Rxx’a  =  R(xy)(xy)’     dhe   Rdy’y  =  R(xy)’(xy) 

 

Meqë  (Rxx’a, xy, Ldy’y)  K  rrjedh se  xx’a = (xy)(xy)’’ pёr ndonjë invers  (xy)’’  tё  xy. 

Pra,  Rxx’a  =  R(xy)(xy)’’   ose   Rxx’a  =  R(xy)(xy)’. Nё tё njёjtёn mёnyrё provohet edhe 

barazimi tjetёr   Rdy’y  =  R(xy)’(xy)  

Kështu përfundimisht kemi treguar edhe    (xy)Ψ = xΨ yΨ    dmth   ūKū  S . ■ 

 

Tani, ne do të tregojmë tё anasjellёn, qё çdo gjysmëgrup inversiv T që përmban një 

idempotent medial u, mund të ndërtohet në mënyrën e treguar mësipër (me afërsinë e 

izomorfizmit), ku “tullat” për ndërtimin e tij do ti gjejmë tek vetë gjysmëgrupi T. 

Konkretisht do tё tregojmë se T  ёshtё izomorf me gjysmёgrupin K = K( ( ),E T T ), pёr 

ndërtimin e tё cilit folëm nё paragrafin paraardhës.  

Është e vёrtetё teorema e mëposhtme: 

 

Teoremë  5.4.3. N.q.s  T  është një gjysëmgrup inversiv që përmban një idempotetnt 

medial  u,  atëhere   T K = K( ( ),E T T ),  ku pasqyrimi: 

                            θ:   T  →  K=K( ( ),E T T ) 

                                                         x  →  (Rxx’, x, Rx’x)  

është një izomorfizëm i  T-së  në  K  dhe   x’ inversi i x nё  T   

Vërtetim. Meqё  T  ёshtё inversiv do tё thotë se  x’ ёshtё invers i vetëm i  x nё  T. Kjo 

tregon se pasqyrimi θ është i përcaktuar drejt. Meqë, 

 

             K( ( ),E T T ) = {(Re, x, Rf)  ( )E T / x T x ( )E T /, | ku xx’ = e  dhe  x’x = f },  

 

rrjedh se elementët e formës  (Rxx’, x, Rx’x)  janë elementë të ( ( ), )K E T T  duke patur 

parasysh përcaktimin e elementёve tё tij.  
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Tani të vërtetojmë që pasqyrimi  është injektiv. Le të jenë Tyx, , dy elementë të 

çfarëdoshëm. Kemi: 

                                         
' ' ' '( , , ) ( , , )xx x x yy y yx y R x R R y R x y  

 

Për të treguar se  është edhe syrjektiv mjafton të tregojmë se për çdo element 

( , , ) ( ( ), )e fR x R K K E T T  gjendet një element Ty  i tillë që  y  = ( , , )e fR x R .  

Le të marrim y = exf  dhe të provojmë që  y  = (exf)  = (Re, x, Rf). Nga përcaktimi i 

pasqyrimit  kemi 
( )( )' ( )'( )( ) ( , , )exf exf exf exfexf R exf R . Kështu mjafton të tregojmë se janë 

të vërteta barazimet: 

                                 exf x ;   
( )( )' ( )'( );   exf exf e exf exf fR R R R  

Vёrtetё, 

' 'exf xx xf xx x x  

 

Pra treguam  exf  = x   dmth komponenti i mesit është i barabartë. Nё këto kushte merren 

menjёherё edhe dy barazimet e tjera: 

( )( )' ' ( ) '( ) '   dhe  exf exf xx e exf exf x x fR R R R R R  

 

që tregon përfundimisht se  është syrjektiv. Mbetet për të treguar tani që  është 

homomorfizëm. Le të jenë  x, y T  dy elementë të çfarëdoshëm. Do të kemi: 

 

( )( )' ( )'( )( ) ( , , )xy xy xy xyxy R xy R ,  

ndёrsa  

          x y  = ' '( , , )xx x xR x R
' '( , , )yy y yR y R  = ' '( , ' ' , )xx a by yR xx xyy y R  = 

' '( , , )xx a by yR xy R  

 

ku   a xy b   në  T  dhe  a,b  janë idempotentë të tij. Shihet se komponenti i mesit për   

(xy)   dhe  x y   është i njëjtë, kështu që mbetet për të treguar që axxxyxy RR ')')((  dhe 

( )'( ) 'xy xy by yR R . Meqë  
' '( , , )xx a by yR xy R K,    

 

xx’a = (xy)(xy)’   dhe    by’y = (xy)’(xy) 

 

prej nga rrjedh se axxxyxy RR ')')((   dhe ( )'( ) 'xy xy by yR R . Kështu përfundimisht kemi treguar 

se  (xy)  = x y , që do të thotë se  është izomorfizëm dhe  ( ( ), )T K K E T T   
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5.5   Ndёrtimi i gjysmёgrupit tё rregullt qё pёrmban njё idempotent medial normal 

 

 

Fundin e kёtij punimi do t’ia kushtojmё ndёrtimit tё gjysmёgrupeve tё rregullta qё 

pёrmbajnё njё idempotent medial normal. Do pёrdorim si “tulla ndёrtimi” a) njё 

gjysmëgrup tё rregullt i gjeneruar prej idempotentësh E  që përmban një idempotent 

medial normal u dhe b) njё gjysmëgrup inversiv me njësh S , semillatica e idempotentёve 

tё cilit 0E  ёshtё izomorfe me  u E u. Kёshtu ne do ti identifikojmё kёto dy struktura, pra 
0E  = u E u 

Le tё jetё S njё gjysmёgrup i rregullt qё pёrmban njё idempotent medial normal u. 

Shёnojmё Fu dhe uF relacionet e ekuivalencёs që u shoqërohen translacioneve 

:u x ux , :u x xu , ku:  

                         x Fu y x u = y u  ux = uy   dhe   x uF y x u = y u  xu = yu    

Ёshtë e vёrtetё kjo teoremë: 

 

                     Teoremё 5.5.1.  [31],[33] Le të jetë  S- një gjysmëgrup i rregullt dhe le të jetë  Su   një 

idempotent  medial. Atëherë pohimet e mëposhtme janë ekuivalente:  

                     (1)  u- është normal  

                     (2)  Relacionet e Green-it  ,    në  E   jepen nga    = uF  dhe    = Fu   

 

                     Rrjedhim 5.5.1. [31],[33] N.q.s.  u  është idempotent medial normal, atëherë në E  kemi  

D   ku    x  y     uxu = uyu     

                     Supozojmë tani që E  është një gjysmëgrup i rregullt  i gjeneruar prej idempotentësh që 

përmban një idempotent medial normal  u. Le të jetë 0E  semillatica  u E u, dhe 

supozojmë që S është një gjysmëgrup inversiv me njësh me semillaticë idempotentësh 

izomorfe me 0E . Atёherё ne do të identifikojmë algjebrikisht semillaticat  E(S)  dhe      
0E  = u E u. Me këtë marrëveshje elementi  u  i 0E ,  kthehet në njësh të gjysmëgrupit 

inversiv S. Pra është njëlloj sikur të themi se heqim nga  S  bashkësinë e idempotentëve të 

tij duke “transplnatuar” në vend të saj  0E . Kështu mund të shkruajmë: 
1 0a S aa E uEu  dhe meqë u është njësh i gjysmëgrupit S, rrjedh se 

1 1aa uaa    për  pasojë kemi: 1 1a aa a uaa a ua . Njëlloj tregohet edhe barazimi 

tjetër  a = au . Dmth   au = a ua   për çdo  a në S. Prandaj u luan rolin e njëshit në S.  

Le të jetë tani  0E
T bashkësia e të gjithë izomorfizmave midis idealeve kryesore të 0E . Le 

të jenë  0,
E

T  dy izomorfizma të tillë 0 0: e E f E  dhe  
0 0: e E f E  ku  

, ,e e ,f f   janë elementë të  0E . Përcaktojmë shumëzimin në 0E
T  si më poshtë:       

                  
0 0: e E f E   ku  

1( )e f e    dhe   ( )f f e   

Shohim se kur  x E   dhe 0E
T  kemi:  

e xe e u x ue = 0 0e uxu e e E e e E  
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Shënojmë  ( E ) gjysmëgrupin e plotë të transformimeve në E  dhe shtrijmë çdo 0E
T  

në një pasqyrim  ( E )  i përcaktuar nga barazimi: ( )x e xe   për çdo  x  E .  

 

                     Teoremё 5.5.2.  [31],[33] Pasqyrimi  0E
T   ( E )  i tillë që   për çdo 0E

T  

është  homomorfizëm  i 0E
T  në  ( E ) .  

Vёrtetim: Rrjedh  menjëherë  për analogji me vërtetimin e lemës 2.2 në artikullin “split 

orthodox semigrup” të D.B. Mc Alister dhe T.S. Blyth, J. Algebra, 51 (1978) faqe 491 – 

525. [20]  

Le të jetë tani    : S 0E
T  i tillё qё  a S ,  a  a , homorfizmi i njohur Munn-it. 

Atëherë për çdo ,a S pasqyrimi  a : 1 0 1 0aa E a aE  i përcaktuar nga barazimi              

x a = 1a xa  është një izomorfizëm  i  1 0aa E  në 1 0a aE . Të tregojmë se x  1 0aa E ,  

1a xa 1 0a aE . Vërtetë: 1a xa = a
-1

(aa
-1

e)a,  ku  x = aa
-1

e  për ndonjë  e  nga 0E . 

Kështu  a
-1

(aa
-1

e)a = a
-1

a(a
-1

ea). Por  (a
-1

ea) (a
-1

ea) = a
-1

eea a
-1

a = a
-1

ea , që do të thotë 

se a
-1

ea  0E . Prandaj  1a xa  = a
-1

a(a
-1

ea)  1 0a aE . Le të shënojmë tani:  1

ae aa  

dhe 1

af a a . Kështu nëse  a  S  dhe 0 0:a a ae E f E   është izomorfizmi përkatës i 

elementit  a, të tregojmë se 1

1

aa
. Së pari të dy këta izomorfizma pasqyrojnë 

bashkësinë 1 0a aE  në 1 0aa E . Së dyti nëse  a
-1

ae  është një element çfarëdo i 1 0a aE  të 

tregojmë se:  (a
-1

ae) 1a
= (a

-1
ae) 1

a
. Vërtetë:  (a

-1
ae) 1a

= a (a
-1

ae)a
-1 

= aea
-1

,  ndërsa  

(a
-1

ae) 1

a
= aa

-1
e’ për ndonjë  e’ 0E  d.m.th  

(aa
-1

e’) a = a
-1

ae    ose     

  a
-1

(aa
-1

e’)a = a
-1

ae  a
-1

e’a = a
-1

ae   

                                    aa
-1

e’a = ae  aa
-1

e’aa
-1

 = aea
-1

 

                                  aa
-1

aa
-1

e’ = aea
-1

 a a
-1

e’= aea
-1

  

Atёherё, 

(a
-1

ae) 1

a
= aa

-1
e’ = aea

-1
 = a (a

-1
ae)a

-1
 = (a

-1
ae) 1a  

 

Kjo tregon se 1

a
dhe 1a

përputhen. Le të jenë tani 0 0:a a ae E f E  dhe 

0 0:b b be E f E  dy izomorfizma nga  0E
T  duke shënuar ab  kompozimin a b  do tё 

kemi:  
0 0:  a b ab ab abe E f E

 
 

Të provoj që 1( )ab a b a
e f e  dhe ( )ab a b bf f e . Vërtet,   

 

1( )a b a
f e = a( a bf e )a

-1
 = a(a

-1
abb

-1
)a

-1
 = abb

-1
a

-1
 = (ab)(ab)

-1 
= eab    

dhe 

( )a b bf e = b
-1

( a bf e )b = b
-1

(a
-1

abb
-1

)b = b
-1

a
-1

ab = ( ab)
-1

(ab) = abf
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Duke u nisur nga këto përcaktime do të shënojmë me  homorfizmin e përbërë                                

S 0E
T  ( E )  sipas tё cilit  a a a . Do të vazhdojmë me hipotezat 

e mësipërme për E , 0E  dhe  S. Le të jenë    dhe    relacionet e Green-it në E .   

 

Teoremё  5.5.3. [33] Nëse  a,b S  dhe  g,h,v, w E  të tillë që  g  ,ae  h  af ,  v  be ,  

 w  bf , atëherë   hv 0 ,E   dhe   g (hv) 1a      dhe    (hv) b w   ahvbf   

Vёrtetim: Nga  h  af  rrjedh se  h = af y  për ndonjë  y  nga E  prej nga rrjedh se:                       

af h = af af y = af y = h   dhe njëlloj tregohet se edhe  v be  = v ,  h af  = af ,  be v = be  . 

Prandaj   hv =
0

a b a bf h e uf h e u uh u uEu E   d.m.th.  hv  0E  dhe për më 

tepër shohim qё: 

              1 1 1( ) ( ) ( )a aah b a h b a
g h e g h f e = g( a af h f ) 1 1( )a h ba a

f e =  

                                        = g( a a h bf h f e ) 1a
= g[ ( )a a hv b hvf h f f e ] 1a

=  

                                       = g( a a hv b hvf h f f e f ) 1a
= g 1( )a hv b a a

f hvf e f = g( a af hvf ) 1a
=  

                                       = g ( hv ) 1a  (ku  ,hv bhvf hv ve v  dhe 0, ,a hv bf f e E ) 

 

Meqë 1

0

aa
x e E , ku  x = fahvfa , 0

hvhv f E  dhe 0hv E , duke shfrytёzuar edhe 

teoremën 5.5.1.(2), do të kemi:   

1 1( ) ( )aahvb ahvb a a a
e g hv e g f hvf = 1( )ahvb a a a

e ug f hvf = 1( )ahvb a a a a
e e f hvf = 

                               = 1( )ahvb a a a
e f hvf  = 1( )a hvb a

f e 1( )a a a
f hvf = ( a hvb af e f 1)a a

hvf = 

               = [ 1( )
( )a hv b a ahv

f f e f hvf ] 1a
= ( a hv b a af hvf e f hvf ) 1a

= 

                                 = ( a hv bf f e ) 1a
 = [ 1( )

( )a hv b hv
f f e ] 1a

=  

                                 = ( a hvbf e ) = ahvbe  

Pra   1( ) ag hv  ahvbe , [ ( ) bhv w ahvbf ].  

 

Meqenёse g ae  në E  rrjedh se g = x ae  për ndonjë x nga E . Prej nga: 

                                                   gu = x ae u = x( ae u) = x ae = g   

d.m.th. g = gu dhe njëlloj tregohet se h = uh  

Shqyrtojmё tani bashkёsinё:   

 

                      ( , , ) {( , , )W W E S g a h E u  x  S  x  u E   g  ae ,  h  af }  

dhe pёrcaktojmё nё të shumëzimin:  

 

                           1( , , ) ( , , ) ( ( ) , , ( ) )a bg a h v b w g hv ahvb hv w
 

 

Teoremё  5.5.4. [33]  (a)  W - është gjysmëgrup nё lidhje me veprimin e mёsiprm 

               (b)  W - është gjysmëgrup i rregullt 

ahvbe

1a
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               (c)   Elementi 1( , , )a af a e - është invers i elementit   ( , , )g a h  në  W 

                                   (d)  2( ) {( , , ) | , , }E W g a h a a g ghg h hgh   

                                   (e)   2( ) {( , , )}| }E W g a h a a   

                                   (f)    (u,u,u) - është idempotent medial normal në W     

Vёrtetim:   

(a) Nëse (g,a,h), ( , ,v b w ), ( , ,x c y ) W  atëherë komponenti i parë i prodhimit 

[( , ,g a h ) ( , , )v b w ]( , ,x c y ) është:  

1 1( )( ) [( ) ]a ahvbbg hv hv wx = 1 1 1 1( )( ) [( ) ]a b b hv ag hv hv wx =  

                                                     = g 1 1 1( )( [( ) ] )b b hva a a a a
f hvf f hv wx f =  

                                           = g 1 1 1( )( [ ( ) ] )b hva a a a
f hvf hv wx f = 

                                                          = g 1 1( ( ) )ba a a
f hv wx f = g 1 1[ ( ) ]b ahv wx , 

 

(ku 1 0( )hv hv E ) dhe ky i fundit është komponenti i parë i produktit  

( , , )[( , , ) ( , , )]g a h v b w x c y . Pra komponentët e parë të produkteve  

[( , ,g a h ) ( , , )v b w ]( , ,x c y ) dhe ( , , )[( , , ) ( , , )]g a h v b w x c y  përputhen. Njëlloj tregohet se 

edhe komponentët e tretë, përputhen. Meqë komponentët e mesit janë të barabartë në 

mënyrë evidente, atëherë themi se veprimi i përcaktuar më sipër në W gëzon vetinë e 

shoqërimit, që do të thotë se W është gjysmëgrup. 

(b) Nëse ( , , )g a h W , atёherё 1( , , )a af a e W  sepse  fa = a
-1

a = 1a
e  dmth   fa  1a

e  

Kёshtu:  

            1 1
1 1( , , )( , , ) ( ( ) , , ( ) )a aa a a a a ag a h f a e g hf ahf a hf e =   

                                           = 1 1
1( , , )a aa a ag f aa f e = 1 1

1( , , )a a aa a
g f aa f e  =   

                                           = ( 1, ,a a age aa e e ) = ( 1, , ag aa e )   

 dhe 
1 1( , , )( , , )( , , ) ( , , )( , , )a a ag a h f a e g a h g aa e g a h

 

  = 1
1( ( ) , , ( ) )aa aa a ag e g aa e ga e g h =                                                                                                                   

                        = ( 1 , ,aa aa ag e a e h ) = ( , ,a age a f h ) = ( , ,g a h )  

 

Kështu elementi i çfarëdoshëm ( , , )g a h W është i rregullt , d.m.th  gjysmëgrupi W  

është i rregullt. 

(c)  Duke patur parasysh vërtetimin e pikёs (b), në të cilën treguam se 

 

                                          1( , , )( , , )( , , )a ag a h f a e g a h ( , ,g a h )    

mjafton të tregojmë që: 

                                         1 1 1( , , )( , , )( , , ) ( , , )a a a a a af a e g a h f a e f a e  

 

Vërtet, duke shfrytёzuar faktin se nga  g  ae  rrjedh ae g  = ae  do tё kemi:   
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( 1, ,a af a e )( , ,g a h ) 1 1 1( , , ) ( , , )( , , )a a a a af a e f a e g aa e = 

= ( 1
1 1( ) , , ( )a aaa a a a af e g a e gaa e g e  ) = 

= ( 1
1, ,a aaa a a af e a e e  ) = 

= ( 1, ,a a a af f a e e ) = 

= ( 1, ,a af a e ) 

 

Fakti që W  është  i rregullt garanton që çdo element në këtë gjysmëgrup ka një element 

invers, ndërsa nё (c) ne gjetëm një të tillë për ( , , )g a h , pikёrisht 1( , , )a af a e .  

(d)  Le të shqyrtojmë katrorin e një elementi çfarëdo ( , , ) :g a h W  
 

1( , , )( , , ) ( ( ) , , ( ) )a ag a h g a h g hg ahga hg h =                                                                                                      

= (g( a af hgf ) 1 , , ( )a a aa
ahga e hge h ) = 

= ( 1( ) , , ( ) aa
g hg ahga hg h ) 

 

ku  hg  0E ,  ah f h ,  g = g ae ,  prej nga  hg = (fa h)g = fa fa hg = fa hg fa , sepse 

elementët  hg  dhe  fa  si elementë të 0E  janë të përkëmbyeshëm. Pra  hg = fa hg fa  dhe 

njëlloj tregohet që  hg = ea hg ea .  

Le të jetë tani ( , , )g a h  një idempotent në W . Pra ( , , )g a h ( , , )g a h  = ( , , )g a h  dmth 

1( ( ) , , ( ) ) ( , , )aa
g hg ahga hg h g a h . Duke barazuar komponentët e mesit të këtyre dy 

tresheve do të kemi: 

 ahga = a  1 1

a aaa e ahgaa ahge ahg  

dhe                                     
1 1

a af a a a ahga f hga hga  

Pra  ae ahg   dhe af hga . Por meqënëse elementi  hg  0E  është idempotent, kemi 

0

a aa ahga ahg hga e f E  prandaj  a = a
2

. Prej nga rrjedh se 1a a  (sepse S-

është inversiv që do të thotë se çdo element i tij ka një invers të vetëm dhe meqë a ёshtё 

idempotent, ai ka invers veteveten). Kështu që  (hg) 1a
= (hg) a = ahga  =  a. Duke 

barazuar tani dy komponentët anësorë kemi ga = g dhe ah = h,  prej nga rrjedh:  

ghg = g·ah·ga = gahga = ga = g     dhe      hgh = ah·g·ah = ahgah = ah = h                                              

Këto dy barazimet e fundit tregojnë përfundimisht që çdo idempotent në W është i formës  

(g,a,h)  ku  a
2  

= a,  g = ghg   dhe  h = hgh.  

Pra, 

                                   },,|),,{()( 2 hghhghggaahagWE  
 

Anasjellt as, le të jetë  (g,a,h W,  i tillë që  a
2
 = a,  g = ghg, h = hgh  dhe të provojmë qё                 

(g,a,h) E(W ). Vërtetë, 
aa faae 1 , sepse aaaaafaaaaae aa

11 ; . 

Kështu që nga teorema 5.5.1.(2) e zbatuar në E  ( =uF dhe  =Fu )  kemi:  
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aeueug aa      ( sepse  ug = u (gea) = (ug) ea = ea (ug) = (uea) g = eag = ea) 

afufhu aa     ( sepse  hu = (fah) u = fa (hu) = (hu) fa = h (u fa) = h fa = fa) 

 

Por, meqënëse  g = ghg ,  h = hgh  dhe u ёshtё idempotent medial normal në E  do të 

kemi:                             

                hg = hgh·g = h(ugh)·g = hu·ghg = hug     (  ugh = gh   sepse  gh  0E  ) 

 

Prandaj do të kemi akoma:   ahga  =  ahuga  =  a·hu·uga  =  aaaa  =  a
4  

=  a  që do të 

thotë se komponenti i mesit i prodhimit (g,a,h) · (g,a,h) është  a. Tani barazimet:  

 

                          gguggaahgaghgghgg aa
)()( 1   

dhe  

                                        
hhuhahhahgahhg a)(   

 

tregojnё se komponenti i parё dhe i tretё i prodhimit (g,a,h) · (g,a,h) janё pёrkatёsisht g 

dhe h. Pra, (g,a,h) · (g,a,h) = (g,a,h), d.m.th. (g,a,h) ( )E W , që dëshmon faktin se:  

 

                            )(},,|),,{( 2 WEhghhghggaahag } 

Pra, 

                              },,|),,{()( 2 hghhghggaahagWE  
 

(e)  Duke u nisur nga kuptimi i gjysmëgrupit të gjeneruar nga një bashkësi A do të kemi 

që çdo element i  )(WE   është një prodhim idempotentësh nga  E(W), dhe nga (d) 

komponenti i mesit i secilit prej idempotentëve të  E(W)  ishte a = a
2
, pra një element i 

semillaticës uEuE0 . Tani, nga përcaktimi i shumëzimit në W, komponenti i mesit të 

produktit të të dy idempotentëve të E(W) do të jetë një element i E
0
. Në mënyrë induktive 

tregohet që komponenti i mesit i prodhimit të më shumë se dy elementëve nga  E(W), pra 

i çdo elementi )(WE , do të jetë gjithashtu një element nga E
0
, d.m.th. idempotent. Kështu 

treguam se: }|),,{()( 2 aahagWE . Anasjelltas, le të jetë Whag ),,( , ku a
2 

= a, 

atëherë: gag = g(ag) = ga = g ,  aga = (ag)a = aa = a  dhe  hah = (ha)h = ah = h ,        

aha = a(ha) = aa = a  d.m.th  )(, aVhg  ku barazimet  ag = a, ga = g, ah = h, ha = a  

rrjedhin nga relacionet  g  ,ae   h  af   në E . Kështu duke u mbështetur në (d) del që 

elementët  (g,a,a) dhe (a,a,h) janë idempotentë në W,  Për më tepër kemi që:  

(g,a,a)(a,a,h) ),,( haaag aa ),,( ahaga ),,( hag . Kjo tregon që çdo element       

( g,a,h )  ku  a
2 

= a,  është një element prodhim idempotentësh nga  E(W), d.m.th:  

)(}|),,{( 2 WEaahag . Kështu, përfundimisht kemi treguar se:  

                                               2( ) {( , , ) | }E W g a h a a  

(f)  Le të jetë (g,a,h) një element çfarëdo i )(WE . Ne do të kemi  a
2
 = a  d.m.th.  a

-1
 = a. 

Prandaj:    

                      ),,)(,,)(,,( haguuuhag ),,)()(,,)(( haguhuahuhug ua =   

                           = ( gahua, ahu, uhu)(g,a,h ) = ( g,a,a ) ( g,a,h ) =  
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                                      = (g (ag) a , aaga, (ag) a h ) = ( g a a , a, a a h ) = 

    = (g,a ),, haa aa = (ga, a, ah) = 

                                              = (g,a,h) 

 

(ku:  hu = a = ua,  ga = g, ag = a, ah = h)  që tregon se  (u,u,u)  është idempotent 

medial.  

Le të jenë tani ( , , )( , , )( , , )u u u g a h u u u  dhe ( , , )( ', , ')( , , )u u u g b h u u u  dy elemente tё 

çfardoshёm tё ( )E W . Atëherë kemi: 

 

(u,u,u)(g,a,h)(u,u,u) ),,)()(,,)(( uuuhugugaugu au = 

 

( uau,a,ah)(u,u,u) = (a,a,h)(u,u,u) = ( ( ) , , ( ) )a ua hu ahu hu u  = (a,a,a) 

 

( ku hu = a, ug = a). Njёlloj do tё gjejmё se ( , , )( ', , ')( , , )u u u g b h u u u = (b,b,b).  

Por, elementi (a,a,a) ku 02 Eaa është i përkëmbyeshëm me çdo element tjetër (b,b,b) 

ku 02 Ebb . Vërtet:    

    

(a,a,a) (b,b,b) ),,())(,,)(( abababbabababa ba = (ba,ba,ba) = (b,b,b) (a,a,a) 

 

sepse ab = ba, pёr a,bE
0
. Përfundimisht treguam se çdo dy elementë të  (u,u,u) )(WE

(u,u,u) janë të përkëmbyeshëm, dmth (u,u,u) )(WE (u,u,u) është semillaticë, e për pasojё  

(u,u,u)  është idempotent medial normal në  W .   

Deri tani, në këtë paragraf, kemi treguar se me anë të një gjysmëgrupi tё rregullt tё 

gjeneruar prej idempotentësh E , që përmban një idempotent medial normal u dhe të një 

gjysmëgrupi inversiv me njësh S, semillatica e idempotentëve të të cilit është izomorfe 

me semillaticën 0E uEu , mund të ndërtojmë një gjysmëgrup të rregullt 

),,( SEWW  që përmban një idempotent medial normal  (u,u,u).  

Tani do të shohim nëse ka lidhje midis gjysmëgrupeve )(WE  dhe E , si dhe midis 

gjysmëgrupit  (u,u,u)W(u,u,u)  dhe gjysmëgrupit inversiv S. Faktikisht një lidhje ekziston 

dhe siç e tregon dhe teorema e mëposhtme ato janë respektivisht izomorfe.  

 

Teoremё  5.5.5.  EWE )(    dhe   ( , , ) ( , , )u u u W u u u S .  

Vёrtetim:  Në teoremën 5.5.4.(e) kemi treguar se kur )(),,( WEhag , kemi a
2
 = a  ose  

a = ea  pra  gah = geah = gh . Tani ndërtojmë pasqyrimin:  EWE )(:  tё tillё qё  

( , , )g a h gh  Të provojmë se  është izomorfizëm. Së pari,  është syrjektiv. 

Vërtetë,  nëse Ex , atëherë do të kemi: x = xux = xuxux = xu·uxu·ux  ku 0uxu E dhe 

(xu) u = u(xu) = uxu, (uxu) u = u(uxu) = uxu . Këto barazime tregojnë se është i vërtetë 

relacioni  xu Fu uxu  dhe nga 5.5.1.(2) do tё rrjedhё  = Fu  në E . Njëlloj tregohet qё     

 = uF  në E . D.m.th. kemi:   
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xu  uxuuxu e   dhe   ux uxuuxu f  

Duke shfrytëzuar përsëri teoremën 5.5.4.(e) do të kemi )(),,( WEuxuxuxu , por meqë 

nga përcaktimi i  kemi  (xu,uxu,ux)  = xu ux = xux = x,  rrjedh që  është syrjektiv. Së 

dyti, le tё jenё )(),,(),,,( WEwbhag  tё tilla qё ),,(),,( wbhag . Meqë  a
2
 = a  

dhe  b
2
 = b ne mund të kemi këtë konfiguracion për  D - klasat:   

ghg

ha

                                

w

wb

 

sepse   g a  gh ah  gh h   dhe   h a  gh ga  gh g . Njëlloj do kemi 

vw w  dhe  vw v. Por, meqë ),,(),,( wbhag  kemi wgh , kështu të dy D -

klasat e skematizuara më sipër përputhen, prandaj a dhe b i përkasin së njëjtës D -klasë, 

(sepse 0, Eba = u E u E ) Nga  rrjedhimi 5.5.1., meqenëse në E  kemi D =  , 

shkruajmë:  

a D b  a   b  uau = ubu  a = b 

 

Nga përputhja e D -klasave të mësipërme  del gjithashtu se elementet g dhe  gjenden 

në -klasën që përcakton elementi wgh ,  d.m.th. kemi  g , dhe meqenëse    = uF  

në E  rrjedh se  g uF v   ose   ugug uu . Prandaj kemi: 

 

   g gug gu ug u ua vu ub u u u  

dhe  ёshtë e qartë se:   

g  ua gF a ug ua ;   a  ub aF b ua ub    dhe   b  ubF ub u
 

 

Pra g  dhe njёlloj edhe  h = w. Kёshtu  ( , , ) ( , , )g a h b w . Pra ёshtё i vёrtetё 

implikimi:  ),,(),,( wbhag  ),,(),,( wbhag . Dmth  pasqyrimi   është edhe 

injektiv, pra bijektiv. Së fundi le të jenë )(),,(),,,( WEwbhag . Nё )(WE  kemi          

a
2
 = a  dhe  b

2
 = b, prandaj:   

                         
))(,,)(()],,)(,,[( whbahhgwbhag ba                  

                                                        = ( ) ( )a bg h h w gah a bh bw                                                                                 

                                                        = g h a b h w bwhga = 

                                                        gh w ( , , ) ( , , )g a h b w   
0( sepse  ,   dhe  , ,a bg ge ga w f w bw a b h E )  

Pra  ёshtё izomorfizëm dhe EWE )(  
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Tani do të ndërtojmë një izomorfizëm të SuuuWuuu ),,(),,( . Për këtë le të hetojmë 

pak për trajtën e elementeve të  (u,u,u)W(u,u,u).  

Le të jetë (u,u,u)(g,a,h)(u,u,u) (u,u,u)W(u,u,u). Atëherë, 

 

1( , , )( , , )( , , ) ( , , )( ( ) , , ( ) ua
u u u g a h u u u u u u g hu ahu hu u ) =  

                                             1( , , )( , , )a a aa
u u u g f af f ( , , )( , , )a au u u ge a f =

 

                                          
( , , )( , , )au u u g a f ( ( ) , , ( ) )u a au ug uga ug f =

 

               
( , , ) ( , , )a a a a a au e e a f f e a f

 
 

Shqyrtojmë pasqyrimin SuuuWuuu ),,(),,(:   ku   

 

afaeuuuhaguuu aa ),,()],,)(,,)(,,[(
 

Meqë:  

       ( , , ) ( , , )a a b be a f e b f    ,   ( , , ) ( , , )a b a b a a b ba b e e f f e a f e b f
 

 

 rrjedh se  është injektiv. Por për çdo  a  nga  S  kemi ( , , ) ( , , ) ( , , )a ae a f u u u W u u u  dhe 

afae aa ),,(   d.m.th.  është edhe syrjektiv. Tani barazimet:     

          

1 1[( , , )( , , )] [ ( ) , , ( ) ] [ ( ) , , ( ) ]a a b b a a b a b a b b b a a b a b b ba a
e a f e b f e f e af e b f e f e f e ab f e f

                               
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )a ab ab b ab ab a a b be e ab f f e ab f ab e a f e b f

 
 

tregojnë se  është izomorfizёm. Për pasojë kemi: .),,(),,( SuuuWuuu   
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6.  KONKLUZIONE  DHE PROJEKTE PЁR TЁ ARDHMEN 

 

 

Meqenëse klasa e gjysmëgrupeve abundantë është një zgjerim i klasës së gjysmëgrupeve 

të rregullt (e cila është një klasë mjaft e studiuar nga algjebristët), me studimin e tyre 

synohet që shumë veti të gjysmëgrupeve të rregullt të mund të implementohen në një 

klasë më të gjerë gjysmëgrupesh, siç është ajo e gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Studimi i gjysmëgrupeve abundantë ka nisur nga gjysma e dytё e viteve ’70 dhe artikujt 

mbi to janë relativisht të pakët. Kështu mendoj se në këtë punim doktorature kemi dhënë 

një kontribut modest në studimin e mëtejshëm të tyre. Dua të veçoj këtu teoremat që kam 

formuluar dhe vërtetuar në artikujt [29], [30] dhe të përfshira në këtë punim në kapitillin 

4, kundrashembullin 2.2.1, shembullin 2.2.1 si dhe vërtetimet e bëra në kapitujt 4 dhe 5. 

 

Në të ardhmen një rëndësi të veçantë do ti kushtoj studimit të gjysmëgrupeve abundantë 

nëpërmjet idealeve minimalë nga një lidhje që është vënë re midis prezencës së 

idempotentëve në idealet minimale dhe në  e  - klasat e këtij gjysmëgrupi. 

 

Objekt i punës time në të ardhmen do të jetë gjithashtu edhe përpjekja për vërtetimin e 

ndonjë vetie të gjysmëgrupeve ortodoksё edhe në gjysmëgrupet kuazi-adekuatë, apo të 

vetive të gjysmëgrupeve inversivë në gjysmëgrupet adekuatë. 

 

Një sfidë interesante do te jetë edhe dhënia përgjigje problemit: “Për ç’farë kushtesh 

plotësuese një gjysmëgrup adekuat i tipit A kthehet në një gjysmëgrup inversiv”, etj. 
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Abstrakti 

 

Gjysmёgrupet abundantё  janё njё pёrgjithsim i gjysmёgrupeve tё rregullt. Nё vitin 1951, J.A.Green, futi nё 

gjysmёgrupe nocionin e relacioneve  , , ,   dhe . Ata njihen si relacionet e Green-it dhe luajtёn njё 

rol tё rёndёsishёm nё investigimin e mёtejshёm tё gjysmёgrupeve tё rregullt, ortodoksё dhe inversivё. 
Kёshtu Howie nё monografinё e tij, “An Introduction to Semigroup theory”, tregon se gjysmёgrupet e 

rregullta karakterizohen si gjysmёgrupe nё tё cilёt çdo -klasё dhe çdo -klasё pёrmban tё paktёn njё 

idempotent. 

Nё vitin 1975, F.Pastijn, futi nё gjysmёgrupe kuptimin e relacioneve tё pёrgjithsuara tё Green-it dhe i 

shёnoi ato me , , , , . Prej kёtu, u pёrkufizuan gjysmёgrupet abundantё si gjysmёgrupe nё tё 

cilёt çdo -klasё dhe çdo -klasё pёrmban tё paktёn njё idempotent. Mё pas u pёrkufizuan edhe disa 

nёnklasa tё rёndёsishme tё tyre si ajo e gjysmёgrupeve kuazi-adekuatё, adekuatё, etj. Nga pёrkufizimi 

rrjedh se klasat e gjysmёgrupeve abundantё, kuazi-adekuatё dhe adekuatё janё respektivisht, zgjerim i 

klasave tё gjysmёgrupeve tё rregullt, ortodoksё dhe inversivё. 

Nё kёtё punim ne kemi sjellё njё kontribut tё mёtejshёm nё studimin e gjysmёgrupeve abundantё dhe tё 
nёnklasave tё tyre, si dhe kemi formuluar dhe vёrtetuar disa teorema konstruksioni pёr disa tipe tё veçantё 

gjysmёgrupesh abundantё.   

 

Fjalё kyçe: gjysmёgrup, abundant, quazi-adekuat, adekuat, normal medial idempotent, band. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Abstract 

 

The abundant semigroups are a generalization of a regular semigroups. In 1951, J.A.Green, introduced in 

the semigroups the relations , , ,   dhe . They are known as Green 's relations and played an 

important role in the further investigation of the regular, orthodox and inversiv semigroups. Thus, Howie in 

his monograph, "An Introduction to semigroup theory", shows that the regular semigroups characterized as 

semigroups in the which, every -class and -class contains at least one idempotent . 

In 1975, F.Pastijn, introduced in the semigroups the generalization relations of Green and marked them 

with , , , , . From here, were defined the abundant semigroups as semigroups in the which 

every -class and -class contains at least one idempotent. After this were defined some important 

subclasses of them as quasi-adequate, adequate, etc. By the definition it follows that the class of abundant, 

quasi-adequate and adequate are respectively an extension of the regular, orthodox and inversiv classes. 

In this paper we have broght in a contribution to the further study of the abundant semigroups and their 

subclasses.  We have formulated and proved also, several construction theorems for some particular types 

of abundant semigroups. 

 

Key words: semigroup, abundant, quasi-adequate, adequate, normal medial idempotent, band. 


