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Pérmbledhje

Kromodinamika Kuantike (QCD) éshté teori e bashkéveprimeve té forta, pjesé e modelit standart té
grimcave elementare. Né energji té ulta studimi i saj realizohet vetém me simulime numerike té teorisé té
formuluar né rrjeta Euklidiane katérpérmasore. Njé tipar i réndésishém né kéto regjime éshté mbyllésia e
kuarkeve gé studiohet nga potenciali statik kuark-antikuark. N& simulimet rrjetore t&8 QCD-sé simetria
kirale éshté thelbésore. Pér té garantuar kété simetri né rrjeté pérdoren fermionet e mbulimit ose fermionet
e mureve domenore. Megé kéto fermione kané njé kosto shumé té larté llogaritése, pérshpejtimi i
algoritmeve do té jepte njé kontribut t&¢ madh né performancén e simulimeve. N& kété punim propozohen
algoritme té shpejté invertimi té operatorit kiral té Dirakut gé bazohen né idené e rrjetave t& shuméfishta
pérgjaté pérmasés shtesé. Rezultati kryesor i kétij punimi éshté pérshpejtimi né masén 2 deri 12 heré né
krahésim me algoritmet gé pérdoren sot né QCD-né rrjetore. Performanca e tyre shkallézohet me té
anasjelltén e rrénjés katrore té masés sé kuarkeve né krah&sim me ligjin invers proporcional té algoritmeve
standarte. FermiQCD shkallézohet miré né sistemet me shumé bérthama llogaritése. QCDLAB éshté njé
paketé shumé e miré pér té testuar algoritmet e reja né dy pérmasa hapésinore-kohore.

Fjalé kyce: QCD-ja rrjetore, potenciali kuark-antikuark, fermione kirale, algoritme invertimi, FermiQCD,
QCDLAB

Abstract

Quantum Chromodynamics (QCD) is the theory of strong interactions, part of the standard model of
elementary particles. At low energy it is studied with numerical simulations of QCD formulated in four
dimensional lattice with Euclidean geometry. An important property in these regime is the quark
confinement that is derived from quark antiquark potential behaviour. However, the chiral symmetry is
cruical for lattice QCD simulations. In order to guarantee this symmetry on the lattice one uses overlap and
domain wall fermions. Since such formulations are very time consuming the acceleration of algorithms is
paramount for the perfomance of lattice QCD simulations. We propose fast inverting algorithms for chiral
fermions using the geometric multigrid idea along the extra dimension. The main result of this thesis is that
the new algorithms are capable to accelerate the convergence 2 to 12 times faster than the state of the art
algorithms. Our algorithms scale with the inverse square root of the quark mass, which should be compared
to the inverse quark mass scaling of standard inversion algorithms. We found also that FermiQCD scales
well with the number of cores and that QCDLAB is a good software to prototype lattice QCD algorithms

Key words: lattice QCD, quark-antiquark potential, chiral fermions, inverting algorithms, FermiQCD,
QCDLAB
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Parathénie

Disertacioni né fushén e Fizikés Llogaritése, me temé “Pérshpejtimi i llogaritjeve té
fermioneve kirale me ané té rrjetave té shuméfishta né QCD-né rrjetore ” éshté rezultat
I njé pune rreth pesé vjegcare gé autorja ka kryer né studimin me metoda numerike té
teorisé gé pérshkruan grimcat elementare dhe bashkéveprimet ndérmjet tyre, e njohur si
Kromodinamika Kuantike (Quantum Chromodynamics - QCD).

Pikénisja pér realizimin e késaj doktorature ka géné prof. Artan Borici i cili ka njé
eksperiencé té gjaté kérkimore dhe i vetmi né kété fushé studimi né Shqipéri.

Me géllim finalizmin me sukses té kétij punimi ka géné i domosdoshém zhvillimi i
njohurive teorike té thelluara né kété fushé si dhe aplikimi i teknikave té avancuara
llogaritése.

Lidhur me studimet teorike té thelluara e réndésishme ka géné ndjekja e shkollave né
fizikén teorike té grimcave elementare, konkretisht e njé shkolle dy javore ndérkombétare
né fushén e QCD-sé rrjetore né laboratorin e fizikés teorike Bogoliubov (BLTP -
Bogoliubov Laboratory of Theoretical Physics ) né Rusi si dhe trajnime té tjera né fushén
e energjive té larta.

Sa i pérket aspektit llogarités jané realizuar disa trajnime né njohjen dhe zhvillimin e
teknikave llogaritése té avancuara né fushén e QCD-sé rrjetore. Vlen té pérmenden:
trajnimi i programimit né paralel nga Instituti i Qipros CaSToRC (The Computation-
based Science and Technology Research Center) dhe trajnimi i HPC (High Performance
Computing) organizuar nga HP-SEE (High-Performance Computing Infrastructure for
South East Europe’s Research Communities), né Greqi té cilét dhané bazat mbi metodat,
mjetet e programimit né paralel dhe analizés sé performancés dhe optimizimin té kodeve
llogarités. E réndésishme ka géné dhe ndjekja e shkollés ndérkombétare mbi analizén e té
dhénave me metoda Monte Carlo né QCD-né rrjetore né Regensburg, Gjermani.

Gjithashtu jané realizuar njé séré trajnimesh dhe seminaresh té vlefshme si dhe jané
shfrytézuar burimet llogaritése té tufave té kompjuterave pér superllogaritje né Bullgari,
né kuadér té pjesémarrjes me njé projekt fitues nga fusha e fizikés llogaritése né
projektin e madh té HP-SEE.



HYRJE

Fizika e grimcave elementare ka hyré né njé fazé té re me fillimin e
eksperimenteve me energji 3.5 TeV qgé po zhvillohen né pérshpejtuesin e grimcave Large
Hadron Collider né CERN té Gjenevés. Modeli Standart, teoria gé pérshkruan grimcat
elementare dhe bashkéveprimet ndérmjet tyre me ané té fushave té kuantizuara, pérmban
dy sektoré: sektorin e bashkéveprimeve té forta, pérgjegjése pér stabilitetin e bérthamave,
si dhe sektorin e bashkeveprimeve elektrodobéta, pérgjegjése pér zbérthimet bérthamore
dhe dukurité elektromagnetike.

Sa i takon sektorit té bashkéveprimeve té elektrodobéta, thyerja e simetrisé sé
Bashkéveprimeve Elektrodobéta bén gé modeli standart té mbetet i paploté pa u zbuluar
origjina e thyerjes. Hipoteza kryesore, qé mbetet té verifikohet ose té hidhet poshté né
eksperimetet e LHC, éshté thyerja spontane e simetrisé sé njé fushe skalare qé
bashkévepron me té gjitha fushat e tjera, thyerje kjo qé manifestohet fizikisht né
ekzistencén e njé grimce bozonike me masé disa gindra MeV, té quajtur bozoni Higgs.

Ndérkohé bashkéveprimet e forta té bérthamave dhe energjité e lidhjes sé tyre
mund té studiohen vetém me ané té simulimit numerik té teorise pérkatése,
Kromodinamikés Kuantike (QCD) té formuluar né rrjeta Euklidiane katérpérmasore.

Njé prej véshtirésive parimore té késaj teorie éshté pamundésia e paragitjes sé
simetrisé kirale né rrjeta té tilla hapsinore-kohore. Studimet kané treguar se paragitja e
késaj simetrie themelore né rrjeté ka njé kosto shumé té larté llogaritése.

Né té dyja rastet e mésipérme, bashkéveprimet e forta dhe ato elektrodobéta,
simetria kirale ka njé vend gendror dhe mund té studiohet vetem me ané té mjeteve
numerike. Kosto e larté llogaritése e fermioneve kirale rrjetore mbetet njé pengesé e
madhe pér té zhvilluar programin shkencor té kérkimit né fushén e grimcave elementare.
Vetém dy grupe me njé fuqgi té larté llogaritése té instaluar prej disa petaflop jané
angazhuar né llogaritje té tilla. Zhvillimi dhe pérmirésimi i algoritmeve do té jepte njé
kontribut t¢ madh né performancén e pergjithshme té simulimeve. Zgjidhésit e
Kromodinamikés Kuantike rrjetore duhet té optimizohen pasi matricat dalése té tyre jané
tepér té médha pér géllime praktike.

Ky disertacion ka pér géllim té pérshpejtojé llogaritjet e pérhapésit té fermioneve
kirale duke pérdorur ideté e rrjetave té shuméfishta. Algoritmet e rrjetave té shuméfishta
jané té njohura prej kohésh si njé mjet pér té pérftuar shpejt zgjidhjen e sistemeve lineare
(Press et al., 2007). Por vetém sé fundi ka gené e mundur té zbatohen né rastin e fushave
kalibruese (Luscher, 2007). Duke u nisur prej suksesit té késaj metode pér fermionet
katér pérmasore me simetri kirale té thyer, disertacioni synon té shtrijé kété metodé né
rastin e fermioneve kirale.

Né kapitullin e paré béhet njé hyrje né Modelin Standart té grimcave elementare
si dhe trajtohen elementét dhe vecorité bazé té teorisé sé bashkéveprimeve té forta,
kromodinamikés kuantike. Trajtohen simetrité e Langrazhian-it duke kaluar nga rasti i
elektrodinamikés kuantike (Quantum Electrodynamics — QED) tek kromodinamika
kuantike (Quantum Chromodynamics - QCD). Mé pas shihet kuantizimi i njé teorie
kalibruese dhe llogaritja e madhésive fizike prej pritjes matematike té njé operatori O.
Gjithashtu studjohet simetria kirale si njé tipar i réndésishém i QCD-sé.
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Né kapitullin e dyté trajtohet formulimi rrjetor i kromodinamikés kuantike (QCD-
ja rrjetore), né ményré qé té ruajé ato vecori té hapésirés sé vazhduar si dhe géllimi i
llogaritjeve né QCD-né rrjetore. Njé tjetér piké e réndésishme qé trajtohet né kété kapitull
éshté formulimi i fermioneve né rrjeté, si shfaget dhe si trajtohet problemi i dublimit té
fermioneve né rrjeté

Kapitulli i treté zhvillon simulimet numerike té teorisé sé pastér kalibruese né
rrjeté. Ai jep konceptin dhe ndértimin e objekteve invariante kalibruese né rrjeté, si¢ jané
laget e Wilson-it, té cilat shérbejné pér llogaritjen e potencialit statik kuark-antikuark.
Gjithashtu, trajtohen llojet e gabimeve gé ndeshen gjaté kétyre llogaritjeve dhe origjinén
e tyre. Ky kapitull zhvillon teknikat e llogaritjes né paralel t¢ QCD-sé rrjetore me ané té
FermiQCD. FermiQCD éshté njé koleksion klasash, funksionesh dhe algoritmesh né
paralel pér QCD-né rrjetore té shkruara né C++. Jepet ndértimi, funksionimi dhe
avantazhet e FermiQCD-sé né trajté shembujsh konkreté dhe puna e béré pér testimin dhe
njohjen e tij. Po né kété kapitull jepen rezultatet numerike me kodet e reja té zhvilluara né
FermiQCD pér llogaritjen e disa madhésive fizike si potenciali kuark-antikuark, apo dhe
tensioni i kordés bozonike. Sé fundi jepen rezultatet grafike té llogaritjeve dhe
pérfundimet.

Né kapitullin e katért trajtohen algoritmet e invertimit ose zgjidhésit e QCD-sé
rrjetore gé ndihmojné né llogaritjen e pérhapésit té kuarkeve né rrjeté. Fokusi i kétij
disertacioni éshté té zhvillojé algoritme té shpejté pér simulimin e fermioneve kirale pasi
kiraliteti éshté veti bazé e QCD-sé. Njé drejtim i réndésishém né zhvillimin e ideve té
reja pér té fituar né kosto llogaritése éshté edhe ai algoritmik pérvec atij té pérdorimit té
teknikave té avancuara né paralel. Késhtu, fillimisht kapitulli na njeh me disa prej
algoritmeve qé vijné prej nénhapésirave té Krylov-it dhe kostot e tyre llogaritése. Jepet
njé hyrje né algoritmin e rrjetave té shuméfishta dhe bazuar mbi kété ide zhvillohet
algoritmi me dy rrjeta pér invertimin e operatorit kiral t¢ mbulimit né teoriné SU(3). Sé
fundi, paragiten rezultatet numerike té tabeluara dhe ato grafike té testimit té Kkétij
algoritmi si dhe pérfundimet.

Kapitulli i pesté i dedikohet zhvillimit té algoritmeve té reja né QCDLAB 1.0, njé
paketé funksionesh né Matlab/Octave e llogaritjeve numerike t&€ QCD-sé rrjetore. Kjo
paketé éshté e pérshtatur pér teoriné kalibruese U(1) ose rasti i Elektrodinamikés
Kuantike né rrjeté (Quantum Electrodynamics - QED) me dy dimensione. Né kété
kapitull jepen fillimisht llogaritjet tona me QCDLAB 1.0 té disa madhésive si pllaka pér
disa konstante ciftimi, llogaritja e operatorit t& Wilson-Dirakut dhe spektri i tij, llogaritja
e ngarkesés topologjike té fushave kalibruese. Mé tej, bazuar né idené e algoritmit me dy
rrjeta té zhvilluar né kapitullin e katért, zhvillojmé njé algorittm mé té shpejté né
QCDLAB 1.0, GMRESR i parakushtézuar, pér pérshpejtimin e llogaritjeve té fermioneve
kirale né rrjeté por né teoriné kalibruese U(1).

Sé fundi jepen rezultatet e invertimit té operatorit kiral t¢ mbulimit me ané té
algoritmit té ri té zhvilluar dhe studimi i pérshkallézimit té tij me masén e kuarkut.

Ndérsa né shtojcat né fund té materialit, paragiten disa prej kodeve té pérshtatura
dhe zhvilluara.

VI



KAPITULLI 1

MODELI STANDART DHE KROMODINAMIKA
KUANTIKE

Natyrshém shtrohet pyetja cilat jané grimcat themelore gé pérbéjné 1éndén? Si
kategorizohen ato? Si bashkéveprojné ato me njéra-tjetrén? A ka njé model matematik gé
mbéshtet teoriné e grimcave elementare? Q& nga koha e zbulimit té elektronit, dhe
vecanérisht 60 vitet e fundit, éshté béré njé pérpjekje e jashtézakonshme eksperimentale
dhe teorike pér té gjetur pérgjigjet e pyetjeve té mésipérme. Modeli Standart aktual i
grimcave elementare rrjedh pikérisht nga kéto pérpjekje (Cheng & Clarendon, 1984),
(Griffths, 1987), (Cottingham & Greenwood, 2001), (Borici & Rexhepi, 2010). Késhtu
piképamjet mé moderne mbi bashkéveprimet themelore dhe ndértimin e |éndés jané
pérmbledhur né té ashtuquajturin Modeli Standart (i formuluar né 1970) i pjesézave
elementare. Fjala pjeséz vjen nga latinishtja “’particula” si njé sasi relativisht e vogél ose
pjesé e vogeél diskrete, né vecanti, ¢cdo njési bazé e materies dhe energjisé (si molekula,
atomi, protoni, elektroni, ose fotoni). Fizika e pjesézave ka té ndérthurura tri aspekte té
saj té lidhura ngushté me njéra-tjetrén:

- ndértimin e 1éndés né kuptimin e pjesézave né themelin e vet;
- forcat me té cilat bashkéveprojné kéto pjeséza;
- karakterizimin e Iéndés dhe forcave ashtu si¢, shfagen ato né energjité e larta.

Né Modelin Standart Iénda dhe forcat pérshkruhen me ané té fushave dhe ligjet e
lévizjes sé tyre jané kuantike dhe relativiste. Modeli Standart i grimcave bashkévepruese
éshté njé sintezé e tre prej katér forcave themelore né natyré. Kéto forca pérshkruhen prej
teorive kalibruese, secila prej té cilave karakterizohet nga njé konstante ¢iftimi si mé
poshté:

- Bashkéveprimi i forté (as~1)
- Bashkéveprimi elektromagnetik (a,,,, = 1/137)
- Bashkéveprimi i dobét (Gr =~ 1075GeV~2)

Dallimi thelbésor i léndés nga forcat materializohet né llojet e ndryshme té
fushave qé pérshkruajné l1éndén dhe forcat. Késhtu, fushat qé pérshkruajné léndén jané
fusha fermionike, ose fusha me spin 1/2, ndérsa fushat qé pérshkruajné forcat jané fushat
bozonike kalibruese me spin 1, pra Iénda dhe forcat né Modelin Standart pérshkruhen
prej fushave thelbésisht t€ ndryshme. Cdo teori e grimcave elementare duhet té jeté
konsistente me relativitetin special. Kombinimi i mekanikés kuantike, elektromagnetizmit
dhe relativitetit special ¢cuan Dirakun né ekuacionin tashmé té njohur universialisht si
ekuacioni i Dirakut dhe né kuantizimin e fushave, né té ashtuquajturén teori kuantike e
fushés. Teoria kuantike e fushés ka patur si triumfin e saj té paré elektrodinamikén
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kuantike, QED, e cila pérshkruan bashkéveprimin e elektronit me fushén
elektromagnetike. Suksesi i njé brezi Fizikantésh pas 1945-és si Feynman, Schwinger,
Tomonaga, Dyson dhe té tjeré, né trajtimin e infiniteteve gé vinin prej teorisé ¢oi né njé
pérputhje spektakolare midis QED dhe eksperimentit, si¢ pérshkruhet né (Cottingham &
Greenwood, 2001).

Modeli Standart, si¢ e pérshkruan edhe QED, é&shté njé teori e bashkéveprimit té
fushave. Ndértimi i Modelit Standart éshté drejtuar nga principet e simetrisé. Kjo simetri
matematikisht jepet nga teoria e grupeve; grupe me réndési té vecanté né formulimin e
Modelit Standart jepen né (Cottingham & Greenwood, 2001).

Lidhja midis simetrive dhe fizikés gjendet nga teorema Noether (e formuluar né
1918) (Borici & Rexhepi, 2010) e cila né thelb pohon se ¢do simetrie té vazhduar té
natyrés i korrespondon njé ligj ruajtjeje. Pér shembull, rezulton se nga homogjeniteti i
hapésiré-kohés, Langrazhiani i njé sistemi té mbyllur éshté invariant ndaj transformimeve
uniforme té sistemit né hapésiré dhe né kohé. Transformime té tilla jané si rrjedhim
operacione simetrike mbi sistemin. Tregohet se ato cojné, respektivisht, né ligjet e
ruajtjes sé momentit kinetik dhe té energjisé. Né seksionin (1.4) pérshkruhen né ményré
mé té detajuar simetrité dhe thyerja e tyre.

1.1 Fermionet

Né modelin standart grimcat elementare me spin %2 me ciftési té pércaktuar +1
ose -1 njihen me emrin fermione. Fermionet jané grimcat gqé pérbéjné léndén. Sipas
teoremés té statistikés spinore, fermionet i binden rregullit pérjashtues té Paul-it. Cdo
fermion ka antigrimcén e vet korresponduese. Konkretisht, pérbérsit bazé té 1éndés jané
gjashté kuarke: u (up), d (down), s (strange), ¢ (charm), b (bottom), t (top) secila prej té

cilave vjen né tre ngjyra dhe gjashté leptone: e (elektroni), v, (neutrino elektronike), -
(muoni), v, (neutrino muonike), z (tau), v, (neutrino tau). Dallimi kryesor ndérmjet tyre

éshté tipi i bashkéveprimit né té cilin ata marrin pjesé. Kuarket marrin pjesé né té tri
bashkéveprimet themelore té Modelit Standart ndérsa leptonet nuk marrin pjesé né
bashkéveprimet e forta. Né grupin e fermioneve futen gjithashtu té gjitha grimcat e
pérbéra prej njé grupimi kuarkesh dhe leptonesh. Késhtu grupimet e 3-kuarkeve quhen
barione (si protoni, neutroni ) ndérsa grupimet me 2—kuarke quhen mezone. Grimcat gé
bashkéveprojné me ané té bashkéveprimit té forté, pérfshiré barionet dhe mezonet por
pérjashtuar leptonet (g€ nuk bashkéveprojné me ané té bashkéveprimit té forté) quhen
hadrone. Kuarket dhe leptonet klasifikohen né tre gjenerata né varési té masés sé tyre. Né
Tabelén 1.1 jepet ky klasifikim.

Tabelé 1.1 Klasifikimi i kuarkeve dhe leptoneve né tre gjenerata sipas masés sé tyre

Gjenerata e paré Gjenerata e dyté Gjenerata e treté
e (elektroni) 4 (muoni) z (tau)

v, (neutrino elektronike) v, (neutrino muonike) v, (neutrino tau)
u (kuarku up) s (kuarku strange) b (kuarku bottom)




| d (kuarku down) | ¢ (kuarku charm) | t (kuarku top) \

Njé tipar dallues midis kétyre grimcave éshté e ashtuquajtura aroma ose shija (nga
anglishtja “flavour”). Aroma té ndryshme grimcash dallohen prej ngarkesés elektrike dhe
prej masés. Né Tabelén 1.2 paragiten aromat e ndryshme te grimcave né varési té
ngarkesés elektrike dhe masés gé kané.

Tabelé 1.2 Klasifikimi i kuarkeve dhe leptoneve sipas aromave

Fermionet
Leptonet (spin 1/2) Kuarket (spin 1/2)
Aroma Masa Ngarkesa | Aroma Masa Ngarkesa
(GeV/c®) | elektrike (GeVI/c?) elektrike

e~ (elektroni) 0.000511 |-1 u (kuarku up) | 0.003 2/3

Ve (neutrino < 1X10-8 0 d (kuarku 0.006 -1/3

elektronike) down)

4~ (muoni) 0.106 -1 s (kuarku 1.3 2/3
strange)

v, (neutrino < 0.0002 0 ¢ (kuarku 0.1 -1/3

o charm)

muonike)

7 (tau) 1.7771 -1 b (kuarku 175 2/3
bottom)

V,u (neutrino tau) <0.02 0 t (kuarku tOp) 4.3 -1/3

1.2 Bozonet

Bashkéveprimi midis grimcave ose fushave Iéndore realizohet népérmjet
grimcave ose fushave kalibruese té quajtura bozone. Bozonet jané grimcat elementare me
spin té ploté dhe i binden statistikés Bose-Einstein. Fermionet lidhen me Iéndén ndérsa
bozonet jané grimca gé lidhen me bashkéveprimin. Bozonet elementare jané 12 nga té
cilét: 8 gluone té bashkéveprimeve té forta, W= dhe Z t& bashkéveprimit t&¢ dobét dhe
fotoni y pér bashkéveprimet elektromagentike. Modeli Standart nuk pérfshin forcén
gravitacionale, nuk ka ende njé teori kuantike té gravitetit. Bozonet mund té gjenden jo
vetém si grimca elementare por edhe té pérbéra prej njé grupi grimcash té tjera
elementare me kushtin qé sé bashku kéto grimca té ruajné tiparet e njé bozoni. Pér
shembull mezonet jané bozone té pérbéra nga njé kuark dhe njé antikuark. Struktura
matematikore qé pérshkruan bashkéveprimin e bozoneve kalibruese éshté njé teori
kalibruese lokale (Weyl, 1929) me grup kalibrimi SU(3)xSU(2)xU (). Né Tabelén 1.3

jepen bozonet elementare, masa dhe ngarkesa e tyre elektrike.

Tabelé 1.3 Klasifikimi i bozoneve elementare sipas masés dhe ngarkesés elektrike

| Bozonet (spin 1)




Bashkéveprimi elektrodobét Bashkéveprimi i forté (ngjyra)
Emri Masa Ngarkesa Emri Masa Ngarkesa
(GeV/c®) | elektrike (GeVic®) | elektrike
y (foton) 0 0 g (gluon) 0 0
W~ 80.4 -1
W+ 80.4 +1
70 91.187 0

Njé tipar dallues i gluoneve éshté ngarkesa e ngjyrés. Gluonet jané grimca
elementare gé veprojné si grimca ndérmjetése ose kalibruese pér bashkéveprimet e forta
midis kuarkeve, analoge me krijimin e fotonit né bashkéveprimin elektromagnetik midis
dy ngarkesave elektrike. Né terma tekniké, gluonet jané bozone kalibruese vektorialé gé
ndérmjetésojné bashkéveprimin e forté té kuarkeve né kromodinamikén kuantike (QCD).
Ndryshe nga fotonet té cilat ndérmjetésojné bashkéveprimin elektromagnetik por u
mungon ngarkesa elektrike, gluonet né vetvete mbajné ngarkesén e ngjyrés té
bashkéveprimeve té forta. Né kété ményré gluonet marrin pjesé né bashkéveprimin e
forté duke mos géné vetém ndérmjetés té tij, duke e béré QCD mé komplekse pér tu
studiuar se elektrodinamika kuantike (QED). Ekzistojné 8 tipe gluonesh té pavarura qé
dallohen nga ngarkesa e ngjyrés. Veté kuarket karakterizohen nga tre ngjyra: e kuge r
(red), blu b (blue) dhe jeshile g (green) dhe antikuarket karakterizohen nga tre

antingjyrat: 17, b, @. Gluonet karakterizohen nga kombinimi i ngjyrave dhe

antingjyrave. Késhtu ekzistojné 8 gjéndje té pavarura ngjyrash té normuara té cilat japin
teté tipet e gluoneve té paragitura né Tabelén 1.4.

Tabelé 1.4 Kalsifikimi i 8-t gluoneve sipas kombinimit té ngjyrave r (e kuge), b (blu) dhe g
(jeshile)

(ro+br)/N2 | (rg+gr)/N2 | (bg+gb)/v2 | (rT+bb)/V2
~i(rb—br)/\2 | -i(rg—gr)/V2 | -i(bg-gb)/v2 | (r7—bb-297)/6

Gluonet

1.3 Teoria e Bashkéveprimeve té Forta: Kromodinamika Kuantike (QCD)

Formulimi i njé teorie gé pérshkruan sjelljen e bashkéveprimeve té forta, si¢ éshté
Kromodinamika Kuantike (QCD - Quantum Chromodynamics) ka géné rezultat i njé
pune shumé vjecare kérkimesh. QCD, si njé teori kuantike e fushés dhe pjesé e modelit
standart té grimcave elementare, pérshkruan bashkéveprimin midis kuarkeve dhe
gluoneve. Ndér vetité tipike té kuarkeve éshté fakti se ato karakterizohen nga njé



ngarkesé “ngjyre™ dhe bashkéveprojné me ané t& bashkéveprimit té forté (forcé e
ngjyrés). Pér distanca té vogla (energji té larta), QCD shfaq tiparet e lirisé asimptotike,
ndérkohé qé pér distanca té médha (energji té ulta), kuarket dhe gluonet jané té mbyllur
né grupe me ngjyré neutrale té quajtura hadrone. U formulua hipoteza se hadronet
pérbéhen prej grimcave té tjera gé pérbéjné modelin e kuarkeve (Gell-Mann, 1964).
Modeli statik i kuarkeve plotésohet duke futur konceptin e ngjyrés si shkallé lirie
kalibruese SU(3) té fushés sé kuarkeve. Mosvrojtueshméria e ngjyrés né natyré tregon
edhe mbyllésiné dhe mosvrojtueshmériné e kuarkeve té lira. Liria asimptotike u vézhgua
né eksperimentet né SLAC (Standford Linear Acelerator) gjaté shpérhapjeve thellésisht
inelastike ndérmjet leptoneve dhe protoneve. Né kéto shpérhapje kuarket sillen sikur té
ishin té lira, ndonése nuk mund té prodhohen si pjeséza té lira. Mé 1973 Fritzsch, Gell-
Mann dhe Leutéyler (Fritzsch et al., 1973) propozuan QCD si teori kalibruese jo-
Abeliane e ndértuar prej grupit kalibrues SU(3). Né té njéjtin vit, u tregua nga Gross &
Wilczek (1973) dhe Politzer (1973) se teoria kalibruese jo-Abeliane shfaq liriné
asimptotike. Struktura e duhur pér ta diskutuar kété vecori éshté ekuacioni i grupit té
rinormimit (Renormalization Group - RG)?. Pasoja e rinormimit té njé teorie t& fushés
kuantike éshté fakti se konstantja e ciftimit gé figuron né Langrazhian éshté konstante
“rendése” (running coupling). | ashtuquajturi g - funksioni, kuantifikon varésiné e
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shkalla energjitike e njé procesi fizik té dnéné. Pér energji té larta (né distanca té vogla),
ciftimi béhet i vogél, i tillé gé kuarket sillen si grimca té lira. Né kété regjim, metoda
perturbative jep parashikime shumé té mira pér madhési fizike qé lidhen me energjité e
larta.

ciftimit sipas shkallés energjitike sipas relacionit (3(g) = p , ku péshté

1.3.1 Fushat Iéndoré né QCD (Kuarket)

Kuarket jané grimcat gé marrin pjesé né bashkéveprimin e forté dhe si rrjedhim
jané bazé e teorisé kromodinamike kuantike. Simbolikisht shpesh shénohen me ¢. Nga

pikpamja relativiste, ato pérshkruhen nga spinorét e Dirakut «, =« me Katér
komponente « =1,...,4 té cilat jané funksione té koordinatave hapésiré — kohé
X* :(t,x, y,z). Né rastin kur kuarket nuk bashkéveprojné me grimca ose fusha té tjera,
ato do ti binden ekuacionit té liré té Dirakut,

i —m p x =0 (1.3.1)

' Né fizikén e grimcave ngarkesa e ngjyrés éshté njé veti tipike e kuarkeve dhe gluoneve e cila lidhet me

bashkéveprimin e forté midis tyre né teoriné e kromodinamikés kuantike (QCD). Ngarkesa e ngjyrés ka analoge té saj
ngarkesén elektrike tek teoria e elektrodinamikés kuantike (QED).

2 RG- éshté njé strukturé matematikore gé lejon studimin sistematik t& njé sistemi fizik né shkallé distancash
(energjish) t& ndryshme. Ai lidhet ngushté me invariancén ndaj shkallézimit, simetri né té cilén njé sistem fizik mbetet i
njéjté né té gjitha shkallét.



ku m nénkuptohet té jeté masa e “liré” dhe @ operatori i Dirakut. Gjéndjet e thjeshta té
kétyre kuarkeve jané valé plane standarte

wk‘v\ r =u kA e_i Btk , (1.3.2)

ku k”:(E,IZ) dhe 1 tregojné katér-momentin dhe polarizimin, dhe u(k,/l) éshté

funksioni valor spinor. Si¢ dihet ekuacioni i Dirakut mund té nxirret gjithashtu edhe prej
densitetit langrazhian,

Lz =9z id—mV z. (1.3.3)

Megjithaté, né té vérteté, kuarke té lira nuk jané vézhguar kurré; ky fenomen njihet si
mbyllésia e kuarkeve dhe éshté pasojé e réndéishme e dinamikés sé bashkéveprimeve té
forta né energji té ulta.

1.3.2 Mbyllésia e kuarkeve, modeli i kordés bozonike

Né 1970-én, eksperimentet e pérshpejtuesve té grimcave, konfirmuan ekzistencén
e kuarkeve, megjithése kuarke té vecuara nuk u vézhguan asnjéheré né natyré. Kuarket
gjenden té mbyllura pérjetésisht né hadrone ose né grupime me ngarkesé ngjyre neutrale.
Origjina e mbyllésisé sé kuarkeve nuk éshté zbuluar drejtpérdrejt por njé mekanizém
éshté forca gé i mban té bashkuar dy kuarke me ngarkesé ngjyre. Késhtu, ne dimé se né
QED, fusha elektrike midis dy grimcave me ngarkesé elektrike, dobésohet me largimin e
tyre nga njéra-tjetra, duke lejuar p.sh elektronet té jené té liré nga bérthama atomike.
Potenciali qé karakterizon dy ngarkesat éshté ai i Coulomb-it dhe vijat e fushés elektrike
kané shpérhapje radiale. Ndérsa me largimin e dy kuarkeve nga njéri-tjetri, fusha
gluonike formon “tuba té ngushté” té cilat i mbajné€ kuarket t€ bashkuar (Figura 1.1)
(Smilga, 2001), (Muta, 2009). Sipas kétij modeli, kuarket jané té lidhura me fije ose
korda né
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Figuré 1.1 Krahasimi i bashkéveprimit té dy burimeve me ngarkesé elektrike (ana e majté e
figurés) rasti i QED, me até té dy burimeve me ngarkesé ngjyre (ana e djathte e figurés) rasti i
QCD.



trajtén e flukseve té ngjyrés sé kuarkeve (Nambu 1974). Késhtu, energjia e njé kuarku
dhe antikuarku éshté e lokalizuar né zona té ngushta té hapésirés pérgjaté kordés si né
Figurén 1.1. Kjo nuk éshté e vérteté vetém pér kuarket por edhe pér gluonet, e cila con né
formimin e atyre gqé quhen korda ose flukse té ngjyrés sé kuarkeve. Energjia e njé kuarku
dhe antikuarku éshté e lokalizuar né zona té ngushta té hapésirés pérgjaté kordés si né
Figurén 1.2. Késhtu, vijat e fushés midis dy kuarkeve nuk shpérhapen né hapésiré (rasti
elektromagnetik), por jané té loakalizuara né njé tub té ngushté pérgjaté distancés kuark-
antikuark.

Figuré 1.2 Grafiku i densitetit energjitik midis njé ¢ifti statik kuark-antikuark i marré prej
Cardoso et al., (2009). Duket garté korda lidhése kuark-antikuark

Sic dihet, déndésia e energjisé éshté konstante pérgjaté njé kordé. Si rrjedhim,
energjia e bashkéveprimit midis njé kuarku dhe antikuarku do té jeté né pérpjestim té
drejté me distancén ndérmjet tyre

E(r)—>Kr, (1.3.4)

ku K éshté tensioni i kordés. Prodhimi i njé cifti kuark-antikuark nga vakumi ose prej

zhdukjes sé ciftit e'e” favorizon képutjen e kordés kur rritet gjatésia e saj r. Kjo bén gé
prej kordés fillestare té krijohen dy korda té reja e késhtu me rradhé si né Figurén 1.1. Ky
proces ndalon derisa gjatésia e kordave té jeté e rendit té shkallés hadronike pra

1fm(200MeV*1) ose derisa energjia e saj té jeté e rendit t¢ masave té hadroneve 1GeV .
Né kété ményré gjendet njé vlerésim i pérafért pér tensionin e kordés:

K ~ 200MeV 2, (1.3.5)

Modeli i kordés bozonike éshté né gjéndje té shpjegojé vrojtimet eksperimentale

se spinet dhe masat e hadroneve géndrojné né trajektoret e Regge-s (Collins, 1977), pra

Mj:lJ (1.3.6)
a



ku o =0.9GeV . Tani té shohim si prodhohet kjo varési eksperimentale prej modelit té
kordés. Konsiderojmé njé model té thjeshté, njé kordé lidhése midis njé kuarku dhe
antikuarku té lehté, me gjatési 2L, Figura 1.3.

Figuré 1.3 Paragitja skematike e njé korde lidhése midis njé kuarku dhe antikuarku me gjatési 2L

Meqgénése kuarket jané praktikisht pa masé ata lévizin me shpejtésiné e drités dhe
shpejtésia e njé segmenti dx té kordés né distancé X nga origjina jepet nga v =xc/L. Né
qofté se shénojmé me K tensionin e kordés, ose energjiné pér njési té gjatésisé té fluksit
né gjéndjen e tij té prehjes, atheré kontributi né energji dhe momentin kéndor i elementit
dx do té jeté:

dE = yKdx
(13.7)
dJ = yKvxdx,
nga ku
L K L K
M=[ dx————=[ dx———— = 7KL (1.3.8)
J-—L (1—V2/C2 )1/2 -[—L (1_ XZ/LZ)M
dhe
2 2
I=[" deX—/L:jL o LTy (13.9)

L (1—V2/C2)]/2 L (1—X2/L2)]/2 2

Késhtu, M?=27KJ dhe duke e krahésuar até me (1.3.6) gjendet tensioni i kordés
K =1/27a . Prej vilerés eksperimentale t& o« gjendet K ~200MeV?*né pérputhje me
vlerésimin e pérafért gé u tha me sipér.



1.3.3 Masa e kuarkeve

Duke géné se kuarket nuk mund té vézhgohen si grimca té lira, sigurisht dhe
masat e tyre nuk mund té maten direkt, késhtu qé kuptimi i vérteté i masés sé kuarkeve
kérkon njé shpjegim mé té detajuar. Masa e njé kuarku éshté praktikisht njé parametér né
langrazhianin e teorisé té bashkéveprimeve té forta, e cila pérshkruan veté-
bashkéveprimin e kuarkut dhe nuk mund té vézhgohet drejtpérdrejt. Si i tillé, parametri i
masés luan rolin e njé konstante ¢iftimi né njé teori kuantike fushe dhe é&shté teknikisht i
varur nga shkalla e momentit dhe skema e rinormimit qé do té trajtohen né seksionin
(2.5). Sipas modelit standart, masat e kuarkeve jané gjeneruar népérmjet thyerjes sé
simetrisé sé njé kalimi fazor té bashkéveprimeve elektrodobéta. Aspekte mé té detajuara
té thyerjes sé simetrisé, si¢ éshté pér shembull edhe ekzistenca e bozonit té Higgs-it jané
ende né studim e sipér né eksperimentet e goditésit té energjive té larta (Bryner, 2013),
(Overbye, 2013).

1.3.4 Ngarkesa e ngjyrés sé kuarkeve

Kuarket marrin pjesé né bashkéveprimin e forté sepse ato zotérojné ngarkesé té
ngjyrés. Ngarkesat e ngjyrés jané analoget e ngarkesés elektrike né elektrodinamikén
kuantike, por me ndryshime thelbésore. Ngarkesa elektrike éshté njé madhési skalare né
kuptimin gé ngarkesa totale e njé sistemi elektrik éshté thjesht shuma algjebrike e
ngarkesave individuale. Nga ana tjetér ngarkesa e ngjyrés pérbén njé ngarkesé kuantike
vektoriale, njé koncept i ngjashém me momentin kéndor né mekanikén kuantike.
Ngarkesa totale e ngjyrés e njé sistemi merret duke kombinuar ngarkesat individuale
pérbérse sipas njé grupi teorik rregullash analoge me ato té kombinimit t¢€ momentit
kéndor né mekanikén kuantike. Si¢c u pérmend mé sipér kuarket kané tre gjéndje bazé té
ngarkesés sé ngjyreés, té cilat indeksohen si i =1,2,3 ose red, green dhe blue duke imituar
tre ngjyrat themelore e kuge, e gjelbér dhe blu. Tre gjéndjet e ngjyrés formojné njé bazé
né hapésirén tre dimensionale vektoriale komplekse. Njé gjéndje e pérgjithshme ngjyre e
njé kuarku éshté késhtu njé vektor né kété hapésiré. Gjéndja e ngjyrés mund té rrotullohet
nga matrica unitare 3 x 3. Grupi i transformimeve té tilla unitare me pércaktor njési
formon njé grup Lie SU(3) (Gaviria et.al., 2006). Hapésira tre dimensionale e ngjyrés
formon njé pérfagsim fondamental té SU(3). Kuarket, ashtu si elektronet, kané anti-
grimcat e tyre té quajtura antikuark, simbolikisht q. Antikuarket kané té njéjtin spin dhe
masé me kuarket por me shenjé té kundért. Nga njé piképamje mé e gjéré mbyllésia e
kuarkeve mund té shikohet si mbyllési e ngjyrés: bashkéveprimet e forta nuk lejojné
gjéndje pérvec atyre singlete-ngjyre ose neutrale té ekzistojné né natyré. Evidenca té forta
té mbyllésisé sé ngjyrés dalin nga simulimet numerike té kromodinamikés kuantike, si¢
do ti shohim né kapitujt né vijim.

1.3.5 Fushat kalibruese né QCD (Gluonet)

Kuarket nuk bashkéveprojné me njéri-tjetrin né ményré té drejtpérdrejté; ky
bashkéveprim realizohet népérmjet disa “agjentéve” ndérmjetés té quajtur gluone. Ashtu
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si fotonet né elektrodinamikén kuantike, gluonet gé luajné té njéjtin rol né
bashkéveprimin e forté jané grimca pa masé, me spin 1 me dy gjéndje polarizimi té majté

dhe té djathté. Ato pérfagsohen nga njé potencial vektorial katér-pérmasor A“ (x) me njé
indeks Lorentz-i z=0,1,2,3ashtu si né elektromagnetizém. Megjithaté, duhen pércaktuar
disa kushte mbi A”(x) né ményré gé té zgjidhen vetém shkallét e lirisé fizike, pasi

pércaktime té ndryshme té késaj madhésie japin té njéjtén fiziké. Kéto kushte quhen
kushte kalibrimi. Pér té njéjtén arsye A”(x) jané quajtur potenciale kalibrimi dhe

gluonet jané quajtur grimca kalibrimi. Né seksionin (1.5) ku trajtohen teorité kuantike té
fushés jepet né ményré mé té detajuar matematikore invarianca kalibruese e langrazhianit
té teorisé pér elektrodinamikén kuantike dhe kromodinamikén kuantike.

1.3.6 Liria asimptotike. Konstantja rendése e ciftimite QCD

Né fiziké shkalla e madhésive varion nga ato mé té voglat (té rendit té shkallés sé
Planck-ut) deri né ato té rendit t& Universit. Ekzistojné njé numér i madh fenomenesh té
cilat pérshkruhen né ményra té ndryshme paré nga kéndvéshtrimi i shkallés fizike té tyre.
Fenomenet né shkallé té vogél pérshkruhen nga fizika e grimcave elementare, fizika
nukleare etj. Ndérsa fenomenet e shkalléve té médha studjohen nga kozmologjia,
astrofizika e késhtu me rradhé. Pércaktimi i shkallés fizike éshté njé nga konceptet mé
thelbésore dhe té réndésishme né fiziké. Le té shohim si pércaktohet shkalla fizike né
Elektrodinamikén Kuantike (QED) dhe mé pas né Kromodinamikén Kuantike (QCD).
Njé hap i paré né studimin e fizikés elektromagnetike éshté marrja né konsideraté e forcés
midis dy ngarkesave elektrike. Pér té shpjeguar kété fenomen, le té risjellim rastin e

elektrodinamikeés, né té cilén forca e bashkéveprimit midis dy ngarkesave elektrike ¢
dhe g, né vakum jepet nga ligji i Coulomb-it,

1 qq
F=—272, 1.3.10
Az r? ( )

Ndérkohé, né qofté se dy ngarkesat ndodhen né njé mjedis me konstante dielektrike ¢ >1
forca ka trajtén

1 qq
Fo— 2t 1.3.11
dre 1? ( )

e cila mund té shprehet né formén e rastit t¢ vakumit né qofté se fusim njé ngarkesé
efektive § =q /e . Késhtu efekti i mjedisit mund té konsiderohet si t¢ modifikosh

ngarkesat né ményré té pérshtatshme. Né teoriné kuantike té fushés, gjéndja e vakumit
pérbéhet nga gjéndja me energji minimale dhe éshté e mbushur me elektrone me energji
negative. Kur njé foton kalon pérgjaté kétij vakumi, ai mund té shkaktojé kalimin e
gjéndjes energjitike té elektronit nga negative né pozitive, duke krijuar virtualisht njé cift
elektron-pozitron, i njohur si fluktuacion i vakumit, i treguar né diagramén majtas né
Figurén 1.4.
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Figuré 1.4 Polarizimi kuantik i vakumit i cili efektivisht ndryshon fuqginé e forcés
bashkévepruese. Diagrama né t&é majté vjen nga QED ku bashkéveprimi béhet mé i fugishém pér
distanca té vogla (efekti-screening). Diagrama né té djathté vjen nga natyra jo-lineare e
bashkéveprimeve midis gluoneve né QCD dhe ka efekt- antiscreening, i cili bén cifitimin mé té
dobét né distanca té vogla.

Pér kété arsye, bashkéveprimi midis dy elektroneve né vakum mund té shprehet nga

Fo B _Om(r) (1.3.12)

ku a,,éshté njé konstante efektive e strukturés fine (konstante ¢iftimi) qé varet nga

distanca r. Pér r —> oo konstantja e ¢iftimit mat forcén e bashkéveprimit pér gjéndjen
energjitike minimale dhe ka vlerén «,,=1/137.035. Varésia e késaj konstanteje nga

distanca ose gjéndja energjitike pércaktohet nga njé ekuacion diferencial né
elektrodinamikén kuantike,

da(u)
du

U =B(a(u)). (1.3.13)

ku s« éshté njé shkallé energjitike qé shpesh korrespondon me 1/r. g - funksioni mund
té llogaritet né teoriné perturbative. Vihet re se forca e bashkéveprimit midis dy
elektroneve rritet me zvogélimin e distancés midis tyre. Késhtu, elektrodinamika kuantike
éshté njé teori me ciftim té forté né shkallé shumé té vogél distancash.

Né té njéjtén ményré, njé pikénisje pér té kuptuar shkallén e bashkéveprimeve té
forta éshté marrja né konsideraté e forcave midis kuarkeve. Njé fenomen i réndésishém
lidhur me kéto forca qé u zbulua né eksperimentet e kryera né regjime té larta energjish
éshté liria asimpotike. Sipas késaj vetie forca e bashkéveprimit midis kuarkeve
zvogeélohet me zvogélimin e distancés midis tyre. Pér kété studim né vitin 2004, Gross,
Politzer dhe Wilczek (Gross et.al., 1973) fituan ¢gmimin Nobel né fiziké.

Né Kromodinamikén Kuantike densiteti Langrazhian pérbéhet nga termi gluonik
dhe ai fermionik dhe i vetmi parametér dimensional éshté masa e zhveshur e kuarkut.
Késhtu QCD-ja klasike éshté e pavarur nga shkalla (shkallé-invariante) né limitin kiral
m, — 0. Mbas kuantizimit gjithsesi, shkallé-invarianca thyhet duke u shfaqur njé shkallé

né ményré jotriviale. Ky quhet ndryshe si transformim dimensional. Né kété ményré jané
krijuar shumé madhési dimensionale né QCD-né reale, si¢ éshté “hendeku i masés”,
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masat e hadroneve etj. Ashtu si né QED edhe né QCD, shkruhet i njéjti ekuacion
diferencial pér konstanten e ¢iftimit té forté por £ - funksioni ka tjetér formé né kété rast,

ai jepet nga
Bla)=—Sa +... (1.3.14)

(Gross et.al., 1973), ku 4, :11—2/3(nf) ku n; éshté numri i aromave aktive té kuarkut.

Termi i dyté tek S, vjen nga efekti i ¢iftit quark-antikuark. Ai pérshkallézohet si numri i

aromave té kuarkut dhe éshté negativ (si¢ do té ishte né QED). Megjithaté termi i parg,
11, ka shenjé té kundért dhe vjen nga kontributi jo-linear i gluoneve. Konstantja e ¢iftimit
té kromodinamikés kuantike ka formén e méposhtme (Muta, 1989) té varésisé nga
shkalla energjitike 1

_ 2r
By In (IU/AQCD) |

a, (#)

(1.3.15)

e cila shkon né zero me x— oo ose distanca qé i afrohen zeros. Kjo sjellje e cuditshme e

konstantes sé ciftimit éshté verifikuar né eksperimentet e energjive té larta me njé saktési
mjaft té larté (Bethke, 2007) si¢ tregohet né Figurén 1.5, ku Q éshté shkurtimi pér
shkallén “rendése”.

0.5
& & Deep Inelastic Scattering
o4l oe ete— Amnnihilation |
’ <o Hadron Collisions
= m Hcavy Quarkonia
03}
=4
=
0.2
0.1}
= QCD o (MZ)=0.1189 £ 0.0010

1 10 100
Q GeV]

Figuré 1.5 Konstantja “rendése” e c¢iftimit t¢ QCD-sé; té dhénat eksperimentale kundrejt
parashikimeve teorike marré nga (Bethke, 2007).
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Konstantja Ay, éshté njé shkallé e bréndshme e QCD. Konstantja e ciftimit fut
njé parametér dimensional A, e cila pércakton shkallén né té cilén konstantja e

ciftimit béhet e madhe dhe teoria béhet joperturbative. Né fakt, kjo konstante thjesht
vendos shkallén fizike té bashkéveprimeve té forta. Né modelin standart me tre aroma

kuarkesh, Aqcp ~250MeV .

Né regjime té larta energjish ose distanca té vogla, fizika e bashkéveprimeve té
forta mund té studjohet me metoda perturbative pér shkak té lirisé asimptotike né kéto
regjime. Ndérkohé né energji té ulta ose distanca té médha, bashkéveprimet jané té
ciftuara fort dhe efektet joperturbative jané té réndésishme. Pikérisht shfagja e shkallés
energjitike t& QCD-sé pasuron fenomenologjiné e saj.

1.4 Simetrité e QCD-sé dhe thyerja e tyre

MEé sipér trajtuam shkallén e bashkéveprimeve té forta A,, népérmjet konstantes

rendése té ciftimit «,. Me ané té kétij trajtimi mund té fusim nocionet e kuarkeve té lehta

dhe té rénda. Késhtu kuarke té lehta do té quhen kuarket qé kané masé shumé mé té vogél
se Aqcp. dhe kuarke té rénda ato gé kané masé shumé mé té madhe se A, . Saktésisht,

aromat up dhe down kualifikohen pér kuarket e lehta, ndérsa charm, bottom dhe top si
kuarke té rénda. Kuarku strange pérbén njé vecanti pasi nuk mund té Kklasifikohet as i
lehté e as i réndé dhe éshté shumé kompleks pér ta trajtuar teorikisht. Do té fokusohemi
mé tepér tek kuarket e lehta, té cilét jané ndoshta mé té pérshtatshmit pér botén reale. Pér
té kuptuar fizikén e kuarkeve té lehta, éshté e pérshtatshme té konsiderojmé njé limit
teorik né té cilin masat e tyre jané ekzaktésisht zero. Si¢ do té shikohet dhe né kapitujt
vijues, fizika e botés reale nuk éshté shumé e ndryshme nga ky limit teorik.

Ligjet e ruajtjes né fiziké rrjedhin prej simetrive té caktuara né natyré. Né gofté se
veprimi i njé sistemi é&shté invariant ndaj disa transformimeve simetrie té shkalléve té
lirisé, atéheré kemi té béjmé me ligjet pérkatése té ruajtjes. Késhtu dimé se kané vend
korrespondencat:

e Invarianca ndaj zhvendosjes né kohé (t =t+a) sjell ligjin e ruajtjes sé energjisé (

E
dt
e Invarianca ndaj zhvendosjes né hapésiré (r. —>r +b) sjell ligjin e ruajtjes sé

. _dp'
impulsit (— =0).
pulsit m )
e Invarianca ndaj rrotullimit né hapésiré (r, — R,r;, me RR" =1) sjell ligjin e

ruajtjes sé momentit kinetik (ddit =0).
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Referuar teoremés Noether (Noether, 1918) ¢do simetrie té Langrazhianit té njé teorie
fushe i pérgjigjet njé ligj ruajtje. Simetria kirale éshté njé prej simetrive mjaft té
réndésishme gé zotéron Langrazhiani i QCD-sé.

1.4.1 Simetria Kirale

Densiteti langrazhian i kromodinamikés kuantike me gjeometri Euklidiane, si¢ do
té shihet mé né detaj né seksionin (1.5), jepet si:
N

L x :zfj[&z T p+m7 1/17 Zz ]_iFHVFuV? (I4l)
1=1

ku termi i paré éshté kontribut i fushave fermionike dhe i dyti i atyre gluonike. Né
shprehjen e mésiperme ¢, z &éshté fusha fermionike gé i korrespondon njé kuarku me

aromé i (me masé m); P = 7“[8 —igA, x ],dhe Az éshté fusha gluonike, e

n
cila mund té zbérthehet si

A w =Y XA x (1.4.2)

a

Tenzori i fushés jepet si
F,, (X)=> 2"F2 (x). (1.4.3)

Ky tenzor éshté i lidhur me potencialin vektorial nga
Fﬂa" = a#A? _av AZ + gfabcAZAE' (|44)

A% jané gjeneratorét e grupit té kalibrimit té ngjyrés, pra SU (3) dhe f,. jané struktura

konstante.

Lé té shohim rastin e simetrisé Kkirale té Langrazhian-it t¢ QCD-sé me dy aroma
kuarkesh (up dhe down). Né gofté se njé kuark ka masé zero, atéheré spini i kuarkut
mund té jeté i orientuar sipas kahut té lévizjes, né kété rast quhet kuark i djathté (right-
handed), ose né kah té kundért me lévizjen, né kété rast quhet kuark i majté (left-handed).
Meqgénése njé kuark pa masé léviz me shpejtésiné e drités, orientimi ose kiraliteti i
kuarkut éshté i pavarur nga ¢do strukturé Lorentz-i nén té cilén béhet ky vézhgim.
Kiraliteti mund té zgjidhet nga matrica e Dirac-ut y. pasi hamiltoniani i liré komuton me

té. Pér kété qéllim pércaktojmé njé operator té projektimit P, =(1ty,)/2 pér té
projektuar vegmas kuarket me kiralitet té majté dhe ato me kiralitet té djathté sipas,
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(1.4.5)

Ku indeksimi f tregon aroma té ndryshme, R - djathtas, L-majtas. Né rastin konkret

u r

wfx:da;

(1.4.6)

Atheré duke futur dy komponentet udhe d té kuarkut né té dyja kiralitetet, Langrazhiani

mund té shkruhet si
- (P o - (m, 0
L = uy dL 0 D + U dL 0 m,

Vetém né qofté se m, =m, =0, Langrazhiani né (1.4.7) éshté invariant ndaj rrotullimeve
té vecanta U (2) mbi fushat fermionike me kiralitet té majté ose té djathté. Mé saktésisht
nén transformimin,

uy,
d

Up

+(L— R+ L
dR

gluonike

(1.4.7)

, (1.4.8)

me V, eU (2) dhe i=L,R. Me fjalé té tjera bashkéveprimet gluonike nuk e ndryshojné
helicitetin e kuarkut. Pra simetria kirale ruhet né kété rast.

Nga teorema e Noether-it ¢cdo parametri té vazhduar té grupit té€ simetrisé i
korresondon ruajta e njé tipi rryme. Grupi U (2) ka katér parametra realé, dhe si rrjedhim

duhet te ekzistojné teté rryma té ruajtura. Po fokusohemi né gjashté prej tyre, té quajtura
rryma vektoriale dhe boshtore, respektivisht:

a

a v T a v 7"
JH = w’YM ?w7 Jz = ¢7,[75 Ew7 (|49)

ku a=12,3dhe 7% &shté gjenerator i grupit SU(2). Pér kuarket pa masé, gjashté
ngarkesat vektoriale (V) dhe boshtore (B), Qy 5, qé i korrespondojné kétyre rrymave, do

t¢ komutonin me Hamiltonianin, [Hoey, Q| =] Hoep Q5 |=0 dhe do t& ruheshin.
Késhtu né gofté se kemi vlera vehtjake t& Hoop, Hoop|v) = E|¢) si rrjedhim gjéndjet
Q;|v) dhe Qg

¢> do té degjeneroheshin. Né té vérteté kjo nuk ndodh né natyré. Kjo do
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té thoté se natyra nuk e respekton simetriné e Hamiltonian-it né kété ményré (Wigner).
Kjo do té thoté se simetria éshté “thyer spontanisht”.

1.4.2 Thyerja spontane e simetrisé kirale

Simetrité dhe thyerjet e tyre jané pjesé e réndésishme e fizikés moderne. Simetria
hapsinore dhe shtrirjet e saj supersimetrike jané bazat e ndértimit té teorive kuantike té
fushés. Simetrité e bréndshme, si¢ éshté izospini (simetria proton dhe neutron, quarket up
dhe down), shija, ngjyra, etj, formojné strukturén themelore té modelit standart. Nga ana
tjetér, studimi i thyerjeve té simetrisé &shté me po aq interes sa dhe veté studimi i
simetrive. Thyerja spontane e simetrisé éshté njé fenomen i zakonshém né fiziké; ndodh
né mekanikén kuantike apo edhe né shumé raste té fizikés sé materies sé kondesuar si¢
éshté magnetizimi spontan i njé ferromagneti. Njé ilustrim i miré do té ishin kalimet
fazore té rendit té dyté nga mekanika statistike. Ashtu si¢ e dimé ka shumé shembuj té
kalimeve fazore té rendit té dyté né té cilat ndodh njé ndryshim i vazhdueshém i rendit té
parametrave. Konsiderojmé njé copé materiali magnetik. Hamiltoniani i tij sigurisht éshté
simetrik né lidhje me rrotullimin dhe natyrisht gé pritshméria éshté e tillé edhe pér
funksionin valor té gjéndjes bazé té tij. Por nuk ndodh késhtu nén njé vleré té caktuar
kritike té temperaturés sé sistemit né té cilén ndodh njé magnetizim spontan. Vektori i
magnetizimit orientohet pérgjaté njé drejtimi té caktuar né hapésiré, dhe si rrjedhim
simetria e rrotullimit humbet. Thuhet né kété rast se simetria e rrotullimit éshté thyer
spontanisht. Gjithashtu, pér njé pércjellés nén njé temperaturé té caktuar, simetria
elektromagnetike U(1) thyhet spontanisht the funksioni valor i ¢iftit Cooper (né fizikén e
materies sé kondesuar, njé cift Cooper pérbéhet nga dy elektrone (ose fermione te tjera)
té grupuar né temperaturé té ulét né njé ményré té caktuar) merr njé vleré té caktuar
klasike.

Simetria kirale éshté njé simetri e vazhduar né kuptimin gé ajo pérmban njé séré
transformimesh té cilat jané té lidhur ngushtésisht me njéra-tjetrén. Né rastin e thyerjes
spontane té njé simetrie té vazhduar, gjenerohen infinit gjéndje vakumi té degjeneruara,
té cilat nxisin eksitime pa masé té ashtuquajtura bozone té Goldston-it. Né rastin e
magnetizimit, bozon i Goldston-it &shté funksioni valor spinor pa masé.

Njé ményré e thjeshté pér ta kuptuar mé miré thyerjen e simetrisé kirale éshté

marrja né konsideraté e dinamikés sé fushés skalare ¢

£L=20"60,6,~V 6. (1.4.10)

Né qofté se V' ¢ éshté invariant ndaj rrotullimit katér-pérmasor ¢ — L;¢,;, sistemi ka
njé simetri té rendit O(4)~SO(3)xSO(3). Le té marrim si shembull té thjeshté formén
e potencialit

Ve — _%,ﬂ@? —i/\ g’ (1.4.11)
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Simetria SO(4) thyhet spontanisht né SO(3)kur x*<0. Ashtu si¢ tregohet edhe né

Figurén 1.6, minimumi i potencialit i korrespondon ¢? = ¢> = \|—A / 4% e cila ka njé
numér té pafundém zgjidhjesh, gé i korrespondojné njé numri infinit vakumesh, té gjitha
té pérftuara nga njéra-tjetra me ané té disa rrotullimeve O(4).

Figuré 1.6 Potenciali i fushés skalare kur ndodh thyerja spontane e simetrisé. Minimumi i
potencialit tani éshté njé hypersipérfage, e cila nuk éshté invariante ndaj rotullimeve SO(4).

Vakumi fizik mund té zgjidhet té jeté njéri prej zgjidhjeve infinit t¢ mundshme. Me tu
veguar njé zgjidhje, pér shembull ¢, = 0,0,0,c , Ky vakum éshté akoma invariant ndaj

rrotullimeve 80(3) té tre dimensioneve té para. Kjo korrespondon me thyerjen e
simetrisé nga SO(4) né SO(3), analoge me grupin e izospinit. Mendojmé sikur té

fillonim me njé gjéndje vakumi né ¢do piké té hapésiré-kohés, dhe té béjmé njé rrotullim
té ndryshém né pika té ndryshme hapésiré-kohé. Energjia e gjéndjes sé re duhet té jeté
proporcionale me derivatin e rrotullimeve né hapésiré, pasi njé rrotullim i zakonshém nuk
gjeneron energji. Me zhdukjen e derivatit, energjia duhet té shkojé né zero. Si rrjedhim,
eksitimi i lidhur me rrotullimin nuk ka masé. Ky éshté njé bozon Goldston-i. Si pasojé e
simetrisé kirale, ka tre ményra té pavarura pér té kryer njé rrotullim té njé vakumi té
zgjedhur, kemi tre bozone té mundshme té Goldston-it. Kéto bozone u identifikuan sé

pari mé 1950, si 7*°(x). Fakti gé simetria kirale nuk éshté ekzakte (m, = m, #0) ¢on
né njé masé pioni té vogél (krahésuar me A.,), m, ~140MeV .

1.4.4 Thyerja eksplicite e simetrisé kirale
Origjina e Spinit jané rrotullimet né R®. Njé fermion pra nuk éshté gjé tjetér

vegse njé shkallé lirie spinore. Né hapésirén Euklidiane kemi t —it. Késhtu, energjia e
njé shkalle lirie fermionike do té ishte imagjinare dhe do te jepet me ané té barazimit
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E=+ic-p, = E*+p°=0. (1.4.12)

Barazimet kuantomekanike jané ato té Weyl-it

(80 + i5'-V)¢(x) 0
(6, —i6-V) z(x) =0, (1.4.13)

ku ¢(x), x(x)e C? Né fakt bashkésia e barazimeve té Weyl-it éshté njé rast i vecanté i

barazimit té Dirac-ut:
0 0,—ioc-V X
. 0TIV 4(X) =0. (1.4.14)
0, +1o-V 0 ;((X)

Duke pérgjithésuar barazimet e Weyl-it pér masé m té ndryshme nga zero kemi:

( m 60—i6-VJ[¢(X)J:0, (1.4.15)

0, +ic-V m 7(x)
Duke futur fushén e Dirac-ut me 4-komponente:

o x
X T

Yz = , (1.4.16)

si dhe gamma matricat e Dirac-ut né hapésirén Euklidiane,

(0 -ig, (0 1, 417
S A0 e

pérfundimisht barazimi i Dirac-ut mund té shkruhet né trajtén

Yo, +ml ¢z =0. (1.4.18)
Né rastin Euklidian matricat y, kénaqin algjebrén e Dirac-Clifford-it:

(Vr b =r +1.7, =25\, (1.4.19)
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ndérsa y, = y,7,75y, antikomuton me gjithé té tjerat. Simetria kirale éshté ekzakte kur
masat e fermioneve jané zero. Kjo do té thoté matematikisht ge operatori i Dirac-ut
antikomuton me matricén y,,

{D,7}=0. (1.4.20)

Por né té vérteté, simetria thyhet né ményré eksplicite prej faktit se masat e zhveshura té
kuarkeve m, dhe m,, ndonése shumé té lehta, jané té& ndryshme nga zero, pra

{D.ys}={r"0,+m, ys} = 2my, = 0. (1.4.21)

Késhtu, operatori i Dirac-ut thyhen né ményré eksplicite simetriné kirale, ndaj jané béré
kérkime pér riformulime apo modifikime té kétij operatori, si¢ do té shikojmé né
seksionet vijuese, me qéllim ruajtjen e simetrisé kirale duke plotésuar kushtin
matematikor (1.4.20)

1.5 Kuantizimi i teorive kalibruese

Teorité kalibruese besohet té pérfshijné té gjithé bashkéveprimet e grimcave
elementare. Njé gasje sistematike éshté ajo e formulimit Langrazhian té njé teorie fushe.
Né teoriné e fushés punohet me konceptin fushé. Fushat jané funksione té hapésirés dhe
kohés: @;(x,y,z,t). Langrazhiani (ose densiteti i Langrazhianit) éshté njé funksion i ®@;
dhe i derivateve hapésinore-kohore té saj. N& ményré kompakte, ekuacionet e Ojler-
Langranzhit mund té shkruhen

oL
90,9,)

oL
= . 1.5.1
5 (1.5.1)

0

o

Fillimisht le té trajtojmé rastin e bashkéveprimeve elektromagnetike pér té kaluar
mé pas né teoriné e bashkéveprimeve té forta (Gattringer & Lang, 2009).

1.5.1 Teorité kalibruese Abeliane - Elektrodinamika kuantike (QED)
Para sé té shkruajmé Langrazhianin e elektrodinamikés kuantike 1€ té shohim

Langrazhianin e Dirac-ut pér njé fushé spinore (spin 1/2). N.qg.se kemi njé fushé spinore
té Diracut ) densiteti Langrazhian i Dirac-ut jepet nga:

L, = ipy"d b — mapyp, (15.2)
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ku ¢ dhe 7 jané variabla té pavarur, m masa e grimcés dhe 9, derivati i pjesshém sipas

drejtimit ». Duke zévendésuar Langrazhianin £, né ekuacionin e Ojler-Langrazhit
marrim:

(z”y"@lt —m)y = 0. (1.5.3)

~H  jané matrica 4 x 4qé i binden algjebrés sé Clifford — Dirac-ut,

0] = 28,
(1.5.4)
VL = Tu
Gjithashtu pércaktojmé:
b =iy, (1.5.5)
si dhe
Y5 = NVVsVs = V- (1.5.6)
Paragitja e matricave Gama jepet si
0 = 12,3
,.)/Z_ - O—i 0 ’ =12,
(1.5.7)
1 0 0 —i
TiT o -1 BT o

Kéto elementé matricoré jané né vetvete matrica 2 x 2 dhe o, jané matricat e Paul-it,

0 1 0 —i
T o) 270 o P37

Ekuacioni (1.5.3) éshté ekuacioni i Dirak-ut ose ekuacioni i lévizjes pér njé fushé
fermionike té liré (fermion me masé m).

1 0
0 1 (1.5.8)

Langrazhiani i dyté gé do trajtojmé éshté ai i Maksuell-it pér njé fushé vektoriale
pa masé me njé term burim

1 1w -
Ly = _ZFHI E, —eJlA, = _ZFu B, —epyA, (15.9)

20



kuAMéshté potenciali vektorial elektromagnetik dhe F*” éshté tenzori i fushés
elektromagentike i cili pércaktohet nga

Fr = orA” — 9V AF. (1.5.10)

Né té njéjtén ményré n.g.se zévéndésojmé Langrazhianin £, né ekuacionin e Ojler-
Langrazhit gjenden ekuacionet e Maksuell-it:

9" =eJ”. (1.5.11)

Nga kombinimi i kétyre dy Langrazhianeve (1.5.2) dhe (1.5.9) mund té shkruajmé
Langrazhianin e elektrodinamikés kuantike

— 1. -
Logp = V("0,, —m)p — S FIE,, — ey, (1.5.12)

Tani le té shikojmé disa simetri t& Langrazhianit ose transformime gé e lené até
invariant. Le té nisemi pérséri prej Langrazhianit té Dirac-ut pér njé fushé spinore. Duket
garté se njé transformim fazor global ose transformim kalibrues i formés

W — €'Y (1.5.13)

e le té pandryshuar kété Langrazhian (Griffths, 1987).
Hapi tjetér éshté té testojmé sjelljen e Langrazhian-it nén njé transformim
kalibrues lokal. Njé transformim kalibrues lokal éshté i formés

W — Wy (1.5.14)

Né kété rast, transformimi kalibrues lokal éshté njé rrotullim fazor i cili ndryshon nga
pika né piké. Njé pérpjekje e drejtpérdrejté pér té kontrolluar invariancén e Langrazhianit
né fjalé ndaj kétij transformim do té déshtonte. Ndérkohé&, éshté e mundur gé té
rishkruajmé kété Langrazhian né njé formé té tillé qé té jeté invariant ndaj kétij
shndérrimi.  Pér termin ku Dbén pjesé masa nuk ka kufizime né lidhjen midis
transformimit global dhe lokal. Ndérlikimet vijné prej futjes sé derivateve. Derivati i

fushés +(x) né drejtimin n* gjendet nga

nd ap = lim, Wz + ne) — Yz (1.5.15)

—0
€

Né kété eukacion duket garté diferenca gé béhet midis dy fushave me faza té ndryshme.
Pér té kompensuar diferencén né fazat transformuese fusim njé madhési U x,y té

quajtur ndryshe “transportues kalibrimi” (gauge transporter), i cili varet prej dy pikave
dhe ndjek ligjin e transformimit,

U(z,y) = €U (z,y)e ™), (15.16)
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me
Uly,y) =1, (15.17)

Madhésiné e futur U x,y mund ta konsiderojmé si njé fazé té pastér. Termat «/(x) dhe
U (y, x)¥(x) ndjekin té njéjtin ligj transformimi. Ky fakt shfrytézohet pér té shkruar té
ashtuquajturin derivat kovariant

) Y(x + en) — U(z + en,x)y(x)

D, ap = lim,
€

(1.5.18)

—

Nése pranojmé gé madhésia U(x,y) éshté njé funksion i vazhduar i pikave x dhe vy,
atéheré mund ta zbérthejmé até sipas distancés midis dy pikave

Uz + en,x) = 1 —deen 4 (z) + O(e?). (1.5.19)

Termi i zhvendosjes en* paraget njé fushé té re vektoriale A#(x) dhe e éshté njé
konstante arbitrare. N.g.se zévéndésojmé (1.5.19) tek (1.5.18) derivati kovarinat merr
formén

D p(x) = 0,¥(x) + ieA P(z) = (0, + ied )(z). (1.5.20)

Mund té pérdorim ekuacionin e sipérm pér té gjetur ligjin e transformimit té A, = nén

transformimin lokal kalibrues. Kjo realizohet nése zévéndésojmé (1.5.14) tek (1.5.20).
Rezultati qé merret éshté

A (@) — A () — iaﬂa(m) (1.5.21)

Tani shohim nése transformohet né té njéjtén ményré si fusha «» edhe derivati
kovariant D, :

D, (x) — |0, + ie(A, (z) - %a#a(x)) ¢ ()

= i(0,a(x))e () + D0 W(w) + ied, (2)e ™ V() — i(D ,alx) e ()
= em@‘)(a# + ied, )Y(z)
= "D, y(x)

(1.5.22)

Duket garté nga rezultati i marré se edhe derivati kovariant shndérohet né té njéjtén formé
si fusha . Q& té shkruajmé né formé té ploté té gjithé Langrazhianin, na nevojitet edhe

termi Kinetik pér fushén A (v). Pamé se, derivati kovariant transformohej njélloj si fusha
+«» . Komutatori i derivatit kovariant ndjek gjithashtu té njéjtin ligj transformimi,
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[D

2D, 1 (x) — €“[D,, D, Ju(x) (1.5.23)
kjo pasi té llogarisésh komutatorin jep:

[D,:,’Du]: [8/1 + ieA (2),0, + z'eAy(a:)]
=[0,.0,]+ie(0,.4,]| 10,4, —*|A,A4,]

S " (1.5.24)
= ze(BHAV — 8;/‘4,4,)
= ieF/”,,
i cili éshté invariant kalibrues, pra:
DD, |= | DD
= ie(aﬂA; — BVA;L)
1 (1.5.25)

— ie(d,[A,(x) - 2 0,a(z)] - 8, [4 (2) - =0 a(z))
= ieF

(& e
yIi 2

Tani mund té shkruajmé té ploté Langrazhianin lokal invariant kalibrues pér
fushén fermionike me potencial vektorial 4,

L =Yy"D

It

]‘ w
—my) — ZF/ E,, (1.5.26)
Zévéndésimi i operatorit d,me D, konverton njé Langrazhian global invariant né njé

lokal invariant. Kéto fusha jané quajtur fusha kalibruese (Peskin & Schoeder, 1995).
Ideja e invariancés kalibruese, u fut nga Herman Weyl (Weyl, 1929). Njé transformim
global mund té mendohet si shumézimi i fushés ¢ me njé fazé komplekse U

W — U, (1.5.27)

ku UTU =1 dhe me pércaktimin e U = ¢ . Grupi i fazave gé plotésojné kéto kushte
éshté U(1). Simetria quhet simetria U(1) invariant kalibruese. Simetria kalibruese éshté

njé parim fondamental gqé pércakton formén e Langrazhianit t&¢ QED. Grupi i simetrisé
kalibruese pér QED éshté U(1). Né vitin 1954, Yang dhe Mills aplikuan té njéjtén ide

pér grupin SU(2) (Yang & Mills, 1954), gé mé voné u shtri edhe pér grupin SU(3) . duke
cuar késhtu tek kromodinamika kuantike.

1.5.2 Teorité kalibruese jo-Abeliane - Kromodinamika kuantike (QCD)

Pasi paraqgitém grupin e simetrive t& QED né seksionin paraardhés, le ta shtrijmé dhe
pérgjithésojmé edhe pér QCD-né.
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Kuarke me aroma té ndryshme kané masa té ndryshme. Langrazhiani pér njé aromé té
liré do té shkruhej

£ = |#,7"0,4, = mi, | + |04, —mi (1.5.28)
+i,0 1, — mB,, | i
N.g.se futim shénimin kompakt
Y, )
=11, Y= Y Y, (1.5.29)
¥
Langrazhiani i mésipérm mund té shkruhet
L = ipy"d yp — maip. (1.5.30)

Tani le té interesohemi pér simetrité e Langrazhianit. Pér kété arsye shohim sjelljen e tij
ndaj transformimit kalibrues

Y= Uy, (¢ — U, (1.5.31)

ku U éshté tani njé matricé 3 x 3. Dihet se ¢cdo matricé unitare mund té shkruhet si
eksponenciali i njé matrice Hermitiane H :

U=el, (15.32)
Njé matricé e tillé Hermitiane mund té ndértohet prej

k
H = ol + /\?ak, k=1..8 (1.5.33)

ku (pér algjebrén U3)) «, a',a?,...a%jané 9 numra reale, A',A?,... A% jané té matricat e

Gell-Mann dhe éshté pérdorur shuma sipas indeksit % . Késhtu:
)\k ')\k i

i(ad +=-a*) i —a”

U=c 2 =¢o% 2", (1.5.34)

4)\7kak
Termi i paré éshté vetém njé transformim faze si né rastin e U(1) dhe termi i dyté e 2
éshté njé matricé me pércaktor 1 dhe i pérket grupit SU(3). Ky transformim global mund
té béhet lokal duke pércaktuar varésiné hapésiré-kohe té a

k
7>\—ak(m)

Ypoe 2 qp=eld @y (T gk, (1.5.35)
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Né implementimin e invariancés lokale kalibruese té Langrazhianit t¢ QCD,
problemi éshté mé i ndérlikuar pér shkak té grupit té simetrisé jo-Abelian. Teoria e
fushés me njé simetri jo-komutuese éshté quajtur teori kalibruese jo-Abeliane. Procedura
e ndértimit té njé Langrazhiani lokal invariant kalibrues éshté e njéjté si tek QED. Ligji i
transformimit té tij né kété rast do shkruhej:

U(z,y) — Az)U(z,y)Q2 (y) = " OF Uz, y)e " O (1.5.36)

kemi U(y,y) = 1. Rrotull U =1 njé matricé e tillé mund té zbérthehet né terma té
gjeneratorit Hermitian té SU(3)

Uz + en,z) = 1 —igen" A* t*(z) + O(?). (1.5.37)

Hapi tjetér éshté t& vendosim kété shprehje tek shprehja pér derivatin kovariant nga ku
marrim:

__ - k 4k
D, =9, —igA* t". (1.5.38)

Né ményré analoge me QED, mund té derivohet ligji i transformimit pér A’“M dhe
rezultati éshté

i
At — Q) (A" + EQH)QT(I). (1.5.39)

Tani le t& shohim shndérrimin e derivatit kovariant:

_ - Ak
D= (0, —igAit" )

. laﬂ — ig(Ox) (AMF + éaﬂ)QT(a:)) Q)i
= [a// —ig([l + ia*t*][AM" + ia/,][l — z'ajtj])] (14 ia't' ) (1.5.40)
g

=19, — igAlt* — (8 0" )t* + gla*t, Ait7]](1 + ity
= (1 + ia"t")D 4.

Né veprimet e mésipérme zévéndésuam Q(z) = e @ né rendin e paré té pérafrimit
sipas «(z) pasi eksponenti nuk komuton me derivatin. Ky rezultat na tregon se edhe
derivati kovariant ndjek té njéjtin ligj transformimi si fusha . Mbas kétij pérfundimi,

mund té& shkruajmé Langrazhianin lokal invariant kalibrues megjithé termin e
bashkéveprimit:

j%

L=1 iy"D, —m ¢ — i(F’“ )2 (1.5.41)
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Tani mund té tregojmé invariancén lokale kalibruese té tenzorit té fushés Flf,,duke
llogaritur komutatorin e dy derivateve kovarianté

D,.D =10 —igAktk o — igAits
[ 1 1] [ 1z 1z L ! ]
= —ig(d, At — 0, Al — ig| Alth Al )

W N (15.42)
= —ig(0, A} — 8, Al + gf' AT ALY
= —igFjIltk,
ku kemi shfrytézuar relacionet komutuese té matricave té Gell-Mann:
[ti,tf] = jfikgk, (1.5.43)

ku fijk éshté njé strukturé numrash konstante, éshté ekuivalent me €k € grupit SU(2).
Késhtu tenzori i fushés pér kromodinamikén kuantike béhet:

Fi =0 A —0 A — gfiF Al A (1.5.44)

pv % 177} wwe

Kjo paragitje tregon garté se kjo madhési nuk éshté mé njé madhési invariant kalibruese,
pasi pér shkak té termit té fundit komutatori nuk béhet zero. Ka késhtu 8 tenzoré té fushés
dhe secili lidhet me njé rrotullim té dhéné né njé hapsiré abstrakte. Si dendési té
Langrazhianit, merret pérfundimisht gjurma:

1 1
ﬁ/cmetic = _Etr[(Fj}/tk)z} = _Z(F/ﬁ/)z (|545)

Nga pércaktimi i tenzorit té fushés, éshté e garté Langrazhiani pérmban terma kubik dhe
kuadratike té Aj Si rrjedhim bashkéveprimi ndryshon nga ai né QED. Natyra e QCD

éshté jo lineare. Pas pércaktimit té Langrazhianit t¢ QCD-sé shohim né vijim si béhet
kuantizimi i njé teorie té tillé.

1.5.3 Formalizmi i integralit té udhéve.

Integrali i udhéve éshté rruga e duhur pér té realizuar kuantizimin. Né mekanikén
klasike njé udhé né planin hapésiré-kohé pérshkruan lévizjen e njé grimce. Né
mekanikén kuantike té gjitha udhét jané té réndésishme né pércaktimin e lévizjes sé njé
grimce dhe pérhapési jepet nga relacioni:

K = fdxl...d:nN exp(19[z(t), 2(t)])

(1.5.46)
:fDx(t)exp(i5[$(t)7i(t)])-
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Ky relacion i pérhapésit, tregon se njé grimcé gé léviz nga njé pozicion né njé tjetér, merr
virtualisht té gjitha rrugét e mundshme midis kétyre dy pikave. Analogu i pérhapésit né
teoriné kuantike té fushés jepet nga relacioni:

K — fdwl...dqu exp(iS[¢])

‘ (1.5.47)

= | Du exp(isu),

ku S éshté funksioni i veprimit té fushés dhe gjendet nga
= [d'aLw,0,v). (1.5.48)

Ideja e integralit t€ udhéve “huazohet” nga mekanika statistike. Njé integral udhésh
shkruhet si njé integral statistikor:

Z = Zexp(,@Ej), (1.5.49)

(ku j tregon konfiguracionet e spineve) i cili pérbén objektin géndror t¢ mekanikés
statistike. “Huazimi” mund té béhet népérmjet rrotullimit t&é Wick, ku kalohet nga koha
reale = né kohé imagjinare ¢ = 7 dhe rrotullohet konturi i integrimit ndérsa funksioni i
veprimit béhet

S =1iS. (1.5.50)
Késhtu, funksioni gjenerues mund té shkruhet tani si integral statistikor

7 = [ Dpexp(=S,[¢)), (15.51)

i logaritur duke i lidhur ¢do udhe njé peshé statistikore ezkuS, éshté funksioni i
veprimit Euklidian i marré prej funksionit té veprimit té zakonshém té Minkovskit me njé
rrotullim té& Wick-ut. Le té shkojmé njé hap mé tej dhe té shohim pritjen matematike té
njé produkti té renditur té operatoréve té Heisenberg-ut (i cili njihet si funksioni i Green-
it ose si funksion korrelacioni) qé shprehen si (0| Té(z,)é(z,)..4(z,) | 0). Funksionet e
Green-it lidhen me amplitudat e proceseve fizike si proceset e shpérhapjes dhe

zbérthimeve. Shprehim se si llogaritet p.sh funksioni i korrelacionit té€ dy variablave
népérmjet integralit t& udhéve.

At )o(t, ) exp(iS
(01 Té(a )60 | 0) = | Dl )d(t,) exp( &l (1552)
[ Dwexp(isiy])
Pritshméria e njé variabli fushe gjendet nga
) [ et explisiv))
T = . 1.5.53
(0] () 10) T Dvesslisio) (1.5.53)
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Aplikojmé pérséri rrotullimin e Wick-ut dhe marrim:

At )t ) exp(—S
(0 Téke,)oe) 1 0) = [ Dud(t,)é(t,) exp( Ew’ (1554
[ D exp(=8, 1)

. [ Dvétt,)exp(=5,[v])
2310 = , 1.5.55
(01661 J Dvexp(=s, 1)) (1559

Deri tani gjithcka éshté teori fushe. Problemi gé ndeshet né QCD éshté
praktikisht si té llogariten kéto vlera té pritshme dhe si t& nxjerrésh madhési fizike prej
tyre. Pikérisht, kétu merr nismé njé formulim i ri i teorisé QCD, i cili do ishte né gjéndje
t’i jepte zgjidhje problemeve té mésiméperme llogaritése. Ky formulim quhet
Kromodinamika Kuantike Rrjetore e cila trajtohet né kapitullin vijues.
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KAPITULLI 2

KROMODINAMIKA KUANTIKE NE RRJETE

QCD si¢ u tha dhe mé sipér éshté teoria e bashkéveprimeve té forta té kuarkeve
dhe gluoneve. Problemi llogarités éshté se QCD é&shté njé teori jolineare gé nuk mund té
zgjidhet analitikisht. Ndonése pér teoriné kuantike té fushés té forcave té dobta si ato
elektromagnetike, pérafrimet gé pérdorin zbérthimet perturbative sipas forcés sé
bashkéveprimit japin rezultate shumé té sakta, bashkéveprimi né QCD éshté shumé i
forté dhe pérafrimet perturbative nuk kané dobi pér energji té ulta. Kjo ¢con né futjen e njé
pérafrimi jo-perturbativ té bazuar né diskretizimin e hapésiré-kohés né njé rrjeté té
fundme, duke cuar né njé formalizim té ri teorik té quajtur QCD-rrjetore, e cila mund té
simulohet né kompjuter. Késhtu, pér regjime jo-perturbative metoda mé e miré e njohur
sot pér sot pér studimin dhe ”zgjidhjen” e késaj teorie Eshté metoda llogaritése e QCD -sé
rrjetore (Lattice QCD - LQCD). U propozua nga Wilson (1974) si njé zgjidhje
joperturbative e energjive té ulta t¢ QCD, duke diskretizuar hapésiré-kohén
katérpérmasore né njé rrjeté hiper-kubike me gjeometri Euklidiane (Montvay & Miinster,
1997), (Creutz, 1985), (Smit, 2002), (Rothe, 2005). Duke patur vetém njé numér té
fundém té nyjeve té rrjetés, madhésité fizike mund té llogariten numerikisht duke
zgjidhur njé integral té rendeve té larta me metodat Monte Carlo (Creutz, 1980), (Barkai
et.al.,, 1984). Ky formulim i teoris¢ QCD né njé hapésiré diskrete fut natyrshém njé

moment kufizues (“cut off”) t& rendit o', ku a éshté distanca rrjetore, e cila rregullon
teoriné. Si rezultat, QCD-ja rrjetore éshté e pércaktuar shumé miré matematikisht duke
zhdukur késhtu infinitetet e teorisé.

Sipas formulimi rrjetor té teorise QCD, né nyjet e rrjetés vendosen fushat e
kuarkeve dhe né lidhjet bashkuese té tyre fushat gluonike. Njé prej problemeve mé té
médha né zgjidhjen e QCD-sé rrjetore né kompjuter éshté se simulimi i bashkéveprimit
midis kuarkeve kérkon llogaritjen e pércaktorit té njé matrice e cila ka kosto
jashtézakonisht t¢ madhe kompjuterike. Nga piképamja fizike, ky pércaktor vjen nga
dinamika e kuarkeve. Ményra mé e thjeshté pér té vazhduar me llogaritjet éshté ajo e
neglizhimit té késaj pjese pra dinamikés sé kuarkeve dhe té punosh né pérafrimin
“quenched”,(QQCD) me vetém shkallé lirie gluonike.
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(A) Quenched QCD: quark loops neglected

(B) Full QCD

Figuré 2.1 Njé ilustrim né diferencén midis QQCD dhe QCD-sé sé ploté . QQCD nuk ka
polarizim té vakumit né vijat virtual gluonike (Gupta, 1997)

Ky éshté éshté njé pérafrim i pranueshém pér kuarket e rénda. Nga piképamija fizike, ky
pérafrim tregon mosmarrjen né konsideraté té efekteve polarizuese té lageve té kuarkeve.
Ndérkohé, QCD e ploté (full QCD) merr parasysh kéto efekte (Figura 2.1). Pikérisht né
llogaritjet tona né kété studim do punojmé né kété pérafrim. Megjithaté, edhe mbas kétij
pérafrimi, nevojiten fugi té médha kompjuterike.

2.1 Qéllimi i llogaritjeve té QCD-sé rrjetore

Problemi me pérafrimin perturbativ né trajtimin e proceseve hadronike né shkallé
<1 GeV é&shté se konstantja e giftimeve té forta « ~ 1. Késhtu, teoria perturbative nuk
mund té pérdoret né kéto rende. Si rrjedhim nuk mund té llogarisim masén e grimcave si
mezoneve dhe barioneve prej QCD edhe pse njohim vlerat e « dhe té masave. Simulimet
né QCD-né rrjetore kané gjashté parametra hyrés té panjohur. Kéto jané konstantja e
ciftimit dhe masat e kuarkeve up, down, strange, charm dhe bottom (kuarku top jeton

shumé pak, 0.4 x 10~2*sekonda). Shumé prej studimeve té kryera né QCD-né rrjetore
jané fokusuar né llogaritjen e masave (vetive té tyre) té& njé numri t¢ madh hadronesh
(Gattringer et al., 2009), (Hoelbling, 2011), té cilat jané matur né eksperimentet e
energjive té larta. Llogaritje té tjera gjithashtu kané pércaktuar veti t¢ QCD né
temperaturé té fundme (jo-zero). Kéto llogaritje, kané modeluar kushtet e Iéndés né etapat
e hershme té Universit, fill pas Big-Bang-ut.

QCD-ja rrjetore ka si géllim dhe bén té¢ mundur studimin e disa prej fenomeneve
té energjive té ulta si:

- mbyllésiné e kuarkeve
- spektrin e hadroneve
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- thyerjen spontane té simetrisé kirale
- vakumine QCD

Futja e rrjetés éshté e vetmja ményré e njohur pér té pasur njé proceduré
rinormimi invariant-kalibruese dhe jo-perturbative. Integrali i udhéve mund té
pércaktohet plotésisht dhe té llogaritet numerikisht né rrjeté, ndérkohé rinormimi lejon té
nxjerrésh rezultate té teorisé sé vazhduar prej té dhénave rrjetore. Pér trajtimin e QCD-sé
né rrjeté duhet té diskretizohet hapésiré-koha dhe funksioni i veprimit té saj pér tu
pérshtatur né njé rrjeté me kushte kufitare periodike. Kuarket lokalizohen né nyjet e
rrjetés si fusha fermionike ) ndérsa fushat gluonike vendosen né lidhjet midis nyjeve té
rrjetés si lidhje kalibruese U . Studimi i teorisé sé vazhduar ¢on né llogaritjen e njé
integrali 4-pérmasor té pafundém sipas té gjithé konfiguracioneve té mundshme
kalibruese. Ky quhet ndryshe dhe njé integral i udhéve i Feynman-it. Megénése ky
integral nuk mund té llogaritet numerikisht duhen gjetur teknika né ményré qé té
vlerésohen vlerat e pritshme té madhésive fizike. Pér kété géllim QCD-ja rrjetore pérdor
metodat Monte Carlo té cilat pérmbajné teknika si pérzgjedhja e konfiguracioneve té
réndésishme me géllim zgjidhjen e kétyre integraleve.

Ka disa avantazhe qé favorizojné studimin e versionit rrjetor t¢ QCD-sé krahésuar
me até té vazhduar si:

e QCD-ja rrjetore éshté rregulluar né ményré té natyrshme nga rrjeta, pra ajo nuk
pérmban infinitete si¢c gjenden né teoriné e vazhduar.

e Rezultatet jo-perturbative té marra prej QCD-sé rrjetore i japin pérgjigje pyetjeve
fizike ku llogaritjet perturbative nuk munden

2.2 Formulimi rrjetor

Pikénisja pér njé formulim rrjetor té teorisé kuantike té fushés, éshté formalizmi i
integralit t& udhéve né hapésiré-kohén Euklidiane (Dyson, 1949), (Wick, 1954). Nisemi
nga funksioni i veprimit té kontinumit t¢ QCD. QCD si¢ u tha, éshté njé teori Yang-Mills
me grup kalibrimi SU(3). Funksioni i veprimit té sé cilés shprehet

me pjesén fermionike

SEl, i, Al = f d'zp\ iy D, + m) )yl (11.2.2)
f

ku indeksi f tregon aromat e ndryshme té kuarkeve (flavor) dhe si term té fushés
kalibruese (gauge):
oAl = ——= [d'z #]F, (AF™(A)], (11.2.3)
292 £
ku derivati kovariant shprehet
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DM = 8M + iAM(:L’) (1.2.4)
dhe tenzori i fushés éshté:

F,(4) = —iD,.D,| = 0 A (z)— 0,A,(x) + i[A,(z),A (). (11.25)

v W v 12

Pércaktojmé njé rrjeté hiperkubike 4-pérmasore

A={n= n;,nyngn, |n,ny,n, €{0,....N —1};n, €{0,..., N, —1}},
(11.2.6)

té pérbéré prej N nyjesh né cdo drejtim hapésinor dhe N, sipas drejtimit euklidian
kohor. Nyjet fginje ndahen prej njé distance a té quajtur distancé ose konstante rrjetore
(Figura 2.2).

Figuré 2.2 Rrjeté e vogél me distancé rrjetore a

Rrjeta fut njé moment kufizues “cut off” ultraviolet. Transformimi Fourier i
funksioneve né rrjeté éshté periodik né hapésirén e impulseve me periodicitet 27r/a, Si

rrjedhim impulsi reduktohet né zonén e paré té Brillouin-it

B={p|-Z<p, <2} (11.2.7)
a a

dhe momenti kufizues éshté W/a. Né ményré gé té reduktohen efektet e madhésive té

fundme (finite size effects) dhe pér té ruajtur invariancén translative, aplikohen kushte
periodike. N&é rrjeté, simetria rrotulluese SO(4) e teorisé (Euklidiane) reduktohet né njé
simetri hiperkubike, por gé rimerret eventualisht né limitin e vazhduar kur o — 0.
Integrali véllimor kthehet né shumé sipas nyjeve té rrjetés

fd% —a'y (11.2.8)

neA
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Fushat fermionike () zévéndésohen me njé version té diskretizuar (n)sipas nyjeve té
rrjetés. Derivati i pjesshém zévéndésohet prej shprehjes simetrike,

9 h(x) — %[VL + V, Je(n) (11.2.9)

ku vt

w
rrjeté,

Vv, jané operatorét e diferencave té pérparme dhe té prapme, fginje mé té aférta né

Lum+ i —vim),  Viem) = S @m) —vin — @) (11.2.10)

a a

V,h(n) =

Fokusohemi tek formulimi né rrjeté i funksioni té veprimit fermionik dhe gluonik,
dhe mé pas testojmé invariancén kalibruese si pér rastin e QCD sé kontinumit té trajtuar
mé sipér. Né formulimin Langrazhian t¢ QCD-sé rrjetore, kalohet nga hapésira e
Minkovskit tek ajo Euklidiane me ané té rrotullimit t¢ Wick-ut (té boshtit t& kohés me
kénd = /2) dhe mé pas né trajtén rrjetore té tij. Késhtu, nga veprimi Euklidian i njé

fermioni té liré (duke fiksuar 4, = 0)
Solw, v, A = f d'z ("0, + m)y, (11.2.11)

ku D= 7“(’% -+ m éshté operatori i Dirak-ut, kalojmé né paragitjen rrjetore té kétij
veprimi

SOl 0, A] = a* > d(m)| S, P £ =Y =R iy | (12.12)

neA pn=1 2a

Ashtu si né rastin e hapésirés sé vazhduar, shohim sjelljen e veprimit fermionik né
paragitjen rrjetore, ndaj njé grupi transformimesh kalibruese Q(n)té SU(3) pér ¢do nyje
rrjete , nga ku

P(n) — P'(n) = QYn)b(n); @(n) — QZ/(’IZ) = QZ(n)Q(n)T (1.2.13)

Né teoriné kalibruese rrjetore futet koncepti i fushave U . (8 cilat vendosen
pérgjaté rrugés gé bashkon dy fusha spinore (n)né nyjet e rrjetés. Qéllimi i késaj fushe
éshté té ruajé invariancén kalibruese. Ky kufizim bén gé transformimi kalibrues i fushés
U, té shkruhet

U,(n) — U:L(n) = Q(n)U,(n){xn + )t (11.2.14)
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Shpesh kéto fusha U quhen variabla lidhés (“link variables”) q¢ lidhin nyjet fqinje t&
rrjetés. Nga ky argumentim éshté e garté se kéto variabla lidhés jané té orientuar (Figura
2.3), qé do té thoté

U ,(n)=U,(n— )t (11.2.15)

—

ku /i tregon njé drejtim té ¢cfardoshém né rrjeté dhe merr vlera i = 0,1,2,3

U p(ny=Upu(n-1)t Up (n)
— o O =
n n

O ~
n

- i
Figuré 2.3 Orientimi i variablave lidhés né nyjet e rrjetés
Variablat lidhés me vetité e tyre, pérdoren pér té rishkruar edhe njéheré veprimin

fermionik né njé fusheé té jashtme kalibruese U,

SUE U] — 0t S B(n) Z U,(n)y(n + @) —=U_, (n)yp(n — f1) () |,

nei 2a

(11.2.16)

i cili &ht¢ invariant kalibrues. “Variablat lidhés” U~ jané versioni rrjetor i
“transportuesve kalibrues” U(z,y) té hapsirés sé vazhduar té cilét shprehen

U(z,y) = Pexp z’fA-ds . (11.2.17)
C

zy

Kjo trajté tregon se njé transportues kalibrimi éshté udha e renditur e eksponencialit té
fushés kalibruese A, pérgjaté njé vije té ¢fardoshme c,,qe bashkon dy pika x dhe y, i cili

gézon té njéjtin transformim kalibrimi. Si rrjedhim, pérdorim kété ekuivalencé pér té
shkruar né ményré eksplicite variablat lidhés si

U,(n) = exp(ia4, (n)), (1.2.18)

ku tani Au(n)jané fusha kalibruese té algjebrés SU(3). Pér té kontrolluar invariancén e
trajtés rrjetore té veprimit, le té zbérthejmé (11.2.18) pér o té vogél
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U,(n) = I + iaA (n) + O(a®) U_(n)=1- z'aA;(n — f1) + O(a?) (1.2.19)

14 —H

dhe té zévéndésojmé kéto shprehje tek (11.2.16) nga ku pér a — 0gjejmé veprimin
fermionik invariant kalibrues té hapésirés sé vazhduar:

Spln @, Al = [d'z o0, +i4,) +m). (11.2.20)

Pas trajtimit té pjesés fermionike té funksionit t& veprimit, hapi i rradhés éshté
ndértimi i pjesés kalibruese rrjetore té veprimit. Njé madhési karakteristike invariant-
kalibruese gé mund té ndértohet né rrjeté éshté gjurma e produktit té variablave lidhés
pérgjaté njé laku té mbyllur P

(11.2.21)

Laku mé i shkurtér jo-trivial né rrjeté éshté pllaka (plaquette), e cila pércaktohet
si produkt i katér variablave lidhés:

U, ) =U,0U,(n+@)U_,(n+p+2)U_(n+7)

11.2.22
= U, ()U, (0 + @)U} (n + U} (n), 22

té ilustruar edhe né Figurén 2.4.

U”(n+»)+ '
n+ n+ i+
O e O
h Uy n+n)
U,.(n)+ %
@ - O
f Uu(n) n+ i

Figuré 2.4 Pllaka éshté njé produkt i 4 variablave lidhés pérgjaté njé laku t& mbyllur. Ajo
paraget lakun e mbyllur jo-trivial mé té thjeshté gé mund té ndértohet né rrjeté

Gjurma e Kkétij produkti éshté invariant kalibrues. Duke futur formén eksplicite té
variablave lidhés tek shprehja pér plaketén kemi:
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U, (n) = exp(iad, (n))exp(iad, (n + 1)) exp(—iad, (n + ) exp(—iad, (n)).
(11.2.23)

Pérdorim relacionin “Baker-Campbell-Hausdorff”, pér produktin e matricave
eksponenciale

exp(A)exp(B) = exp(A+ B + %[A, B]+..) (1.2.24)

dhe marrim
2

U,,(n) = exp(iad,(n) + iaA,(n + i) — %[A#(n),/ly(n + )]

2
. ~ . a N
—iad,(n + D) —iaA, (n) — 5 [A,(n +1),4,(n)]

[\V]

+ 204 (n+ i), A,(n + D)) + %[A (n),4,(n)]

v 1L

[\

2
+ S A, ), A+ 0)] + %[Av(n + A),A (n)] + O(a®)).
(11.2.25)

Né hapin tjetér béjmé njé zbérthim Taylor-i té fushés

An+p)=A4n)+ad A (n)+ 0 (11.2.26)

v

dhe mbas zévéndésimit té (11.2.26) tek shprehja pér plaketén (11.2.25) marrim

U, (n) = exp(ia*(0,4,(n) — 9,4,(n) + ia[4,(n), 4,(n)]) + O(a*))

j12% nv v

= exp(ia*F (n) + O(a®)).

2%

(11.2.27)

Trajta e fundit eksponenciale e plaketés zbérthehet

— ;2
U/u,(n) =1+ia’F,

(n) + O(a®) — =a'F2 (n) + O(a®)  (11.2.28)

1
2@
Termat z‘a2F;w(n) dhe O(a®) né ekuacionin e mésipérm zhduken kur merret pjesa reale e

gjurmés sé plaketés. Mbetet vetém termi i rendit O(a*).
Retr{l — U, (n)] = ~a*F2 (n) (11.2.29)

224 2 jg

Késhtu, veprimi kalibrues rrjetor i Wilsoni-it merr trajtén:
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Z > Retr{l — U, (n)]

g nEA nw<v (“230)

:_ZZ uv

29 neN p<v

Tani shkruajmé pérfundimisht versionin rrjetor té funksionit té veprimit té ploté si

SLQCDW’: 157 U] = SFW)v %7 U] + SG[U]

_ 4 U (n)p(n + p)—U_ (n)p(n — fi
B ALY U ET J
neA n=1 a
+93§;ZRe i — U, (n)
nen p=<v
(11.2.31)

Kété veprim e pérfshijmé tek pérkufizimi i funksionit té€ korrelimit té njé operatori dhe
marrim

[ DL, 1D St VSlo, s, 6, 0)]0, [, &, U]
[ Dl BIDUe S-S0

si dhe shprehjen ekuivalente pér pritshmériné e njé madhésie fizike gé lidhet me kété
operator

(0,1)0,(0)) = (11.2.32)

(0) = . (11.2.33)

Emeéruesi i késaj shprehje luan rolin e integralit statistik pér shkak té ngjashmérisé sé tij
me mekanikén statistike. Implementimi i QCD-sé né formalizmin e integralit té udhéve
realizohet si njé integral sipas té gjithé konfiguracioneve té fushés. Masat e integrimit té
udhéve jané produkte té masave té integrimit té té gjithé kompenenteve té fushave té
kuarkeve dhe produkte té atyre té fushave kalibruese lidhése .

Dy, =[] [T dvVn),, . DUI=T]T1dU,(n). (1n.2.38)

neA f,a,c neA u=1

Fushat fermionike i binden parimit té Paulit, si rrjedhim spinorét shikohen si variabla
antikomutues duke iu referuar numrave té Grasmanit dhe veté numrat e Grasmanit kané
rregullat e tyre specifik té integrimit. Nga ana tjetér, masa e integrimit e fushave
kalibruese dUu(n) shihet si masa e integrimit e Haar-it, e cila pérshkruan integrimin

sipas njé grupi (Gattinger & Lang, 2009).
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2.3 Integrimi i Grasmann-it

Nga sa u pérmend mé sipér, fushat fermionike nuk jané numra té zakonshém. Pér
mé tepér ¢ dhe +/ jané variabla anti-komutues té ashtuquajturat variabla té Grassmann-it

{%71/1]} - 07 {QZZ')IZ]'} - O, {%ﬂ/)j} = 0. (“31)

Integrimi sipas variablave anti-komutues kryhet:
dydip, = —dip,dip,, (11.3.2)
fd@/}i =0, fdwiwi ~1. (11.3.3)

Njé transformim né masat e integrimit do prodhonte

[ bty = [d¥6 w0

e (11.3.4)
= det[M] [ dV¢ ity

ku M pérfagson operatorin e Dirac-ut né rrjeté. Té gjithé kéto relacione mund té pérdoren
pér té derivuar formula pér integralet Gaussiane me numrat e Grassmann-it. Njé nga
formulat mé té réndésishme éshté formula Matthews-Salam

[ d¥ " Gexp = det[M] (11.3.5)

N
YoM,
1]

Aplikimi i formulés Mathews-Salam, konverton njé integral statistik né njé integral sipas
numrave té thjeshté

N U G
= [ Dly, glo[Ule MU Sell] (11.3.6)

Ky tashmé éshté njé integral numerik, si rrjedhim né parim éshté i manipulueshém me
metoda Monte Carlo n.g.se det M > 0. Pér shkak té pérmasave té médha té matricés M ,
nuk éshté e mundur té béhet zgjidhja direkte me metodat Monte Carlo. Matrica M ka
dimensionet e (komponenteve té Dirac-ut) x (numrin e bréndshém té shkalléve té lirisé-
ngjyrés) x (nyjet e rrjetés ) pra

dim(M) = 4 x 3 x N,N,N,N, = 12N,N,N,N, (1.3.7)
ku N;,N,,N,,N, jané nyjet sipas ¢do drejtimi né rrjeté. Ka disa ményra pér té punuar

me kété pércaktor (Creutz, 1989), (Gattinger & Lang, 2009).
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2.4 Masa e integrimit té Haar-it

Meqgénése, njé transformim kalibrues i variablave lidhés e le veprimin kalibrues
invariant, pra

SelU'] = S5(U] (11.4.1)

ky fakt nénkupton gjithashtu se integrali i udhéve duhet té jeté invariant ndaj
transformimit té variablave lidhés

7 = fD[U]e‘SG[U] — J‘D[U']B—SC[U’] — fD[U’]e‘SG[U] (11.4.2)

nga ku del gé D[U]=D[U’]. Késhtu marrim njé masé integrimi invariante. Pér grupet
kompakte masa e integrimit éshté invariant kaliburese dhe kénaq kushtin:

dU = d(UV) = d(VU), (11.4.3)

ku V éshté njé element arbitrar i grupit. Kjo mund té pérdoret pér té pércaktuar disa veti
té masés sé integrimit té quajtur ndryshe dhe masa e Haar-it

[avsw) = [awywv) = [dupvo), (11.4.4)

ku f(U)éshté njé funksion arbitrar i grupit. PE&r mé tepér masa e integrimit normohet né
ményreé té tillé gé
[av-1=1 (11.4.5)

Ky pérshkrim kompleton pércaktimin e teorisé kalibruese rrjetore.

2.5 Rinormimi dhe limiti i vazhduar

Ashtu si¢ u trajtua né seksionin (1.3.6), liria asimptotike éshté njé tipar dallues i
teorisé gé pérshkruan bashkéveprimet e forta, kromodinamikés kuantike. Nga njé
kéndvéshtrim ky tipar jep mundésiné e llogaritjeve perturbative né limitin e energjive té
larta, por nga ana tjetér, kjo vecori e QCD-sé ka interes té konsiderueshém edhe né
teoriné kalibruese rrjetore. Me té verteté, liria asimptotike na ndihmon né ményré mjaft té
sakté si té merret limiti i vazhduar i teorisé rrjetore. Ky seksion rishikon shkurtimisht
grupin e rinormimit dhe lidhjen e réndésishme me rrjetén.

2.5.1 Rinormimi i konstantes sé ciftimit

Né nivelin e diagramave té Feynman, teoria kuantike relativiste éshté shumé miré
e pércaktuar dhe nuk kérkon rinormim. Megjithaté pér sa kohé ndeshen korigjime lagesh,
do té shfagen divergjenca gé mund té higen me ané té njé skeme rregulluese. Né
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pérgjithési teoria pastaj do té varej nga njé moment “cut-oft”, i cili mund té higej me njé
rregullim té njékohshém té parametrave “t€ zhveshur” ndérkohé gé madhésité fizike
mbahen té fundme. Pér shembull, konsiderojmé njé cut-off rrjetor me parametér a. Masa
e protonit m éshté njé madheési fizike e fundme, dhe né rrjeté do té béhet, njé funksion i
panjohur i cutoff-it a, konstantes sé ¢iftimit g dhe masés sé zhveshur sé kuarkeve. N&

rastin kur masa e kuarkeve shkon né zero, masa e protonit pritet té géndrojé e fundme,
késhtu pér té thjeshtuar idené le t€ marrim rastin pa praniné e masave té kuarkeve.
Konsiderojmé késhtu masén e protonit si funksion i konstantes sé ¢iftimit dhe cutoff-it,

m,(g,a). Duke mbajtur kété funksion konstant ndérkohé gé ndryshon cutoff-i,

pércaktojmé varsiné e g ndaja. Ekuacioni i méposhtém éshté ekuacioni bazé i grupit té
rinormimit i trajtuar né (Creutz, 2011)

d 0 dg) o
aamp(g(a),a):O:aamp(g,a)+a{d—gJ%mp(g,a). (115.1)

Me njé analizé dimensionale, masa e protonit duhet té jeté e rendit a™ pér konstante
ciftimi té fiksuar. Si rrjedhim dimé se

0
aamp(g,a):—mp(g,a). (11.5.2)

Atheré, funksioni i grupit té rinormimit, i quajtur 2 - funksioni

ﬂ(g)=ag—2=;1p(ﬂ (11.5.3)
%mp(g’a)

karakterizon se si duhet té ndryshohet konstantja e ¢iftimit pér limitin e vazhduar. Vihet
re se Ky pércaktim éshté i pavarur nga teoria perturbuese apo ndonjé vleré fikse
kalibruese. Megénése rinormimi nuk nevojitet pér aq kohé sa nuk ndeshen lage kuantike,

- funksioni shkon si g° kur konstantja e ciftimit shkon drejt zeros. Mund té
pércaktohen koeficentét perturbativé prej serisé asimpotike

B(9)=B,9>+ B9 +... (115.4)

Poltizer (1973), Gross (1973) dhe Wilczek (1973) morrén rezultatin pér
llogaritjen e koeficentit S, pér teorité kalibruese jo-Abeliane, si vijon

B : (113—2&J (11.5.5)

T1622\73 T3

ku grupi kalibrues éshté SU(N) dhe N, tregon numrin e aromave. Pér sa kohé qé
N, <1IN/2 ky koeficent éshté pozitiv. Duke pranuar se mund té arrihet njé piké ku
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termi i paré dominon, té zvogélosh cutoff-in do té thoté té zvogélosh konstanten e
ciftimit. Ky éshté thelbi i lirisé asimptotike, i cili nénkupton se limiti i vazhduar i
parametrit rrjetor, a —0, kérkon limitin g — 0. Né pérgjithsi funksioni ,B(g) varet

nga skema rregulluese e pérdorur. Pér shembull ajo mund té varet nga madhésia fizike gé
éshté mbajtur e pandryshuar si dhe nga ményra se si éshté impostuar cutoff-i. Le té
supozojmé se ekzistojné dy skema té ndryshme gé japin varésiné e konstantés sé ciftimit

nga parametri rrjetor, p.sh g(a) dhe g’(a). Né limitin e ciftimeve té dobéta secili
formulim do té reduktohej né teoriné klasike Yang-Mill, dhe si rrjedhim,

g'=g+cg’+0(g°) (11.5.6)

Atheré grupi i ri i funksioneve té rinormimit do té kishte formén:

o 49" a9’
plo)=a da ag (9)
=(1+3c0®)(B,9° + B.9°) +O(a”) (115.7)
=/,9" + 49" +0(g").

Grupi i funksioneve té rinormimit pércakton se sa shpejt zvogélohet konstantja e ¢iftimit
me cutoff-in. Duke ndaré variablat e ekuacionit diferencial (11.5.7),

dg
d(log(a))= T TReTOG) (11.5.8)
mund t& marrim nga integrimi
1
Iog(aAQCD)=—W+%Iog(g)+o(g2) (11.5.9)
0 0

Ku Aycp Eshté njé konstante integrimi. Barazimi i fundit tregon menjéheré se distanca
rrjetore zvogélohet eksponencialisht né inversin e konstantes sé ¢iftimit

1 st p/g
a=g ¢ Y2hd® g-AlA (1+O(g?‘)). (11.5.10)

Nga ku

- 1
23, 10g(1/Agepa)

g (11.5.11)

tregon se liria asimptotike rezulton né faktin se konstantja e ¢iftimit shkon né zero
logaritmikisht me distancén rrjetore né limitin e vazhduar. Konstantja e integrimit A,

fiksohet né varési té shkallés sé madhésisé té pérdorur pér shkallén fizike. Né trajtimin e
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mésipérm kjo madhési ishte masa e protonit. Masa m e njé grimce fizike, pér shembull
ajo e protonit e pérdorur mé sipér, éshté e lidhur me njé gjatési korrelimi inverse né
analogjiné statistike té teorisé. Duke matur kété gjatési korrelimi né njési rrjetore, mund
té marrim njé kombinim pa njési &=1/am. Né& limitin e vazhduar kjo gjatési korrelimi
divergjon. Duke shumézuar barazimin (I11.5.10) me masén m marrim relacionin qé tregon
se si kjo divergjenceé varet nga konstantja e ¢iftimit

ma=&" :Ale‘j/zﬁ(’gzg‘ﬁl/ﬁg (1+O(g2)) (11.5.12)

QCD

Pérfundimisht, né gofté se dimé se si divergjon njé gjatési korrelimi e njé sistemi statistik
me konstanten e ¢iftimit gé shkon né zero, mund té pércaktojmé masén e grimcés né njési

® Ageo-

2.6 Fermione Kirale né rrjeté

Kiraliteti 8shté njé tipar i réndésishém gé manifeston teoria e QCD-sé. Simetria
kirale &shté veti e réndésishme fizike e cila duhet té reflektohet né formén e diskretizuar
té operatorit té Dirakut né rrjeté. Késhtu, insistohet té ndértohet né rrjeté njé teori
fermionike kirale, pasi teorité rrjetore me kuarke kirale pérbéjné njé tekniké té sakté pér
té studjuar fizikén e bashkéveprimeve té forta. Simetria kirale éshté ekzakte kur masat e
fermioneve jané zero. Matematikisht, fermionet jané kirale kur operatori i Dirakut
plotéson kushtin:

{D,7.} = 0. (11.6.1)

Me operatorin e Dirakut D = Y0, +m, thyhet né ményré eksplicite simetria kirale pasi

masat e zhveshura té kuarkeve m, dhe m,, ndonése shumé té lehta, jané té ndryshme nga
zero, pra

{D,7;} = {419, + m,y5} = 2my; = 0 (11.6.2)

Nga ana tjetér, nése shprehim né hapésirén e impulseve diskretizimin naiv té operatorit té
Dirac-ut né rrjeté, kemi
aD""" (p) = Zz”y“ sinap, (11.6.3)
Iz
ku pér shkak té distancés rrjetore té fundme, impulsi P, duhet té pércaktohet brénda

zongs sé Brillouin-it |~ Z,7|. Né kufirin e vazhduar a« — 0, do kishim
a a
D" (p) — Zmﬂapll. (11.6.4)
I
Mirépo m.q.se sin(apu + ) = —sinap,, ky kufi mund té pércaktohet né 16-qoshet e

zonés sé paré té Brillouin-it, si rrjedhim fermionet nuk pércaktohen né ményré té vetme
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por rimerren 16 té tillé né kufirin e vazhduar. Ky problem njihet si dublimi i fermioneve.
Pér té zgjidhur kété problem pérpjekja e paré u bé nga Wilson. Ai propozoi shtimin e njé
termi té pérshtatshém tek operatori naiv i Dirakut i cili do ulte degjenerimin. Mund té
shtohen terma té pérshtatshém né shprehjen rrjetore té operatorit té Dirac-ut pa e
ndryshuar limitin e vazhduar. Operatori i Wilson-Dirac-ut né rrjeté do kishte tani formén

e

DV — %{%(vjﬁ +V,)—aViV,}+m (11.6.5)

Né hapésirén e impulseve ky operator mund té shkruhet

aD" (p) = Zi’y/, sinap, + Z(l — cos ap/b) (11.6.6)

H I

i cili né kufirin e vazhduar jepet

DY (p) = > iv,p, + > _ap, (11.6.7)
I

14

dhe zgjidh problemin e degjenerimit, por thyhet né ményré eksplicite simetria Kirale,
sepse

{D",~v;} =2 (1 — cos ap,) = 0 (1.6.8)

It

Té gjitha variantet apo zgjidhjet e mundshme pér té ndértuar njé teori fermionike
rrjetore pa dublanté dhe me simetri kirale u hodhén poshté prej teoremés Nielsen-
Ninomiya (Nielsen & Ninomiya, 1981).

Teoremé
Eshté e pamundur té formulohet né rrjeté njé teori fermionike qé gézon njékohésisht
vetité e méposhtme:

(i) simetria kirale

(i) lokaliteti

(iii) mungesa e dublantit

(iv) simetria kubike

Kjo teoremé mund té shfrytézohet pér té formuluar fermione kirale gé cénojné njé prej
simetrive té mésipérme. Lokaliteti éshté veti e pacénueshme sepse njé teori jo lokale
éshté e parinormueshme. Alternativa zgjidhjeje qé jané propozuar jané:

e teori fermionike me dublim minimal duke cénuar simetriné kubike (Borici, 2008);

e teori fermionike pa dublant me njé thyerje té lehté té simetrisé kirale
proporcionale me konstanten e rrjetés (Borigi, 1999), (Borici, 2004), (Xhako &
Borigi, 2011).

Né kérkim té fermioneve kirale, né 1982, Ginsparg dhe Wilson, arritén né
pérfundimin se né rrjeté mund té gjéndet njé operator i Dirakut qé plotéson relacionin
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{D", v} = a- D"y, DV, (11.6.9)

i cili jep siemetri kirale ekzakte né limitin e vazhduar. Njé zgjidhje e kétij ekuacioni éshté
operatori i mbulimit i Neuberger-it.

2.6.1 Fermionet e mbulimit

Njé operator kandidat gé plotéson kushtin (11.6.9) éshté operatori i mbulimit té
Neuberger-it (Neuberger, 1998). Fermionet gé lidhen me operatorin e mbulimit té
Neubergerit quhen fermione té mbulimit. Ky operator ka trajtén:

D" =cl-cyV, (11.6.10)

ku V = A(A"A)™? éshté matricé unitare, | éshté matricé identitet dhe A=M —aD" .

Operatori i mbulimit D" éshté jo-hermitian. Kété operator mund ta shprehim edhe né
ményré ekuivalente me ané té funksionit shenjé,

D" =c,I —c,ysign(H,,) (11.6.11)

ku H, =y7,(M —ab,,) . Qé funksioni shenjé té jeté jotrivial, operatori i Wilson-Dirakut
duhet té jeté i papércaktuar, pra masa e zhveshur e tij M té jeté negative, e cila merret
zakonisht né intervalin (2, 0). a éshté distanca rrjetore, ¢, dhe ¢, jané dy konstante gé
pércaktohen me ané té barazimeve,

, C,=— (11.6.12)

m, éshté masa e kuarkeve dhe D" éshté operatori i Wilson-Dirac-ut. Pérparésité e

fermioneve kirale té Neuberger-it jané:

a) simetria kirale e QCD-sé rrjetore éshté ekzakte pasi veprimi i fermioneve éshté
invariant ndaj transformimeve kirale (Luscher, 1998), vérejmé se relacioni i
antikomutimit (11.6.9), kur kalojmé né QCD e vazhduar, pra péra—0 , jep
kushtin e simetrisé kirale ashtu si¢ duhet té jeté né hapésiré-kohén e vazhduar;

b) kemi teori fermionike pa dublanté, fermionet pércaktohen né ményré té vetme.

Problemet gé hasen me pérfshirjen né simulime té fermioneve kiralé t&¢ mbulimit
lidhen me formén e komplikuar, si funksion matricor, té operatorit té¢ Neuberger-it. Ky
operator ruan simetriné kirale dhe formulon njé teori fermionike pa dublanté, por
lokaliteti i tij nuk éshté transparent dhe kompleksiteti llogarités éshté shumé i larté
(Neuberger, 1998), (Ginsparg & Wilson, 1982).
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2.6.2 Fermionet e mureve domenore

Pérpjekjet pér pércaktimin e njé teorie Kirale jo-perturbative kané géné
jashtézakonisht té shumta dhe né veganti formulimi i fermioneve kirale rrjetore ka géné
njé fushé intensive kérkimi né vitet e fundit (Eichten & Preskill, 1986), (Smit, 1990).
Pengesa kryesore duket se vjen pikérisht nga teorema Nielson- Ninomyia (Nielsen &
Ninomiya, 1981). Sipas késaj teoreme njé prej vetive té pérshkruara aty do té cénohet né
njé hap apo né njé tjetér. Megjithaté e réndésishme éshté gé kéto veti té rifitohen né
teoriné e vazhduar. Né fakt ka shumé pérpjekje té béra né kété drejtim si (Smit, 1990),
(Golterman, 1991), (Montvay, 1992).

Njé ide vértet gjeniale né kété drejtim u propozua nga Kaplan (Kaplan, 1992) pér
gjenerimin e njé mode kirale né njé mur domenor té Kkrijuar si pasojé e njé defekti né
masé pérégjaté njé dimensioni shtesé. Imagjinohet njé skenar ku jetojmé né njé boté 5-
pérmasore duke pranuar gé gjaté dimensionit té pesté ka njé defekt té prodhuar nga prania
e njé termi mase fermionike qé varet vetém prej koordinatés sé pesté. Kjo do té
gjeneronte njé mur domenor dhe né kété mur katér dimensional do té gjendej njé modé
zero kirale gé udhéton pérgjaté tij (Jackiw & Rebbi, 1976), (Callan & Harvey, 1985).
Kaplan sugjeroi pérdorimin e modelit t¢ murit domenor pér té formuluar njé teori kirale
né rrjeté. Né rastin e njé rrjete té fundme duhet té shtojmé disa kushte periodike sipas
dimensionit té pesté. Kjo ¢con né ményré té pashmangshme né njé mur té dyté domenor né
té cilin shfaget njé tjetér fermion (modé zero) i cili ka Kiralitet té kundért me até né
murin origjinal (njéri t& majté, tjetri té djathté). Té dyja fermionet kané njé mbivendosje
eksponenciale té vogél (Jansen,1992), (Jansen & Schmaltz, 1992).

Le té shohim mé nga afér kété ide. Imagjinojmé se bota éshté vértet 5-pérmasore
dhe se fermioni kiral 4-pérmasor vjen nga muri domenor 4-pérmasor pérgjaté dimensionit
té pesté. Funksioni i veprimit né limitin e vazhduar pér hapésirén 5-pérmasore do
shkruhej

S = fd%dsvz x,8 U T,8 . (11.6.13)

Z%aﬂ —-m s
pn=1

Koordinatat e zakonshme pér g =1,...,4 jané shénuar me x dhe pérmasa e pesté me s,
ku

m, s$>0
m(s)=< 0 s=0. (11.6.14)
-m, s<0

Ekuacioni i lévizjes do kishte formén

Y xz,s =0 (1.6.15)

Z%au —m s
pu=1

Pér té zgjidhur kété ekuacion ndajmé variablat:
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vox,s =Y x fos
ku

vor =u p eP.

Duke zévéndeésuar trajtén e re té fushés (11.6.17) né ekuacionin e lévizjes:

4

Z%pu

p=1

up fs +

Meqgénése u( p) éshté fusha fermionike me maseé zero:

4
2Py

p=1

up =0

Nga ku duhet té plotésohen kushtet

yeu(p)=+u(p)
+0;f (s)-m(s) f(s)=0

Zgjidhja e ekuacionit (11.6.20) éshté e trajtés

f (s)=Cexp[+my]s|].

Né rastin kur my >0, funksioni i vetém i normueshém i f (s) éshteé:

f(s)=Cexp[-my]s[].

75(?sfs—msf5]up20

(11.6.16)

(11.6.17)

(11.6.18)

(11.6.19)

(11.6.20)

(11.6.21)

(11.6.22)

Pér kété zgjidhje, yu(p)=—u(p). Si rrjedhim, u(p) éshté njé spinor pa masé i majté.

Grafikisht funksioni (11.6.22) ka paragitjen e Figurés 2.5.
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== TTta

Figuré 2.5 Paragitja grafike e funksonit té ekuacionit (11.6.22)

Pérfundimisht mund té themi se
W z,s =u p f s er?, (11.6.23)

né s=0 éshté njé fermion kiral i majté. Kjo éshté arsye pse i quajmé edhe fermione té
mureve domenore. Né mnéyré analoge né qofté se duam njé fushé fermionike té djathté

duhet té pércaktojmé m(s)—-m(s). Né Figurat 2.6 dhe 2.7 jepet paragitja grafike e té
dy rasteve.

720

Left-handed

S

(4] N, 2N,

Right-handed

{

Figuré 2.6 Paragitja skematike e pércaktimit té fushave fermionike me kiralitet té majté dhe té
djathté
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Figuré 2.7 Mbivendosja eksponenciale e fermioneve me Kiralitet té majté dhe té djathté

Formulimi i fermioneve té€ Mureve Domenore né rrjeté: Le té shohim tani
formulimin rrjetor té& fermioneve té mureve domenore. Do té shohim vetém rastin kur

O0<s<N,,. Duke zbatuar kushte periodike ¢ z,s =0 =0,9 2,5 =N, +1 =0.
Né qofté se shénojmé me U, , fushat kalibruese pérgjaté drejtimeve x=1,...,4 dhe faktin

se pérgjaté dimensionit té pesté s nuk kemi fusha kalibruese, atheré funksioni i veprimit
fermionik 5 —pérmasor né rrjeté do shkruhej

lew— _
SF = _an,s 7/1, Un,/t,wn+/1,,s - U’j;,—/l,,/l,wn—/l,s + Vs wn,s-&-l - wn,s—l } - MOZ,wn,s,L/}n,s

2 n,s n,s

1 —
_§Z¢n,s Z Un,/l¢n+/l,5 + Ujl,f/wld)nfu,s - 211}71,,3 + wn75+1 + wn,sfl - 2¢n75
n,s I

(11.6.24)
Veprimi i mésipérm mund té thjeshtohet né trajtén
1 —
SF = 5 Z wn,s’yy, Un,;anJru,s B Uiﬁ;z,;twnfp,s
i - (1.6.25)
+ Z wn,s [MPL + MTPR ,l/)’mﬂf
n,m,s,t st

kuP, =(1+7)/2,P. =(1-7)/2 pérkufizohen si operatorét e krijimit té kiraliteteve té
djathté dhe té majté. Ndérsa matrica M pércaktohet si
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n,m

st

1
wmi - _5 U7Z’M¢"+“’s + U:L*/‘vﬂw”*lhs - 2¢n75 - ¢n,s+1 + wn,s B M()wn,s
2
= — v w n,s - w7l78+1 + w7l75 - MU n,s’

(11.6.26)
0se né trajté matricore
1-V*-M, -1 0o .. 0
0 1-V*-M, -1 0 :
M=|: 0 (1.6.27)
1-V?-M, -1
0 0 1-V*-M,
Duhet té kompaktésojmé kuarket kirale té majté dhe té djathté si mé poshté
=P + P
b = By + Ftux, (11.6.28)

q_n = in,lpR + in,NSPL

2.6.3 Fermionet e shkurtuara te mbulimit

Ideja bazé e formulimit té fermioneve té mureve domenore (DWF) si¢c e pamé
ishte ndarja né hapésiré sipas njé dimensioni shtesé e kiraliteteve té majta dhe té djathta
té pércaktuara né dy anét e kundérta té kufirit ose murit domenor. Pérgjaté dimensionit té
pesté nuk kemi fusha kalibruese. Formulimi 5-pérmasor me pérmasé té pesté Euklidiane
N, i operatorit té Dirakut tani jepet si matricé me NgxN; blloge operatore né 4-pérmasa,

si vijon:

a;D, -1 (aDb, +I)P, -m,P.
M(m,) = ~ a*"?” - (11.6.29)
-m,P, (D, +DP aD, I

ku a, éshté parametri i rrjetés sipas dimensionit té 5-té dhe P_ jané operatorét e
projeksionit té kiraliteteve té dhéna nga:
I,+

P = 275 (11.6.30)
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Fermionet ¢ té tilla quhen fermione t€ mureve domenore ose “domain wall fermions
(DWF)” (Shamir, 1998). Deri tani kemi studjuar dy formulime té mundshme pér
fermionet kirale, ato t& mbulimit dhe fermionet e mureve domenore. Por a jané té lidhura
fermionet e mureve domenore né njé faré ményre me fermionet e mbulimit té Neuberger-
it? Pér té paré kété lidhje duhet té gjejmé fillimisht shprehjen efektive té operatorit té
Dirakut, D", né katér pérmasa. Nisemi nga fakti se masa e integrimit té operatorit D"
duhet té jeté proporcionale me masén e integrimit té operatorit 5-pérmasor, pra:

det M(m
det D™ =#, (11.6.31)

ku Z éshté integrali i udhéve i teorisé 5 — pérmasore i cili jepet nga masa e integrimit té
operatorit 5 —pérmasor me kushte kufitare anti-periodike sipas drejtimit té pesté:

a;D, -1 (&b, +1P, -P.
P -1 '
M= % (11.6.32)
—P. (a;b, +I)P. aDb, -1
pra
Z =det M(1). (1.6.33)
Si rrjedhim,
det M(m
detD" :M. (11.6.34)
det M(2)

Kryejmé disa operacione matematikore si vijon pér té llogaritur pércaktorin e operatorit
5- permasor. Le té shénojmé matricén e pérkémbimit:

P P
P .
P . _ 11.6.35
. (11.6.35)
P P

Né hapin tjetér llogarisim prodhimin matricor M-P nga ku marrim matricén:
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(aH,P. -)(P.-mP) aH,P +I

aH,P -1

Vs (11.6.36)

a;H, P +1
(a;Hy P +D(P. —m,P,) a;H, P -1

Duke shumézuar rezultatin e (11.6.36) nga e majta me té anasjelltén e matricés diagonale
té méposhtme:

aH, P -1

aH, P -1 (11.6.37)

aH, P -1

dhe duke shénuar me T matricén e transferimit gé pérhap gjéndjet 4 — pérmasore né 5 —
permasa dhe nga veprimet ka trajtén

T _I+a5HWP7

= , (11.6.38)
I_a‘:':HW P+
marrim pérfundmisht matricén:
P.-mP -T
I .
7(m,)= 7 (11.6.39)
-T(P.-m,P,) I

Késhtu, né rastin 5 —pérmasor duke kérkuar gé matrica e transferimit té jeté né trajtén:

T _I+a/H,

= , (11.6.40)
I-a/H,
ku M, éshté paraqitjae H,, né teoriné 5 — pérmasore, del thjeshté se:
H, =t H (11.6.41)
" 2-aD, " -
Nga ku del se :
det7 (m
det D" :A. (11.6.42)
det 7 (1)
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Nga shprehja (11.6.39) pércaktori i matricés T(mq)delz
det 7 (m, ) =det[(P, —-m,P)-T"(P.—m_P,)]

ose

m
75(1+TN5)+ (-]

1+
det 7 (m, ) = det[
Duke zévéndésuar (11.6.44) tek (11.6.42);

1
det[+ (1T 4+ q(1 TM)]

det[y, (1+T" )]

det D" =

nga ku shprehja pér D™ ka trajtén

1+m 1I-m  [=T"
DN5: qI+ q
BT

Né qofté se pérdorim barazimin:

L) —(@-x) [Elog(l+ XD

(1+x)" +(1-x)’ 1-x

operatori i mésipérm mund té shkruhet né formén

1+m 1-m, _
DY = My 5 ;/5tanh( 25IOQ[MD.

Né limitin kur N, — oo marrim operatorin:
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(11.6.44)

(11.6.45)

(11.6.46)

(11.6.47)

(11.6.48)

(11.6.49)

(11.6.50)



Kjo do té thoté se fermionet e mureve domenore pérshkruhen prej fermioneve té mbulimit
té Neuberger-it vetém né kufirin a;, — 0. Atheré cilat jané ato fermione 5-pérmasore gé
né kufirin N, — oo japin operatorin e Neuberger-it? Pikérisht kéto fermione jané quajtur

fermionet e shkurtuara té mbulimit (truncated overlap fermions-TOV). Operatori matricor
ka trajtén

asDw -1 (aSDW +I)P+ _mq(aSDW +I)P7
| (&Dy+DP. aD,-I -
Mooy = . (a,Dy + P,
—m, (3D, +1)P. (3D, +DP. D, -1
(11.6.51)

Duke pérdorur té njéjtat hapa si mé lart, matrica e transferimit llogaritet té jeté

7o I+aH, (11.6.52)
I_aSHW

Ndérsa né kufirin N, — o teoria efektive e fermioneve té shkurtuara t¢ mbulimit jep

fermionet e mbulimit té Neuberger-it. Pérfundimisht, fermionet e mbulimit té Neuberger-
it jané té njévlefshme me fermionet e shkurtuara té& mbulimit (Truncated Overlap
fermions — TOV fermions), né njé formulim 5-pérmasor, me pérmaseé té pesté Euklidiane
N. (Borici, 1999). Népérmjet kétij ekuivalentimi béhet e mundur pérshtatja dhe
pérdorimi i rrjetave té shuméfishta (si¢ do té shikojmé na kapitujt vijues) sipas pérmasés
Sé pesté.

P Késhtu, pér té pérmbyllur kété kapitull, né ményré té pérmbledhur pikat kyce pér
té formuluar njé teori rrjetore té QCD, ndjekin hapat e méposhtme:

Hapi 1: Pércaktimi i njé sistemi me dimensione té fundme. Veprimi Yang-Mills i fushave
kalibruese dhe operatori i Dirakut pér fermionet duhet té modifikohen né njé rrjeté
diskrete hapésiré-kohé né ményré té tillé gé té ruajné té gjitha vetité bazé t¢ QCD, si:
invariancén kalibruese, simetriné Kirale, topologjiné dhe relacionet njé-pér njé midis
kontinumit dhe rrjetés. Ky é&shté hapi mé i véshtiré, dhe deri mé sot nuk kemi akoma njé
formulim rrjetor gé té gézojé simetriné kirale né limitin kiral (m_ — 0) dhe té ruajé njé
pér njé lidhjen kontinum-rrjeté, pra pa dublanté, fakt ky gé lidhet me teoremén Nielson-
Ninomiya, e cila konkludon se nuk ka formulim praktik té fermioneve kirale né rrjeté.

Hapi 2: Gabimet e diskretizimit. Ky problem haset kur béhet pérafrimi i derivateve me
diferencat e fundme tek veprimi. Ai fut gabime té diskretizimit té pérpjesshme me
katrorin e distancés rrjetore. Kéto gabime mund té reduktohen duke shtuar kombinime té
pérshtatshme operatorésh tek veprimi gé té ulin gabimin rend pas rendi. Diskretizimet mé
té pérdorura u pérmendén mé sipér.
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Hapi 3: Gjenerimi i fushave kalibruese. Faktori ¢ tek integrali i udhéve éshté analog
me faktorin e Boltzman-it tek mekanika statistike, pra ai interpretohet si peshé probabiliti
pér té gjeneruar konfiguracione. M.q.se S éshté njé madhési gjithépérfshirése rangu i saj
éshté mjaft i madh, por shpérndarja éshté e lokalizuar rreth njé piku me konfiguracione
gé minimizojné energjiné e liré. Konfiguracionet afér pikut dominojné integralin
funksional. Konfiguracione té tilla té réndésishme gjenerohen me ané té metodave
Monte-Carlo té zinxhiréve té Markov-it.

Hapi 4: Llogaritja e pérhapésit té kuarkeve né njé mjedis té dhéné fushash kalibruese.
Pér njé konfiguracion té fushave kalibruese, pérhapési i Feyman-it pér kuarket éshté njé
matricé me tre indekse: nyje, spin, ngjyré. Njé element i késaj matrice jep amplitudén e
pérhapjes sé njé kuarku nga njé nyje hapésinore-kohore me spin dhe ngjyreé té caktuar tek
njé tjetér. Mbas diskretizimit t& hapésiré-kohés, matrica e Dirakut béhet e fundme dhe i
anasjellti i tij mund té llogaritet numerikisht. Invertimi i operatorit té Dirakut éshté hapi
mé i réndésishém né llogaritjet rrjetore t¢ QCD-sé dhe konsumon rreth 90% té ciklit té
CPU. Pér té ndértuar funksionin e korrelimit duhet veprimi fermionik vetém nga njé nyje
burim e caktuar tek té gjitha nyjet e rrjetés. Kjo korrespondon me 12 kolona (ose rreshta)

té M gé lidhen me gradét e lirisé té spinit dhe ngjyrés.

Hapi 5: Funksionet e korrelimit. Funksionet e korrelimit shprehen si produkte té
renditura té pérhapésit té kuarkeve dhe fushave kalibruese duke pérdorur kontraktimin e
Eick-it mbi operatorét e fushave. Ka dy lloj funksionesh korrelimi gé llogariten, invariant
kaliburese ose ato né njé kalibrim té fiksuar.

Hapi 6: Pritja e madhésive. Pritja e madhésive éshté thjesht njé mesatarizim i funksionit
té korrelimit i llogaritur sipas njé grupi konfigruacionesh té réndésishém.
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KAPITULLI 3

SIMULIME NUMERIKE TE QCD-s¢ RRJETORE

3.1 Simulime né teoriné e pastér kalibruese SU(3)

Simulimet numerike t€ QCD-sé rrjetore né ményré té pérgjithshme ndjekin kéto hapa
kryesore:

I. Gjenerimi i konfiguracioneve kalibruese
I. Llogaritja e madhésive fizike (physical observables)
I11. Analizimi i madhésive té llogaritura

Simulimet numerike né teoriné e pastér kalibruese SU(3) llogarisin madhésité fizike gé
lidhen vetém me fushat kalibruese pra me “fijet” lidhése té nyjeve té rrjetés. Ekzistojné
dy lloj madhési invariant kalibruese té tilla gé¢ mund té ndértohen né rrjeté.

a) Gjurma e njé udhé ¢fardo ose “fije” lidhése e pérbéré prej produktit té renditur t&
variablave lidhés midis nyjeve, me fillim né nyjen e njé fermioni «» dhe me mbarim
né nyjen e njé antifermioni 1« .

b) Laku i Wilsoni-it si gjurma e produktit té renditur té variablave lidhés sipas njé udhe
té mbyllur né rrjeté (rasti mé i thjeshté éshté pllaka). Simulimet e teorisé sé pastér
kalibruese té vetmen madhési invariant kalibruese kané laget e Wilson-it. Késhtu,
jané ato gé do merren né konsideraté pér veprimin kalibrues.

Shohim si realizohet njé simulim Monte-Carlo i teorisé té pastér kalibruese me grup

simetrie SU(3) (Creutz, 1980), (Barkai et. al., 1984), (Rothe, 2005). Funksioni i veprimit

té kontinumit té fushave kalibruese si¢ pamé dhe né seksionet mé lart ishte

S&A]:—% d'z ulF, (AP (4)) (I11.1.1)

Pér teoriné e pastér SU(N) veprimi kalibrues i diskretizuar rrjetor (i ashtuquajturi veprimi
i Wilson-it) kishte paragitjen

U] = Nﬁ S>3 Re #{1 U, (n)], (11.1.2)

¢ n€A p<v
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Kemi zévéndésuar me g = 2N, / g*, ku N_éshté numri i ngjyrave, gé pércakton edhe
grupin e simetrisé, gé pér rastin e simetrisé SU(3) éshté 3 = 6/92. Pritshméria e njé

operatori né njé teori kalibruese té kuantizuar Euklidiane né rrjeté jepet nga integrali
funksional

(0) = % [ Do) (111.1.3)

ku
7z = [ Dol (111.1.4)

Edhe pse variablat integrues mund té jené té fundme, hapésira e konfiguracioneve
éshté pérséri shumé e madhe pér té béré llogaritjen direkte. Pér shembull né njé rrjeté dy
dimensionale 32x32 ka 1024 nyje dhe ngse do duam té llogarisim vlerén e pritshme té njé
madhésie fizike, do té béhej shuma sipas té gjithé konfiguracioneve té mundshme 2048 té
lidhjeve midis nyjeve. Duke konsideruar Z variablat, numri i operacioneve éshté 22°4 ~
3x10°%°, gé &shté disi larg burimeve llogaritése kompjuterike. Kjo éshté arsyeja se pse
kéto integrale studjohen me mekanizma statistike me metoda Monte-Carlo. Né njé
simulim Monte-Carlo, ky integral pérafrohet me njé shumé té konfiguracioneve
kalibruese té gjeneruara me njé probabilitet

—S[U]
PlU] = L0 = ¢ (I11.1.5)
[ avesv
dhe mé pas llogariten
1 & -
0O==>0U], o=—ro oU.]— 0)? 11.1.6

né njé sekuencé zinxhirésh Markovi té kétyre konfiguracioneve U, (Rothe, 2005). Pritja e
madhésisé me gabimin e pércaktuar do jepej

(0)~ 0+ (111.1.7)

g
N

Pér té marré vlera sa mé té mira té madhésive gé llogariten éshté e nevojshme gé
té merren sa mé shumé konfiguracione. Gjenerimi i konfiguracioneve gjithashtu éshté njé
proces i réndésishém né simulimin e teorive kalibruese té pastra né rrjeté, té cilin do e
shohim né vijim.
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3.2 Gjenerimi i konfiguracioneve

Né pérgjithési éshté e réndésishme té gjenerosh konfiguracione me njé
shpérndarje té caktuar. Njé gasje efektive pér té tilla gjenerime realizohet prej njé procesi
Markovian (Rothe, 2005). Njé proces Markovi éshté njé proceduré stokastike.
Konfiguracioni i ri i krijuar varet vetém nga konfiguracioni paraardhés. Cdo proces
Markovi konvergjon né njé funksion té fiksuar shpérndarjeje dhe éshté ergodik.

Né simulimet numerike té QCD-sé punohet me té ashtuquajturit konfiguracionet e
réndésishme. Sipas késaj pérgasje duhet té zgjidhen pér studim ato konfiguracione U té
quajtura té réndésishme, té peshuara sipas probabilitetit t€¢ dhéné prej faktorit té
Boltzmann-it:

P[U] x exp(—pBS[U)), (1.2.1)

ku S[U] éshté funksioni i veprimit té konfiguracionit U . Kjo shpérndarje probabiliteti ka

shumé maksimume lokale dhe dihet vendodhja e pigeve né hapésirén e konfiguracioneve.

Njé proces Markovian éshté njé proces ku hapi i rradhés varet vetém nga njé hap
mé paré. Me fjalé té tjera, ¢do konfiguracion gjenerohet prej konfiguracionit té
méparshém népérmjet njé procesi té rastésishém me njé probabilitet kalimi:

WU - U)=WU'" =U"|U" =U) (111.2.2)

me vegori g¢ 0 <W(U —U’)<1 dhe ) WU —U)=1. Kalimi nga njé
konfiguracion i vjetér né njé té ri do té ¢cojé mbas disa hapash né njé konfiguracion té
shpérndaré sipas probabilitetit P[U]. Né ekuilibér mund té formulohet njé ekuacion
balance i tillé

SCPUWU — U') =)  PUWU" — U). (111.2.3)

Ana e majté e ekuacionit shpreh probabilitetin e ploté pér té aritur né njé hap Markovi me
U’ dhe ana e djathté jep probabilitetin e ploté pér tu larguar nga konfiguracioni U me njé
hap. N.g.se merret parasysh vetia ZU, WU — U’) =1 e probabilitetit t& kalimit

marrim

SCPUWU — U') =Y PlU’) (111.2.4)

Kalimi nga njé fushé kalibruese né njé té re pérbén njé pérmirésim (update) ose
njé hap Monte Carlo. Disa nga algoritmet e update-imit mé té pérdorur né simulimet
numerike té QCD-sé rrjetore jané algoritmi Metropolis (Metropolis et. al., 1953) i
propozuar nga Metropolis né 1953, metoda e banjos termike (Heat Bath) si dhe metoda e
mbirelaksimit (Overrelaxation) (Rothe, 2005). Né simulimet tona pérdorim algoritmin
Metropolis.
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3.3 Laget e Wilson-it

3.3.1 Pllaka (“Plaquette”)

Pér veprimin gluonik, éshté e mjaftueshme té& marrésh lakun e mbyllur jo-trivial
mé té shkurtér té mundshém né rrjeté. Ky lak éshté njé lak Wilsoni 1x1, i quajtur
ndryshe pllaké dhe pérdoret pér té llogaritur veprimin kalibrues ose até gé shpesh quhet
veprimi i Wilson-it. Pllaka éshté produkti i variablave lidhés “link variables” qé gjéndet
si¢ treguam né seksionin (2.2) nga ekuacioni (11.2.22). Pér té marré njé madhési invariant
kalibruese duhet té béhet produkti i renditur i kétyre variablave lidhés sipas njé laku té
mbyllur dhe pastaj gjurma e tij. Késhtu p.sh mund té marrim gjurmén e pllakés pér té
marré njé madhési invariant kalibruese. N.qse kemi njé rrjeté 4-dimensionale me n-nyje
atéheré pérftohen 6-n pllaka. Vlera gé marrim éshté mesatarja e tyre. P&r mé tepér pér ta
normuar até duhet pjestuar me 3, pasi variablat toné lidhés jané elementé té SU(3).
Késhtu pllaka do kishte formén:

1
Pz'nv.kalibruese = 3.6-n Z z Re tr[UW,(n)] (|“31)

neA u=v

~ T ~ N
n+v U‘u(n+‘y) N+ +v

= O
A
Uy (n) U, (n+4)
o & .
v -
n_, Uy (n £+ﬁ

Figuré 3.1 Laku planar i Wilsoni-it 1 x 1 i ashtuquajturi pllaké, né planin p2 me bazé né nyjen
n Variabli i shénuar me a tregon distancén rrjetore

3.3.2 Laku drejtkéndor

Laku tjetér mé i thjeshté né rrjeté mbas pllakés éshté laku drejtkéndor i Wilsoni-it
(Figura 3.2). Njé lak i tillé pérdoret me géllim pérmirésimin e veprimit kalibrues té
Wilsoni-it (Gattringer et. al., 2002) dhe pér té reduktuar gabimet e distancés rrjetore té

fundme me njé rend «? né teoringé perturbative rrjetore.
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Figuré 3.2 Laget drejtkéndore planare 1 x2dhe 2 x1 né planin uv

Shprehja pér Figurén 3.2, mund té shkruhet né terma té variablave lidhés si

R, (n) =U,(m)U,(n+ AU, (n + 20U, (n + o + D)Vl (n + i + )U}(n + 2)U} ()

— Y
+U,(n)U,(n+ @)U, (n + 4+ IQ)U/TI (n + 20)U} (n + D)U (n).

(11.3.2)

Né hapin e fundit, béjmé gjurmén e lageve drejtkéndore, pér té marré njé objekt
invariant kalibrues. Né cdo nyje té rrjetés ka 12 lage drejtkéndore pér njé rrjeté katér
pérmasore. Pér mé tepér nse b&mé normimin duhet té pjestojmé me 3 pér shkak té
simetrisé SU(3) té pérdorur. Pérfundimisht marrim

1
Rinv.kalibruese = 3.12.n Z Z Re tT[R/W (n)] (“'33)

neA pu=v

3.3.3 Laku véllimor

Laku véllimor njési éshté pérvec pllakés dhe lakut drejkéndor, njé tjetér lak
elementar né rrjeté. Ky lak gjithashtu ka géllim pérmirésimin e veprimit kalibrues (bén
pjesé né veprimin kalibrues Luscher-Weisz). Shprehja pér njé lak té tillé 1x1x1 né
hapésirén tre-pérmasore uv7do té ishte

Vil (m) = U, U, (n + iU, (n + o+ 0)U} (0 + 0 + #)U (n + 7)U (n)
(111.3.4)
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Figuré 3.3 Paragitja e njé laku véllimor 1 x1x 1 né rrjeté né hapésirén pvt

Numri i lageve véllimore t¢ mundshém né nyjet e njé kubi, korrespondon me
diagonalet e tij hapésinore, té cilat jané katér. Njé hiperkub katér pérmasor, mund té
shihet si i ndértuar prej 4-kubesh. Kjo ¢on né 16 lage véllimore té mundshme né ¢do nyje
té rrjetés. Atéheré, madhésia invariant kalibruese gé del nga kéto lage llogaritet

x1x 1
V;}w.lkallibruese = Z Z Re tr[vu,,r (n)] (“'35)

3-16-n neEN p=v=1

Né kété kapitull jepen llogaritjet tona té potencialit statik kuark-antikuark, ku jané
pérdorur fillimisht lage drejtkéndore té Wilsoni-itdhe mé pas llogaritjet pér laget
véllimore. Metoden dhe rrugén teorike se si derivohet ky potencial prej lageve té
Wilsoni-it e shpjegojmé mé poshté.

3.4 Potenciali statik kuark-antikuark

Potenciali statik kuark-antikuark, éshté njé objekt me interes teorik i studjuar pér
gati 30 vjet (Rothe, 2005). Ai shpreh energjiné e fushave kalibruese lidhése té dy
burimeve statike ngjyrash né distancé r nga njéra-tjetra. Llogaritjet kompjuterike té
Creutz né 1970 (Creutz & Moriarty, 1982) pér té gjetur potencialin statik kuark-
antikuark, konfirmuan se kuarket jané té mbyllura, pra se potenciali statik rritet linearisht
pér distanca té médha kuark-antikuark. Pér kété arsye do t€ duhej njé energji “infinit” pér
té ndaré dy kuarke, ato jané té mbyllura pérjetésisht né hadrone. Laget e Wilsoni-it jané
madhési invariant kalibruese gé ndihmojné né gjetjen e potencialit midis dy burimeve
statike ngjyrash. Le té shohim metodén si derivohet ky potencial prej lageve té Wilson-it.

Né trajté té pérgjithshme njé lak véllimor i ¢cfarédoshém (r; x n, x t) né hapésirén pwr
do té shkruhej
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Wi () = U, (2)..U (¢ + (5, = D)
~U,/<fv+71u) @+ 1+ (ry —1)D)
U (z+nfi+n0). U (z+na+no+ (E—1)7) (11.4.1)
~Uj[(:v+7’21/+t7) UT(x+r219+t%—(r1—1)ﬂ) o
(z + t7)..Ul(z + t7 — (r, — 1)D)
UX(

U,
v)..Ul(z = (t = 1)7).

Duke mesatarizuar sipas té gjitha mundésive t¢€ mundshme té pérftimit té njé laku té tillé
né njé piké z (pér njé kombinim té caktuar r, x =, x t) merret

T
i

W bruese = mz ST RetrWDm ()] (111.4.2)

TEN p=v=T

e cila éshté madhési invariant kalibruese dhe V = N, N,N,N, éshté véllimi rrjetor. Né
total, lage té tilla t& Wilsoni-itmund té gjenerohen né varési té zgjedhjes sé parametrave
n,ny,t, pra i, x n, X t lage. N.qg.se fiksojmé planet r, x r, me njé ndryshore té vetme r
kemi lage W(r,t)té Wilson-it. Po késhtu dhe pér laget planare.

Potenciali kuark-antikuark mund té nxirret prej sjelljes sé lageve t& Wilsoni-it pér
kohé té gjata. Pér kété le té llogarisim energjiné e njé cifti kuark-antikuark. Pér té
llogaritur kété madhési duhet té llogaritim funksionin e korrelimit té operatorit kuark-
antikuark né kohé té ndryshme

s T

W(r,t) = (0] 0,0)0,®) | 0) = (0,(00,()) (111.4.3)
ku operatori

O.(t) = (t,0)0U(t,0 — t,r)(t,r) (111.4.4)

r

éshté invariant kalibures dhe U(t,0 — t,r)éshté fusha kalibruese gé lidh kuarket nga
pika (¢,0)né pikén (¢,7), ku rpérfagson koordinatén hapésinore dhe ¢éshté koha e
pérhapjes sé kuarkut. N.g.se futim né shprehjen (111.4.3) identitetet » | n ><n | = I dhe

n

> Im><m|=1marrim

m
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W(r,t) =< O,(0 )Z]n><n|0r(t)T >
—Z<O Y ><n|O.@) >
:z:<ym><m|07,(0)krz><n|07-(75)T >
:g%:<m|0 |n><n|Or(t)T‘m>> (142
_<Z<0|O )In><n|O,@) [0>>

+ Z<m\07,(0)]n><n\07,(t)um>

n,m>1

Pér té izoluar gjéndjen bazé energjitike qé i korrespondon dhe potencialit statik kuark-
antikuark, duhet té neglizhojmé shprehjen e dyté tek ekuacioni (111.4.5) e cila pérfagson
gjéndjet e ngacmuara. Kjo realizohet pér vlera t¢ médha té t. Duke shfrytézuar dhe

ekuacionin H |n >= E,_ | n >dhese O,(t) = 0 (0)'e " marrim
rt)=>.<0]0.0)|n><n|0,0) 0> (14.6)

0se né trajtén

_ Z‘?j)ﬂf e—En(r)t _ ‘%‘ Ey(r)t +‘?/) ‘ E (r)t + ..

" (111.4.7)
gl [ st +]

Né anén e djathté té ekuacionit (111.4.7) dominon gjéndja bazé, si rrjedhim

o[

0

\%\ B = ¢ e Bt (11.4.8)

nga ku pérfundimisht mund té llogaritet potenciali statik kuark-antikuark duke izoluar
gjéndjen bazé pér kohé t té gjata si

V(r) = lim —%log(W(r, ). (111.4.9)
t—00
Njé metodé tjetér éshté ajo e llogaritjes sé potencialeve efektivé prej
W(r,t+1)
Vi(r —lo . 111.4.10
( )eff g Wrf) ( )
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Vlerat e potencialit efektiv té llogaritur né rrjeté pér cdo » té fiksuar, pérzgjidhen pér
t >> deri ku arrihet njé plato. Jané pikérisht kéto vlera té zgjedhura gé pérdoren pér té
modeluar potencialin kuark-antikuark sipas (111.5.2).

3.5 Tensioni i kordés dhe distanca rrjetore. Pércaktimi i shkallés

Né simulimet e teorive kalibruese rrjetore, éshté e nevojshme té fiksohet njé
madhési fizike me pérmasa né ményré qé té vendoset shkalla e teorisé. Pér té marré
madhésité fizike me pérmasa prej atyre rrjetore té cilat jané pa njési, duhet ditur
konstantja e rrjetés ose shkalla. P.sh pér gjetjen e masés fizike té grimcave m prej asaj
rrjetore m = am duhet ditur vlera e o. Kjo llogaritje kérkon njé madhési fizike pér
referencé, e cila éshté e pércaktuar nga eksperimenti dhe mund té llogaritet lehté né rrjeté.
Né teoriné e pastér kalibruese, si¢ éshté dhe rasti joné, njé madhési e tillé gé pérdoret
shpesh éshté tensioni i kordés K gé lidh dy kuarket. Vlera eksperimentale e tij prej
modelit fenomenologjik té kordés bozonike éshté

K = (440Me V). (111.5.1)

Ndérsa né rrjeté, tensioni i kordés llogaritet duke pérafruar potencialet efektive rrjetor té
dy kuarkeve statike sipas modelit

V(r) =V, + Kr + = (11.5.2)

T

ku K éshté tensioni i kordés dhe o njé konstante (ose koefigenti i termit t¢ Coulomb-it).
Njé model i tillé pérputhet me modelin e kordés bozonike pér distanca » té médha
ndérmjet kuarkeve. Pér distanca té médha kuark-antikuark dominon termi Kr , ndérkohé
pér distanca té vogla dominon termi a/r. Pér té kaluar né modelin pa njési shumézojmé

ekuacionin (111.5.2) me « dhe shénojmé me kapug té gjitha madhésité tani pa njési, pra té
llogaritura né rrjeté:

~

V=V +K

SHE I

+24 (111.5.3)
,

Ku a@shté né njésiné MeV~'ose né fm, ku 1MeV~' ~ 200fm dhe si rrjedhim qé

ekuacioni (111.5.3) té jeté pa dimensione kemi V =V, I?O =aV,, K =d®Kdhe & = a

Pérfundimisht, nga pérafrimi i béré modelit té€ fundit me vlerat e llogaritura né
rrjeté té potencialit efektiv, gjenden parametrat VO, K dhe a. Pér té pércaktuar vlerén e

konstantes sé ¢iftimit né ¢do simulim i referohemi shkallées Sommer (Guagnelli et. al.,
1998) sipas té cilés duhet té plotésohet kushti

r2F(r,) = 1.65 (111.5.4)
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pér 1, = 0.5fm. N.q.se zbatojmé (111.5.4) pér modelin (I11.5.3) dhe zévéndésojmé aty

K = f(/a2 dhe o = & marrim
f K
Q=T |— 111.5.5
V& +1.65 ( )

me K dhe & t& gjetur mé lart. Dihet se, kur konstantja e ciftimit beta éshté e madhe, a
éshté e vogeél, pra jemi mé afér kontinumit. Atheré pse té mos kryejmé simulime Monte-
Carlo pér beta shumé té médha (pavarsisht problemeve me koston kompjuterike)? Pér fat
té keq pérmasat e rrjetés jané té fundme. Késhtu n.g.se a do ishte shumé e vogél gjatésia
fizike L e rrjetés (e cila lidhet me distancén rrjetore nga L=aN, ku N-numri i nyjve sipas
kétij drejtimi) do ishte gjithashtu e vogél. Distanca rrjetore duhet mjaftueshmérisht e
vogeél sagé té pérshkruajé miré fizikén hadronike por duhet té jeté aq e madhe sagé
gjatésia e rrjetés té jeté e rendit té€ pérmasave té hadronit (p.sh diametri i njé hadroni tipik
si protoni éshté 1fm). Njé ilustrim jepet né Figurén 3.4.

/ hadron \
N
O
<>
a -—>
a
L=Na P
b L=Na
(a)
(b)

Figuré 3.4 a) N.g.se distanca rrjetore éshté shumé e vogél, rrjeta né vetevete éshté mé e vogél se
pérmasat tipike hadronike. b) N.g.se distanca rrjetore éshté shumé e madhe, ajo del jashté
pérmasave hadronike, jemi larg kontinumit. Té dyja jané raste ekstreme té papranueshme.

Volumi fizik i rrjetés (L"4) me gjatési L sipas ¢do drejtimi lidhet me volumin
rrjetor (N*4) me N-nyje pér drejtim, sipas L=aN. Né llogaritjet tona té potencialit statik
kuark-antikuark ne kemi fiksuar gjatésiné L té rrjetés L=1.6fm (e rendit té pérmasave
hadronike), pasi né simulimin e rrjetés 84 (si¢c do e shohim né vijim) morrém njé
distanceé rrjetore a=0.2fm, nga ku del garté L=0.2x8=1.6fm. Mé pas kemi kryer simulime
me rrjeta mé té dendura, por me gjatési fizike té fiksuar. Pér té mbajtur gjatésiné fizike L
té rrjetés konstante né ¢do simulim (pra pér té ndryshuar distancén rrjetore dhe si
rrjedhim pér té marré rrjeta mé té déndura ose mé té rralla pa dalé jashté pérmasave
hadronike) ndryshohet vlera e konstantes sé giftimit (3 sipas parametrizimit t&¢ Guagnelli

et. al., (1998)
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a

"o

In

= —1.6805 — 1.7139(3 — 6) + 0.8155(3 — 6)* — 0.6667(8 — 6)*

(111.5.6)

Llogaritjet e madhésive té caktuara (tensioni i kordés, masa e hadroneve etj)
kryhen pér distanca rrjetore té ndryshme a, né ményré qé rezultatet té ekstrapolohen né
limitin e vazhduar, pra a — 0.

3.6 Gabimet e diskretizimit rrjetor dhe kostoja llogaritése

Simulimet numerike t&é QCD-sé rrjetore fusin njékohésisht gabime statistike dhe
njé séré gabimesh sistematike.

I. Gabimet statistike
Mbas gjenerimit t¢ N konfiguracioneve U, statistikisht t& pavarura llogaritet

madhésia fizike O pér té cilén jemi té interesuar pér secilin konfiguracion dhe
pérfundimisht merret njé vlerésim pérfundimtar pér té nga:

<@=%Zow0 (111.6.1)

Gabimi statistikor i pércaktimit té madhésisé fizike do jepet nga

(111.6.2)

Ky vlerésim éshté bazuar né teoremén e limitit géndror e cila pohon se me njé numér té
madh té dhénash, shpérndarja e vlerave mesatare i bindet asaj Gausiane. Gabimi né
formulén (111.6.2) jep pikérisht gjérésiné e késaj shpérndarje. Shumé madhési fizike né
QCD-né rrjetore nuk mund té nxiren drejtpérdrejt nga té dhénat e nxjerra nga simulimi
por dalin si rezultat i analizés fit. Pér té vlerésuar gabimin statistik té njé madhésie té tillé
metoda Jackknife &shté mé e mira, e cila éshté shpjeguar né Shtojcén B.

I1. Gabimet sistematike

Me qéllim krahésimin e rezultateve té simulimit me ato eksperimentale é&shté e
nevojshme edhe vlerésimi i gabimeve sistematike. Burimet tipike pér kéto lloj gabimesh
jané si vijon:

Efekti i véllimit té fundém: Njé gabim tjetér né simulimet rrjetore t€ QCD-sé vjen
nga rrjeta me véllim té fundém. Ky éshté gabimi mé i thjeshté pér tu vizualizuar pasi
lidhet me pérdorimin e rrjetave té fundme pér té pérfagsuar njé sistem té pafundém.

65



Lusher tregoi se pér rrjeta mjaftueshmérisht t€ médha me gjatési L, korigjimet e véllimit

té fundém né vlerésimin e masés M té njé gjéndje té dhéné bien si e~ (Luscher, 1990)
Pra, géllimi éshté gé té punohet me rrjeta mjaftueshmérisht t¢ médha té tilla gé efektet e
madhésive té fundme té bien eksponencialisht.

Efekti i distancés rrjetore té fundme: Rezultatet fizike merren prej atyre té
llogaritura né rrjeté kur merret limiti i vazhduar (a — 0). Pér a té fundme, rezultatet
rrjetore kané gabime diskretizimi masa e té cilave varet nga shkalla e pérmirésimit té
veprimit né rrjeté. Pér ti neglizhuar kéto gabime ndigen kéto rrugé: Sé pari pérmirésojmeé
veprimin rrjetor né méyreé té tilé gé gabimet pér njé a té fiksuar té jené té vogla. Sé dyti,
pérsérisim simulimet pér distanca rrjetore té€ ndryshme dhe ekstrapolojmé né a — 0.

Ekstrapolimi kiral: Simulimet dinamike t&¢ QCD-sé rrjetore me masat fizike té
kuarkeve up dhe doén éshté praktikisht e véshtiré. Pérgjithésisht simulimet béhen pér
kuarke mé té rénda dhe rezultatet ekstrapolohen né limitin kiral prané my —0.

Konstantja e rinormimit: Elementét matricoré té marré nga simulimi rrjetor
lidhen me madhésité e teorisé sé vazhduar me ané té skemés sé rinormimit. Sipas skemés
sé rinormimit jo-perturbative té shpjeguar né seksionin (2.5) konstantja e rinormimit vuan
nga gabime sistematike njésoj si gjithe madhéisté e tjera.

Kostoja e njé simulimi rrjetor né QCD me fermione té ngrira (quenched) jepet
aférsisht nga formula (Lepage, 2000)
4
kosto _kompjuterike = [é] 11
o al a m?ra

(111.6.3)

ku termi i paré jep numrin e nyjeve té rrjetés, ndérkohé i dyti dhe i treté vijné si pasojé e
ngadalésimit kritik té algoritmeve té pérdorur pér simulim. Nga kjo formulé, treguesi
thelbésor 1 kostos llogaritése kompjuterike éshté distanca rrjetore, kostoja éshté

proporcionale me 1/ a®. Kjo tregon se pér té minimizuar koston duhet t& mbajmé njé
distancé rrjetore sa mé té madhe. Nga ana tjetér madhésia e distancés rrjetore limitohet
nga gabimet e diskretizimit. Késhtu sfida éshté pércaktimi i njé distance rrjetore té¢ madhe
aq sa té mbash nén kontroll gabimet e diskretizimit. Kéto gabime kané dy burime: sé pari
paragitja rrjetore na detyron té pérafrojmé derivatet me diferencat e fundme dhe sé dyti
futja e njé momenti kufizues ultraviolet.

3.7 Llogaritjet né paralel me FermiQCD

Kromodinamika Kuantike Rrjetore (LQCD) si¢ u tha é&shté njé formulim
algoritmik i teorise QCD, pra modeli matematikor gé pérshkruan kuarket dhe
bashkéveprimet e tyre. Ajo bazohet né algoritme numerike komplekse té derivuar prej njé
analogjie matematikore midis “integralit t¢ udhéve” n€ mekanikén statistike dhe
“hapave” 18 zinxhirit t& Markovit né algoritmin Monte Carlo. Llogaritjet numerike né
LQCD me metodat Monte Carlo mund té jené mjaft té kushtueshme sa i takon kostos
llogaritése dhe té kryhen né njési kompjuterike sa mé té médha, si superkompjuterat apo
tufat e kompjuterave. Shpesh kéto llogaritje lehtésohen duke pérdorur pérafrimin
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“quenched” si¢ u pérmend dhe mé sipér. Llogaritjet né paralel duke shfrytézuar tufa me
fugi progesimi té konsiderueshém jané gjithashtu njé alternativé pér té fituar né kohé dhe
kosto llogaritése. Shpesh éshté e domosdoshme qé llogaritjet rrjetore té kryhen né rrjeta
me volum sa mé té madh (rrjeta t€ déndura) né ményré qé rezultati gé merret pér njé
madhési té caktuar fizike té jeté sa mé i miré dhe sa mé i pérafért me até té kontinumit.
Kuptohet gé rrjeta t¢ médha kérkojné kosto llogaritése mé té madhe. Né simulimet e
numerike té teorisé sé pastér kalibruese SU(3) kemi pérdorur llogaritje né paralel né njé
prej tufave pér superllogaritje té projektit HP-SEE (High-Performance Computing
Infrastructure for South East Europe’s Research Communities), gé ndodhet né Bullgari
(BG-HPC).

Pér té implementuar llogaritjet né paralel kemi shfrytézuar njé softéare special té
quajtur FermiQCD (Di Pierro et. al., 2001), (Di Pierro et. al., 2002), (Di Pierro et. al.,
2004), i cili éshté njé koleksion klasash, funksionesh dhe algoritmesh né paralel pér
QCD-né rrjetore té shkruara né C++. Ai pérmban algoritme té optimizura té
implementuara duke pérdorur MPI (Message Paasing Interface) (Kuiper, 2008) por
thirrjet MPI jané té fshehura né nivelet e larta té algorithmeve gé pérbéjné FermiQCD.
FermiQCD funksionon gjithashtu edhe né njé procesor té vetém. Tipet (klasat) e gjuhés
tek FermiQCD pérfshijné numra kompleksé (mdp_complex), matrica (mdp_matrices),
rrjeta (mdp_lattice), fushat gluonike, fermionike (gauge field, fermi field), pérhapés
(fermi propagator), funksione veprimi kalibrues, fermionik (gauge action, fermi action)
etj. Njé nga avantazhet kryesore té FermiQCD ndaj librarive té tjera éshté fakti se ai
bazohet né njé strukturé té thjeshté té programimit té orientuar né objekte ndryshe nga njé
dizajn “procedurial”. Mg¢ poshté po listojmé né ményré té pérmbledhur disa prej
avantazheve gé ka pérdorimi i kétij software pér simulimet numerike tona né SU(3),
konkretisht té potencialit kuark antikuark.

e Programet (kodet) e shkruar né FermiQCD jané té thjeshta pér tu shkruar, lexuar
dhe modifikuar pasi sintaksa e pérdorur lidhet ngushté me sintaksén matematikore
té pérdorur né artikujt dhe librat e Teorisé Kuantike té Fushés.

e Programet jané “portable”, né sensin se mundet qé té kompilohen me ¢farédolloj
kompiluesi ANSI C++ tjetér . Optimizimet specifike hardéare-ike jané koduar né
librari dhe jané té fshehura nga niveli i larté i programimit.

e Komunikimet né Fermigcd bazohen né MPI.

e Programet jané t€ thjeshta pér t’u korigjuar pér shkak se pérdorimi 1 objekteve dhe
algoritmeve té FermiQCD nuk kérkon pérdorim eksplicit té shénjuesve. | gjithé
menaxhimi i memorjes realizohet prej objekteve né vetvete.

Figura 3.5, jep njé paraqgitje skematike té komponentéve pérbérés té Fermiqcd.
Komponenetet né nivelin mé té ulét, referuar si Matrix Distributed Processing,
pércaktojné gjuhén e pérdorur né Fermiqcd. Komponentet né nivelin e sipérm jané
algoritme. Ndérsa né krye géndrojné shembujt dhe aplikimet si dhe mjete té tjera. Kéto
mjete pérfshijné kryesisht konvertues pér formatet mé té zakonshme té fushave
kalibruese si MILC, UKQCD, Canopy, NERSC, ASCII etc.
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Converters from
MILC, UKQCD, Canopy,
NERSC, ASCII, Elc.

Examples and Applications

-
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FermiQCD

Fldﬂdetplexon N-dim Lattice Statistical

| | tools for
- | Bootstrap,
= -

| | Analysis,

| Fitting,
J-Jmml

C++ with POSIX (optional ASM with SSE/SSEZ support)

Figuré 3.5 Paraqitje skematike e pjeséve pérbérse té FermiQCD

3.8 Rezultate

3.8.1 Teste té performancés sé FermiQCD

Fillimisht ne studjuam dhe testuam softwarin FermiQCD né kompjutera lokalé
individuale pér rrjeta t& vogla deri né 4* mbi shembuijt e gatshém qé pérfshin paketa.
Burimi  pér  shkarkimin e tij gjendet né websiten e  softwarit
(http://web2py.com/fermiqcd). Pér ta pérdorur mé pas nuk nevojitet instalim por
paraprakisht kérkon instalimin e softwarit Mercurial, instruksione té métejshme jepen né
fagen zyrtare té softwarit. Mé pas testimi i softwarit u shtri né makina té médha paralele
si Klasteri né Sofje té Bullgarisé. Aksesi pér té pérdorur kété té fundit ishte pjesé e
llogaritjeve pér njé projekt llogarités té LQCD nga grupi TirLatt (grupi i studjueseve té
QCD-sé rrjetore né Tiran&, Shqipéri) té pérzgjedhur nga HP-SEE. Njé puné
parapérgatitore u bé me studimin dhe familjarizimin me programimin né paralel me MPI.
U njohén dhe u testuan komandat e kompilimit dhe ekzekutimit né paralel. Disa prej
kodeve gé gjenden tek shembujt e softuerit llogarisin: pllakén, ngarkesén topologjike,
pérhapésin e pionit, mezonit, etj. U studjua fillimisht koha kompjuterike e llogaritjeve né
klasterin paralel pér numér procesorésh té ndryshém té pérdorur si dhe pér rrjeta me
pérmasa té ndryshme me shembujt e gatshém té paketés, né ményré gé té testohej
pérshkallézimi i tij pér rrjeta edhe mé té dendura dhe pér numér procesorésh té ndryshém.
Rezultatet jepen té tabeluara né Tabelén 3.1.
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Tabelé 3.1 Vlerat e marra té kohés sé llogaritjes né sekonda né varési t€ numrit té procesoréve
pér rrjeta me volum té ndryshém me FermiQCD

Numri i Rrjeta 8" Rrjeta 124 Rrjeta 16”4 Rrjeta 20"
procesoréve
1 102.928 539.974 1699.8 3875.01
2 50.1882 245,913 775.098 1949.18
3 40.6041 187.391 575.832 1331.94
4 24.0793 137.427 414.68 940.543
5 27.4751 127.294 429.739 802.563
6 24.9939 92.3678 315.519 831.246
7 24.7644 83.7491 314.14 610.789
8 12.5531 84.0548 225.209 599.266
9 19.4817 125.336 313.202 893.248
10 19.475 126.841 313.366 616.307
11 19.441 128.586 311.705 626.435
12 19.5794 66.9843 317.799 625.546
13 19.7308 66.227 313.243 626.113
14 19.7594 67.4796 314.101 620.389

Gjithashtu po japim mé poshté rezultatet né trajté grafikésh. Konkretisht Figurat 3.6 deri
né 3.9 tregojné kohén kompjuterike té llogaritjes pér numér procesorésh té ndryshém nga
1 deri 14 pér rrjetat me volum 8"4, 12”4, 16™4, 20"4. Duket garté rénia eksponenciale e
kohés sé llogaritjes me rritjen e numrit té procesoréve pér té gjitha rrjetat. Vihet re
gjithashtu se pér numér procesorésh mbi 4, koha e llogaritjes saturohet.

120 T T T T T T T

4
Rrjeta 8

,_.
)
OHL

oo
o

Koha kompjuterike (sek])
5N o
= S

N
)

O\II\\\\IIIII
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Numri i procesoreve

Figuré 3.6 Varésia e kohés llogaritése kompjuterike nga numri i procesoréve té pérdorur, gjaté
simulimit té njé prej kodeve té FermiQCD pér rrjeté me volum 8"4
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Figuré 3.7 Varésia e kohés llogaritése kompjuterike nga numri i procesoréve té pérdorur, gjaté
simulimit té njé prej shembujve té& FermiQCD pér rrjeté me volum 12"4.
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Figuré 3.8 Varésia e kohés llogaritése kompjuterike nga numri i procesoréve té pérdorur,
gjaté simulimit té njé prej shembujve té FermiQCD pér rrjeté me volum 16”4,
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Figuré 3.9 Varésia e kohés llogaritése kompjuterike nga numri i procesoréve té pérdorur,
gjaté simulimit té njé prej shembujve té FermiQCD pér rrjeté me volum 20"4.

Kemi studjuar gjithashtu varésiné e kohés kompjuterike té llogaritjes nga
madhésia e rrjetés sé pérdorur né simulime pér numér procesorésh té fiksuar, e paraqgitur
grafikisht né Figurén 3.10.

4000 r 0
—— 1 - procesor
= —— 4 - procesore
9 30004 8- procesore
D]
n
8
& 2000"
a0
S
©
'S 1000|-
N
0 2 r
@"4 1274 1674 2074

Volumi i rrjetes

Figuré 3.10 Varésia e kohés kompjuterike llogaritése nga volumi i rrjetés, gjaté simulimit té njé
prej shembujve t& FermiQCD pér numer procesoresh té fiksuar 1,4,8.
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Duket garté se me rritjen e volumit té rrjetés rritet koha e llogaritjes. Né Figuré 3.10
paragiten disa raste studimi pér procesoré té ndryshém té fiksuar, si p.sh 1,4,8.

Kemi kryer edhe testin e pérshpejtimit dhe efikasitetit t& FermiQCD. Né qofté se
T(n,1) éshté koha e llogaritjes sé algoritmit sekuencial mé té shpejté té njohur dhe T(n,p)
koha e llogaritjes e algoritmit né parallel t€ ekzekutuar né p-progesoré, ku n éshté
madhésia e parametrave hyrés (volumi rrjetor), atheré testi i pérshpejtimit pércaktohet
nga S(p)=T(n,1)/T(n, p). Rezultatet e testit t& pérshpejtimit t& FermiQCD pér rrjeta
me volum té ndryshém jepen né Figurén 3.11.

—*— rrjeta 8"

—6— rrjeta 12°
—A—

o0

rrjeta 16%
— rrjeta 20"

)]

Pérshpejtimi (Speedup)
N EN

’ vija ideale

r r r r r r

0 2 4 6 8 10 12 14
Numri i progcesoréve

0

Figura 3.11 Testi i pérshpejtimit (speedup test) té Fermigcd nga numri i progesoréve té pérdorur
né simulim pér rrjeta me volum té ndryshém

Pérshpejtimi ideal do té pérftohej nése S(p) = p, késhtu nése do té dyfishonim
numrin e progesoréve, do té dyfishohej koha e ekzekutimit.

Njé tjetér test q&¢ mat performancén e njé algoritmi né paralel éshté testi i
efikasitetit, E(p), i pércaktuar si: E(p)=T(n,1)/p T(n,p) =S(p)/p. Rezultatet e testit t&
efikasitetit t& FermiQCD pér rrjeta me volum té ndryshém jepen né Figurén 3.12.
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Figuré 3.12 Testi i efikasitetit (efficiency test) i shprehur né pérgindje i Fermiqcd nga numri i
progesoréve té pérdorur né simulim pér rrjeta me volum té ndryshém

3.8.2 Llogaritja e potencialit prej lageve planare té Wilsoni-it né rrjeté

Mé pas studimi u shtri né ndértimin e lageve planare t¢ Wilsonit. Duke u bazuar
né shembullin dhe elementét qé pérdor FermiQCD pér laget katrore, ndértuam kodin gé
llogarit 36 lage drejtkéndore té Wilsoni-it pér madhési té ndryshme té drejtimit kohor ¢
dhe atij hapsinor r né rrjeté, konkretisht pér » = 1,...,6dhe ¢ = 1,...,6. Simulimet né
rrjeté u béné pér 100 konfiguracione statistikisht té pavarura, té gjeneruara me metoda
Monte Carlo. Kodi i shkruar pér kété géllim né FermiQCD jepet né Kodin A.1, Shtojca
A. Né total gjenerohen 3600 lage t& Wilsonit pér té gjitha konfiguracionet. Mé pas té
dhénat u importuan né Matlab/Octave ku jané béré llogaritje pér potencialin kuark-
antikuark, konstanten e rrjetés, tensionin e kordés si dhe gabimet pérkatése té kétyre
parametrave me Jackknife (Shtojca B), (Efron, 1979) Metoda e pérdorur nuk ishte ajo
standarte nga potencialet efektive e shpjeguar né seksionin (2.4). Potenciali llogaritej
direkt duke u nisur nga shprehja (111.4.8) nga ku kemi

—logW(r,t) = C, + V(r)t (111.8.1)

ku pérmbahen edhe gjéndjet e ngacmuara, pér sa kohé t merr edhe vlera té vogla
(t=1,..,6). N.g.se e modelojmé Vv (r) sipas (111.5.2) mund té shkruajmé

—logW(r,t) = C, + Vit + Krt + . (11.8.2)
r
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Ana e majté e ekuacionit pérmban logaritmet e lageve té Wilsoni-it té cilat jané llogaritur.
Ndérkohé gé r, t lévizin nga 1..6, dhe C, (konstante), V, (konstante), K (tensioni i kordes)

dhe « jané parametra (koeficenté) gé duhen pércaktuar. | gjithé problemi i gjetjes sé
kétyre parametrave konvertohet né zgjidhjen e njé sistemi ekuacionesh lineare té
mbipércaktuara:

Az =1b (111.8.3)

ku A - éshté matrica e koefigcentéve para ndryshoreve , b- pérmban logaritmet e lageve,
x - matrica me parametrat. Zgjidhja e kétij sistemi u kodua né Matlab/Octave gjithashtu
u kodua dhe gjetja e gabimeve me Jacknife e parametrave, e veté potencialit gé éshté
plotésisht i pércaktuar mbas gjetjes sé parametrave, si dhe u pércaktua distanca rrjetore
prej relacionit (111.5.5) dhe gabimi respektiv. Kodi i shkruar né Matlab/Octave qé kryen
kéto llogaritje jepet né Kodin A.2, Shtojca A. Mé poshté po japim té tabeluara rezultatet e
marra pér rrjeta me volum 8"4, 1274, 16™4

Tabelé 3.2 Vlerat e konstantes rrjetore a dhe tensionit té kordés K me gabimet respektive té
marra pér rrjeta té ndryshme (Rasti i lageve drejtkéndore pér r dhe t nga 1,...,6)

Rrjeta Konstantja e Konstantja Tensioni i kordés Gabimii a | GabimiiK
ciftimit rrjetore a né njési rrjetore
a’K
8" 5.7 0.2023(08) 0.1868(84) 1.0536e-04 3.77e-02
1274 5.85 0.1846(21) 0.2023(64) 9.0614e-05 3.87e-02
16™4 6 0.1648(91) 0.1609(73) 1.1363e-05 3.91e-03

Pritet gé vlera e tensionit té kordés té zvogélohet me zvogélimin e konstantes

rrjetore (kujtojmé K = o?K). Ndérkohé nga Tabela 3.2, shohim se pér tre rrjetat e mara
né studim tensioni i kordés né rrjeté éshté mé i madh pér 3 = 5.85 (¢iftim g ~ 1/ 3 mé
i dobét ) se pér B = 5.7( ku ciftimi éshté mé i forté). Né kushtet e ciftimit té forté
(energji té ulta) né distanca té largéta kuark—antikuark pritet gé tensioni i kordés
bozonike té jeté mé i madh. Kéto rezultate ishin té pritshme pér shkak té modelimit té
potencialit pa izoluar vetém gjéndjen bazé energjitike, duke marré kontributin edhe té
gjéndjeve té ngacmuara. Dihet se pér kohé té gjata dhe pér njé numér sa mé té madh té
lageve té marra né studim (kryesisht atyre pér té cilat ndihet diferenca e r nga t) mund té
izolohet gjéndja energjitike bazé pra potenciali statik kuark-antikuark. Pér kété arsye
kemi provuar té béjmé llogaritje t& potencialit me pérséri lage drejtkéndore té Wilsoni-it
por pér llogaritjen e potencialit jané maré né konsideraté t té fiksuar né vlera té médha.
Simulimet pér gjenerimin e lageve tani jané béré sipas Kodit A.3, Shtojca A, pér rrjeta
me madhési 8"4, 124, 1674, 20M. MEé poshté po japim té tabeluara né Tabelén 3.3
rezultatet e marra. Késhtu numri i lageve té gjeneruar varet nga volumi i rrjetés sé
pérdorur.
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Tabelé 3.3 Vlerat e konstantes rrjetore adhe tensionit té kordés a?K me gabimet respektive té
marra pér rrjeta té ndryshme (Rasti i lageve drejtkéndore pér t té fiksuar né vlerén maksimale)

Rrjeta | Laqge té Konstantja | Konstantja Tensioni i Gabimi a Gabimi K
Wilson-it | & ciftimit rrjetore a kordés né
njési rrjetore
a’K

8™ 900 5.7 0.2003(83) 0.2524(52) | 7.9370e-06 2.7e-03
1274 2500 5.85 0.1262(53) 0.0975(12) | 6.8974e-05 1.6e-02
1674 3600 6 0.1032(31) 0.0411(19) | 5.8115e-05 0.4e-02
20" 8100 6.092 0.0761(06) 0.0280(44) | 4.0815e-05 2.7e-03

Mund té llogarisim tani shkallén e teorisé. P.sh pér rrjetén 16”4 rezultoi se distanca
K = a®K = 0.0411 19 . Dimé se tensioni i kordés i gjetur saktésisht nga eksperimenti

éshté K = (440MeV)?, késhtu kemi

o= JE _ O0L NOOL e (020271 o0 e 0.0021(36) fim
K 440MeV 440 440
(111.8.4)
7 L L L L
* te dhenat fizike
6~ |—— ekstrapolimi ® 7

Tensioni i kordes (K) [1/fm?]

L L

.
0.1 0.15 0.2
Distanca rrjetore (a) [fm)]

.
0 0.05

Figuré 3.13 Ekstrapolimi né limitin e vazhduar a — 0 i tensionit té kordés pér rastin e lageve
drejtkéndore pér t té fiksuar né vlerén maksimale
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Nga Figura 3.13 rezultoi se né limitin e vazhduar K = 3.33 (fm™) = (200)? x 3.33 MeV? ~
(365 MeV)? ndérkohé vlera e gjetur eksperimentalisht K = (440MeV)?

3.8.3 Llogaritja e potencialit efektiv prej lageve planare té Wilsoni-it né rrjeté

Referuar dhe rezultateve té mésipérme vazhduam me metodén standarte, até té
potencialeve efektivé (111.4.10). Ku pér kohé té gjata potencialet efektive arrijné njé plato.
Pikérisht kéto potenciale pérdoren pér ti modeluar sipas (111.5.3). Si lage t& Wilsoni-it
zgjodhém laget drejtkéndoré té gjeneruara né Kodin A.1, Shtojca A. U kryen simulime
pér secilén rrieté 874, 1274, 16™4 pér 100 konfiguracione statistikisht té pavaruara. U
llogaritén né Matlab/Octavé potenciali kuark-antikuark, parametrat gé modelojné
potencialin, konstantja rrjetore si dhe gabimet respektive me Jacknife. Kodi i shkruar né
Matlab jepet né Kodin A.4, Shtojca A. Mé poshté po japim té tabeluara rezultatet e marra
pér lage té Wilsoni-it té gjeneruara nga Kodi 5 pér rrjeta me volum 8”4, 124, 16"4 pér
100 konfiguracione, me metodén e potencialeve efektive.

Tabelé 3.4 Vlerat e konstantes rrjetore a dhe tensionit t& kordés a?K me gabimet respektive té
marra pér rrjeta té ndryshme (Rasti i lageve drejtkéndore me metodén e potencialeve efektive)

Rjeta | Konstantjae | Konstantja Tensioni i Gabimi Gabimi
ciftimit 3 rrjetore a kordés statistikor a statistikor i K
a’K
8™4 5.7 0.2221(83) 0.3009 (39) | 9.6796(41)e-05 | 3.4427(74)e-02
1274 5.85 0.1837(57) | 0.16702(81) | 3.4302(16)e-05 | 1.0552(22)e-02
16”4 6 0.1060(69) 0.0596(12) 6.1446(90)e-05 | 8.0894(26)e-03

Pér té llogaritur shkallén e teorisé, zgjedhim njé nga rrjetat p.sh pér rrjetén 16°4 rezultoi
se distanca K = ¢’K = 0.0596 12 . Dimé se tensioni i kordés i gjetur saktésisht nga

eksperimenti éshté K = (440MeV)*, késhtu kemi

a_\/E_ 0.0596 [ +0.0596
K~ 440MeV

440
Pra u gjet gé shkalla e teorisé nga llogaritjet e potencialit kuark antikuark me metodén
efektive té jeté: a = 0.1109(45)fm . Kjo madhési mund té zgjidhet si referencé pé té

llogaritur madhési té tjera rrjetore né njési fizike, té njéjtat kushte llogaritése (volumi i
rrjetés, konstanten beta etj)

]Mev—l = [%4811] -200fm = 0.1109(45) fm

(111.8.5)
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Figuré 3.14 Ekstrapolimi né limitin e vazhduar ¢ — 0 i tensionit té kordés pér rastin e
potencialeve efektive prej lageve planare.

Nga Figura 3.14 rezultoi se né limitin e vazhduar K = 4.45 (fm®) = (200)? x 4.45 MeV? ~
(425 MeV)? pra shumé afér vlerés se gjetur eksperimentalisht K = (440MeV ). Mé

poshté jepen grafikét e potencialit efektiv prej lageve drejtkéndore r x t t€ Wilson-it, pér
r=t=1,...,6 , pér rrjetat 84, 12°4, 164 (té€ gjeneruara prej Kodit A.4, Shtojca A).
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Figuré 3.14 Grafiku i té dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark né rrjeté
8"4 me beta = 5.7 i modeluar sipas atij teorik me koefigentét e gjetur, né njési rrjetore
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Figuré 3.15 Grafiku i t& dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark nga laget
planare né rrjeté 8”4 me beta = 5.7 i modeluar sipas atij teorik me koefigentét e gjetur, né njési
fizike
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Figuré 3.16 Grafiku i potencialit efektiv kuark-antikuark té llogaritur né rrjeté 84 me beta =5.7
vija e drejté, sé bashku me kufijté e gabimit té pércaktimit té tij (vijat e ndérprera) né njési
rrjetore.
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Figuré 3.17 Grafiku i t& dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark nga laget
planare né rrjeté 12”4 me beta = 5.85 i modeluar sipas atij teorik me koefigcentét e gjetur, né njési
rrjetore
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Figuré 3.18 Grafiku i t& dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark nga laget
planare né rrjeté 12”4 me beta = 5.85 i modeluar sipas atij teorik me koefigcentét e gjetur, né njési
fizike.
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Figuré 3.19 Grafiku i potencialit efektiv kuark-antikuark té Ilogaritur né rrjeté 124 me beta
=5.85 vija e drejté, sé bashku me kufijté e gabimit té pércaktimit té tij (vijat e ndérprera) né njési
rrjetore.
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Figuré 3.20 Grafiku i té dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark me lage
planare, né rrjeté 16”4 me beta = 6 i modeluar sipas atij teorik me koeficentét e gjetur, né njési
rrjetore
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Figuré 3.21 Grafiku i té dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark me lage
planare, né rrjeté 16”4 me beta = 6 i modeluar sipas atij teorik me koeficentét e gjetur, né njési
fizike
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Figuré 3.22 Grafiku i potencialit efektiv kuark-antikuark té llogaritur né rrjeté 164 me beta = 6
vija e drejté, sé bashku me kufijté e gabimit té pércaktimit té tij (vijat e ndérprera) né njési
rrjetore.

Rezultatet e mésipérme né njési rrjetore pér t’i kthyer né njési fizike kemi
pérdorur shkallén rrjetore té pércaktuar mé lart pér rastin e lageve planare me metodén e

potencialit efektiv. Konkretisht V r [MeV] =V /a(fm) =V /ax200[MeV], (

1IMeV ™! =~ 200fm), ndérsa r(fm)=a-7. Nga sjellja e potencialit statik kuark-
antikuark pér rrjeta té ndryshme, konfirmohen tiparet e teorisé kromodinamike kuantike.
Duket garté gé me rritjen e distancés kuark-antikuark energjia gé bashkon dy kuarket
rritet linearisht, dukuri kjo gé konfirmon mbyllésiné e kuarkeve. Pér distanca té vogla
potenciali sillet si V(r) ~ 1/ r (shpesh i referohemi si termi i Coulomb-it) dhe pér
distanca té médha V(r) ~ r, kemi tablloné e kordés bozonike ku koeficenti i

proporcionalietit pércakton tensionin e kordés, i cili u mat né rrjeté dhe na ndihmoi pér
pércaktimin e shkallés té teorisé nga ku derivohen té gjitha madhésité e tjera né njési
fizike.

3.8.4 Llogaritja e potencialit efektiv prej lageve véllimore té€ Wilsoni-it né rrjeté

Njé tjetér lak i Wilsoni-it & mund té ndértohet né rrjeté éshté ai véllimor. Pér té
llogaritur potencialin efektiv ne kemi pérdorur lage véllimore W(rn,7,,t), me géllim

pérmirésimin e rezultateve nga marrja né konsideraté e sa mé shumé lageve né rrjeté. Pér
kété géllim ndértuam kodin pérkatés né FermiQCD, Kodi A.5 ,Shtojca A. Kodi llogarit
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216 lage véllimore té marré prej té gjitha kombinimeve n =1,...,6, r, = 1,...,6dhe
t =1,...,6,sipsh laget IxIx1, IxIx2, ....... IxIx6, Ix2x1,1x2x2,...,1x2x6, .... 6x6x6 .

Algoritmi i kétij kodi ndjek kéto hapa:

Hapi 1: Pérfshi té gjitha librarité e Fermiqgcd

Hapi 2: Fillo komunikimet me mdp (matrix distributed process)
Hapi 3: Pércakto kéta parametra

- Volumin e rrjetés

- Grupin e kalibrimit SU(n)

- Numrin e konfiguracioneve ose numrin e hapave Monte Carlo

- Konstanten e cifitimit (beta) e cila pércakton distancén rrjetore
Hapi 4: Krijo

- Njé rrjeté 4-ér pérmasore

- Njé fushé kalibruese U

- Njé konfiguracion fillestar té rastit
Hapi 5: Shumo sipas té gjithé hapave Monte Carlo ose sipas té gjithé konfiguracioneve

Hapi 6: Pércakto njé udhé né rrjeté pér té caktuar formén e lakut

Hapi 7: B&j shumén sipas té gjithave udhéve té mundshme né planin pv

Hapi 8: Llogarit pjesén reale té gjurmés sé produktit té renditur té lidhjeve U (n) pérgjaté
udhés, pra laget e Wilsonit

Hapi 9: Ruaj laget e Wilsonit né njé format .dat
Hapi 10: Mbyll komunikimet

Né total u gjeneruan 21600 lage véllimore pér 100 konfiguracione né njé rrjeté té fiksuar.
Simulimet u pérséritén pér 874, 1274, 16"4. Metoda e llogaritjes té potencialit nga ai
efektiv éshté njélloj si rasti i lageve drejtkéndore, por tani pér té zgjedhur potencialet
efektive ku arrihet platoja do fiksojmé ¢do plan r xr,. M& pas béhet pérafrimi sipas

modelit (111.5.3), ku r:»\f7~12+r22 dhe V(r)effjané vlerat e pérzgjedhura té

potencialeve efektive. Si pasojé e fluktuacioneve té médha té fushave kalibruese me kéto
lloj lagesh, morrém shumé raporte negative té njépasnjéshme. Si rrjedhim morrém shumé
vlera imagjinare té potencialeve efektive. Pér té shmangur kéto vlera kemi béré njé
pérzgjedhje té tillé ku kemi pérjashtuar té gjitha mundésité e raporteve negative, si
rrjedhim i kemi reduktuar ndjeshém vlerat e potencialeve efektive. Pérzgjedhja nga njé
rrjeté tek tjetra ndryshon, nuk mund té& automatizohet. Gjithashtu nuk mund té
pércaktojmé gabimet e koeficentéve té modelit me metodén Jacknife pasi té dhénat
fillestare nga ku niset Jacknife, modifikohen nga hegja e vlerave té pérmendur mé sipér
pa ndonjé rregull fiks, késhtu nuk mund té gjenden madhésité e derivuara nga zgjedhjet e
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reja gé bén Jacknife. Pér gjetjen e gabimeve kemi pérdorur njé metodé tjetér, Lfit, qé
jepet né Kodin A.7, Shtojca A. Parametrat hyrés té funksionit jané matrica A e
koeficentéve, | matricé diagonal njési dhe b ana e djathté e ekuacionit ose vlerat e lageve
té ngelura mbas pérzgjedhjes. Né Kodin A.6, Shtojca A jepet kodi né Matlab/Octavé qé
pércakton koefigentét e modelit, konstanten rrjetore si dhe formén grafike té potencialit
kuark-antikuark me vlerat pérfundimtare t€ mbetura. Rezultatet jepen né Tabelén 3.5.

Tabelé 3.5 Vlerat e konstantes rrjetore o dhe tensionit té kordés o>k dhe gabimet né vlerésimin
e tensionit té kordés té marra pér rrjeta té ndryshme (Rasti i lageve véllimore me metodén e
potencialeve efektive)

Rjeta | Konstantjae | Konstantja | Tensioni i kordés | Gabimi Gabimi
ciftimit 3 rrjetore a 2K statistikor a statistikor i K
8"4 5.7 0.1295(23) 0.08469(54) 6.092e-04 0.0335
1274 5.85 0.0990(19) 0.03620(39) 3.323e-04 0.0226
1674 6 0.0575(99) 0.0217(99) 5.427e-04 0.0044

Le té pércaktojmé shkallén pér rastin e lageve véllimore p.sh duke zgjedhur rrjetén 1674
njélloj si né rastet me laget planare. Kemi

\/% 0.0217 [«/0.0217]M6V1:[0.1473

]-200 fm = 0.0669(58)fm

T 440MeV | 440 440

(111.8.6)

Pra u gjet qé shkalla e teorisé nga llogaritjet e potencialit kuark antikuark me metodén
efektive té jeté: a = 0.0669(58)fermi. Kjo madhési mund té zgjidhet si referencé pér té
llogaritur madhési té tjera rrjetore né njési fizike, té njéjtat kushte llogaritése (volumi i
rrjetés, konstanten beta etj). Né Figurén 3.23 po japim ekstrapolimin e tensionit té kordés
né limitin e vazhduar pér laget véllimore
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Figuré 3.23 Ekstrapolimi né limitin e vazhduar a — 0 i tensionit t& kordés pér rastin e lageve
véllimore té Wilsonit

Nga Figura 3.23 rezultoi se né limitin e vazhduar
K = 7.38(fm™2) = 200 ° % 7.38 MeV? ~ (543MeV)?, pra larg vlerés se gjetur
eksperimentalisht K = (440MeV)?
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Figuré 3.24 Grafiku i té dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark me lage
véllimore né rrjeté 84 me beta = 6 i modeluar sipas atij teorik me koeficentét e gjetur, né njési
rrjetore
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Figuré 3.25 Grafiku i t& dhénave té llogaritura té potencialit efektiv kuark-antikuark me lage
véllimore né rrieté 12”4 me beta = 6 i modeluar sipas atij teorik me koefigentét e gjetur, né njési
rrjetore
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3.9 Pérfundime

Sé pari studimi i potencialit kuark-antikuark éshté thelbésor pér té testuar veti té
teorisé QCD né regjime té ulta energjitike (regjimet jo-perturbative). Njé ndér kéto tipare
éshté mbyllésia e kuarkeve. Nga sjellja e potencialit statik kuark-antikuark u vu re
dukshém fakti se pér distanca té largéta kuark-antikuark, potenciali rritet linearisht me
distancén. Ky fakt konfirmon mosvrojtueshmériné e kuarkeve si grimca té lira.

Sé dyti studimi dhe llogaritja e potencialit kuark antikuark né teorité e pastra
kalibruese shérben pér pércaktimin e shkallés sé teorisé nga ku mund té konvertohen
pastaj té gjitha madhésité e tjera té llogaritura né rrjeté né madhési fizike. Konkretisht
tensioni i kordés gé figuron né modelimin e potencialit merret si madhési referencé pasi
dihet saktésisht vlera e tij ekseperimentale. Krahésimi i vlerés eksperimentale té gjetur
me até té llogritur né rrjeté jep pikérisht koefigentin gé i lidh, distancén rrjetore ose
shkallén e teorisé.

Sé treti nga testimi i béré pér té llogaritur potencialin statik kuark antikuark prej
lageve té Wilsoni-it me forma té ndryshme dhe metoda té ndryshme, arritem né
pérfundimin se metoda e potencialeve efektive é&shté mé efikase. Rezultatet mé té mira u
morrén me kété metodé pér laget planare té Wilson-it. Problemi me laget véllimore
lidhet me numrin e madh té lageve véllimore qé duheshin gjeneruar dhe fluktuacioneve
mé t& médha. Fushat kalibruese duhet t€ jené mjaftueshmérisht t€ 1€émuara qé “sinjali” t&
jeté mé i madh se “zhurma” né llogaritjet rrjetore. Lage véllimore fusin gabime té
thyerjes sé simetrisé sé Lorentz-it.

Sé katérti teknikat e llogaritjes né paralel jané mjaft efikase né llogaritjet e QCD-
sé rrjetore. Né& simulimet né kompjuterat toné individualé me rrjeta shumé té vogla 4"4
(té rralla) do duhej rreth 8 oré pér té marré lage drejtkéndore (r =t =1...4) té Wilsoni-
itpér 100 konfiguracione. Ndérkohé té njéjtés llogaritje né paralel do t’i duheshin disa
sekonda. Késhtu njé drejtim i réndésishém ku duhet té fokusohemi pér llogaritjet e
ardhshme né QCD-né rrjetore jané llogaritjet né paralel.

Sé pesti softwari i zgjedhur pér llogaritjet tona né paralel éshté njé ndér softwaret
mé té miré sot pér sot né fushén e QCD-sé rrjetore. Nga pérshkrimi i tij theksuam
thjeshtésiné por dhe nivelin e larté té gjuhés sé pérdorur. Softwari pérshkallézohet shumé
miré deri pér numér procesorésh té pérdorur np=4. Koha kompjuterike e llogaritjes bie
eksponencialisht me rritjen e numrit té progesoréve té pérdorur pér njé nyje, pér njé rrjeté
té fiksuar.

Sé gjashti kodet e reja té programuar né C++ me gjuhén e FermiQCD-sé i

shtohen listés sé llogaritjeve qé bén ky softwar né fushén e QCD-sé rrjetore. Pra i jepet
njé kontribut teknikave té llogaritjes né paralel t¢ QCD-sé rrjetore.
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KAPITULLI 4

ALGORITME INVERTIMI

Menaxhimi dhe operimi me matrica t¢ médha té dhénash éshté njé problem i
zakonshém né shumé simulime fizike dhe nuk ndodh vetém né rastin e Kromodinamikeés
Kuantike rrjetore. Pérmirésimi i algoritmeve ekzistuese, optimizimi i numrit té
iteracioneve si dhe koha e pérgjithshme e kaluar pér zgjidhjen e njé sistemi linear
ekuacionesh té bazuar né kéto matrica jané mjaft té nevojshme pavarésisht nga fakti se
fugia e llogaritjes éshté ende né rritje.
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Figuré 4.1 Ecuria e fuqgisé kompjuterike llogaritése né vite né simulimet numerike té QCD-sé
rrjetore. Duket se né ditét e sotme jané duke u pérdorur mé shumé tranzistoré né sa mé shumé
nyje llogaritése né vénd té frekuencave té larta (Rappl, 2012).

Pér shkak té pérmirésimeve né progesin e ndértimit edhe mé shumé tranzistoré
mund té vendosen né té njéjtén hapésiré. Kjo sjell vendosjen e mé shumé progesoréve né
njé cip té vetém llogarités. Nga ana tjetér njé rol té réndésishém né uljen e kostos
llogaritése né QCD-né rrjetore ka dhe optimizimi dhe zhvillimi i algoritmeve sa mé
efektivé. Né Figurén 4.2 jepet fitimi né kohé llogaritése nga zhvillimi i fuqisé
kompjuterike dhe algoritmike né vite. Rasti konkret paraget kohén llogaritése pér
simulime né rrjeté 64 x 323, pér 5000 konfiguracione.
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Figuré 4.2 Fitimi né kohé llogaritése nga zhvillimi i fugisé kompjuterike dhe algoritmike né vite.
Rasti konkret paraget kohén reale llogaritése (né dité) pér simulime né rrjeté 64 x 323, pér 5000
konfiguracione (Jansen, 2012)

Né kété kapitull trajtojmé pikérisht problemin thelbésor né simulimet numerike té
QCD-sé rrjetore, problemin gé lidhet me zhvillimin e algoritmeve sa mé té shpejté dhe
eficenté né zgjidhjen e sistemeve lineare me matrica té médha té dhénash.

4.1 Llogaritja e pérhapésit té kuarkeve, njé problem invertimi

Mbas pérftimit té njé numri té€ konsiderueshém konfiguracionesh kalibruese
statistikisht té pavarura, hapi tjetér né simulimet numerike té QCD-sé rrjetore éshté
llogaritja e pérhapésit té kuarkeve sipas njé konfiguracioni té caktuar fushash kalibruese.
Njé “pérhapés” éshté amplituda e kuarkut pér té lévizur midis pikave té hapésiré-kohés.
Késhtu, né pérgjithési rezultatet pér madhési fizike merren duke llogaritur pritjen
matematike:

0V=2 (D4 0.5 (IV.1.1)
< > Zf H

ku O éshté cdo kombinim operatorésh i shprehur né produkt termash té renditur té
fushave kalibruese dhe fermionike. Fushat e kuarkeve tek O jané, né praktiké, té
rishprehura né funksion té pérhapésit té kuarkeve duke pérdorur teoremén e Wick-ut pér
té kontraktuar fushat. Elementi bazé pér ndértimin e madhésive fermionike éshté
pérhapési i Feynman-it (Gupta, 1997)
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1 Yab

S"(y, j.bsz,i,0) = D (IV.12)

T,%,a

ku D~'éshté i anasjellti i operatorit té Dirak-ut i llogaritur né njé fushé té dhéné. Késhtu
pér njé konfiguracion té fushave kalibruese, pérhapési i Feyman-it pér kuarket éshté njé
matricé me tre indekse: nyje, spin, ngjyré. Njé element i késaj matrice do jepte
amplitudén e pérhapjes sé njé kuarku nga nyja = me spin i dhe ngjyré atek nyja y me
spin j dhe ngjyré b. Pér té ndértuar funksionin e korrelimit duhet veprimi fermionik

vetém nga njé nyje burim e caktuar tek té gjitha nyjet e rrjetés. Kjo korrespondon me 12
kolona (ose rreshta) t&¢ D! gé lidhen me gradét e lirisé té spinit dhe ngjyrés.

Mbas diskretizimit té hapésiré-kohés, matrica e Dirakut béhet e fundme dhe i
anasjellti i tij mund té llogaritet numerikisht. Invertimi i operatorit té Dirakut &shté hapi
mé i réndésishém né llogaritjet rrjetore t€¢ QCD-sé dhe konsumon rreth 90% té ciklit té
CPU. NEé rastin e simulimit té fermioneve kirale problemi kompleksohet edhe me tepér
si¢ u pérmend edhe né seksionin (fermione Kirale ne rrjeté) pér shkak té formés matricore
mjaft té ndérlikuar té operatorit kiral t& Dirakut né kété rast. Problemet e simulimeve me
fermione kirale rrjetore té QCD-sé fokusohen né:

- llogaritjen e operatorit kiral té Dirac-ut né rrjeté (né rastin toné né formén e
fermioneve té shkurtuara té mbulimit)
- invertimin e kétij operatori

Késhtu, sfida kryesore né simulimet numerike t¢ QCD-sé me fermione Kirale
éshté zgjidhja e njé sistemi ekuacionesh lineare:

Z D (%, ¥) x> (y)=b?(X) (IV.1.3)
a,),X
ku D éshté operatori i Dirakut (né kété rast operatori kiral i mbulimit) i cili ka indekset e
ngjyrés (a,b=1..,3), spinit (i,j=1..,4), nyja (x,y) ndérsa x;(y) pérhapési i
kuarkeve nga njé nyje né njé tjetér. Pér shembull, né njé rrjeté me véllim 16%

kompleksiteti i matricés Ddo té ishté N =3x4x16* =785.432~10° Pra né thelb né
simulimet tona kérkohet zgjidhja e njé sistemi linear jo-singular

Dx=b (IV.1.9)

kux,pbe CNdhe DeCMMéshté operatori i mbulimit té Neuberger-it i trajtuar né
seksionin (2.6.1). Shumézimi me D do té thoté té llogaritet i anasjellti i rrénjés katrore té
njé matrice té madhe dhe té rrallé.

Késhtu, nga diskretizimi i operatorit kiral t& Dirakut né rrjeté merret njé matricé e déndur
dhe komplekse e rendit N =12N,N,N,N,. Pra sa mé té déndura rrjetat ag mé i madh
rendi i késaj matrice, si rrjedhim nevojiten mé shumé burime llogaritése. Duke géné se
simulimet pérsériten pér njé numér té konsiderueshém konfiguracionesh kalibruese
statistikisht té pavarura, rritet edhe mé tepér nevoja pér fuqi llogaritése.
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Ka tre ményra thelbésore pér té pérmirésuar gjéndjen e llogaritjeve né QCD:

=

rritja e fugisé kompjuterike (hardware), kjo éshté alternativa mé e shtrenjté

2. pérmirésimi i algoritmeve té invertimit dhe i atyre té simulimit (rasti i studimit
té kétij disertacioni)

3. pérmirésimi i formulimit t€ problemit né rrjeté, né ményré gé té kryhen

Ilogaritje me rezultate cilésore edhe né rrjeta té rralla.

Sé fundi, kompjuterat me arkitekturé paralele kané géné njé nga drejtimet
kryesore pér té pérmirésuar llogaritjet e QCD-sé né rrjeté (Tripicione, 1993), (Sexton,
1996). Por gjithashtu ka njé progres té jashtézakonshém né zhvillimin e algoritmeve
simulues eficent (Duane et. al., 1987), (Luscher, 1994) si dhe té algoritmeve té shpejté
invertues (Bori¢i & Forcrand, 1994), (Frommer et.al., 1994), (Frommer et. al., 1995),
(Fischer et. al., 1996), (Borici & Allkogi, 2006), (Xhako & Bori¢i, 2011), (Xhako &
Borici, 2014).

4.2 Metoda standarte té nénhapésirave té Krylov-it

Pér zgjidhjen e sistemeve lineare té médha, me karakteristika té matricave qé u
pérmendén mé sipér ekzistojné metoda standarte té testuara. Metodat optimale jané ato té
nénhapésirave té Krylov-it. Konkretisht jemi té interesuar té zgjidhim sistemin jo-
singular linear

Ax=b (Iv.2.1)

pér matrica shumé té médha dhe té dendura me spektér kompleks me ané té njé metode
iterative. N& rastin konkret per matrica té déndura dhe jo-singulare me kompleksitet
12N (N nyjet e rrjetés) si ato té operatorit té fermioneve kirale, metodat e dekompozimit

LU (Borici & Forcrand, 1994), jané shumé té shtrenjta, té rendit O(N®). Nga ana tjetér

iteracionet klasike si Jacobi, Gauss-Seidel, konvergjojné ngadalé, t& renditO(N?) (Borigi

& Forcrand, 1994), atheré zgjidhja kérkohet si problem pérafrimi, kjo do té thoté, gjej x
Si

x =arg min [b— Ay|, . (IvV.2.2)
ye(CN

Né fakt ky éshté njé problem katrorésh mé té vegjél. Zgjidhja standarte me ané té
dekompozimit QR t& matricés A (Borici & Forcrand, 1994) do t& ishte e rendit O(N°®).
Si rrjedhim kjo metodé éshté efikase vetém pér sisteme té vogla. Késhtu ne interesohemi
pér metoda iterative, ku A pérdoret is operator. Eshté treguar se né kété rast problemi
(IV.2.3) mund té zgjidhet me metodén iterative té& Arnoldit (Arnoldi, 1951). Njé avantazh
tjetér i késaj té fundit ndaj dekompozimit QR éshté fakti se ky algorittm mund té
ndalohet mé herét, me géllim té njé llogaritje té pérafért té¢ (IV.2.1). Kjo ide ¢on né
algoritmin GMRES (General Minimal Residual) (Saad & Schultz, 1986) gé prodhon né
iteracionin e i-té zgjidhjen x, qé kénaq
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x,=arg min |b- Ay, (IvV.2.3)
y—XpeKM

ku K; éshté njé nénhapésiré i-pérmasore, e quajtur nénhapsiré e i-té e Krylov-it e

gjeneruar nga operatori matricor Ae CN*N dhe njé vektor veCN, e cila éshté njé
hapésiré e tendosur nga vektorét

v, Av,..., Ay (IV.2.4)
Mund té shénohet si

K; (AV)=span {v, Av,..., Ai‘lv} ccN (IV.2.5)

Ku vektori v=r,=b—Ax, éshté mbetja fillestare. Metodat iterative qé gjenerojné
nénhapésira té tilla jané quajtur metoda iterative té nénhapésirave té Krylov-it.

4.2.1 Algoritmi i Arnold-it

Gjenerimi i bazés sé Krylov-it realizohet me ané té algoritmit té Arnold-it.
Implementimi i procesit t€ Arnold-it kérkon rekurenca té gjata dhe éshté ndalues pér
sisteme té médha. Metoda iterative e Arnold-it jepet nga algoritmi i méposhtém:

Algoritém 1: Metoda e Arnold-it

veCY, g =v/|v|,

for 1=12,3...
V= Aqg;
for j=1..i
(1V.2.6)
M =M,
Oig =V/ Ny

Vihet re iteracioni Arnoldi mbaron kur plotésohet kushti h;,,; =0. Le té jeté Q; matrica e
ndértuar nga vektorét q,...,q; dhe I—~|i njé matricé e sipérme e Hesenberg-ut me pérmasa

(i+1)xi e pérbéré nga elementét h; . Atheré mbas i hapash té Arnold-it do t& kemi (AB-
thesis)
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AQ =QHi,  QLQ.=! (IV.2.7)
Nga ku mund té marrim
H; =QfAQ, (IV.2.8)

ku H; merret nga I:|iduke hequr rreshtin e saj té fundit. Ekuacioni i fundit tregon se H;
éshté projeksioni i matricés Ané hapésirén K; né lidhje me bazén ortonormale g, ..., ;.

4.2.2 Algoritmi i Lanczos-it

Metoda iterative e Lanczos-it simetrik éshté analoge me até té Arnold-it pér
matrica hermitiane A. Ajo mund té derivohet thjesht nga metoda iterative e Arnold-it.

Projeksioni ortogonal i Ané nénhapéisrén K; do té jeté njé matricé tridiagonale
simetrike
T.=Q'AQ, (1IV.2.9)

Né fakt, prej (IV.2.8) rrjedh se né qofté se A éshté hermitiane, H;éshté hermitiane
gjithashtu dhe njékohésisht njé matricé e sipérme Hessenberg-u. Késhtu né kété metodé
H; éshté njé matricé tridiagonale, té cilén e quajmé tani T,. Meqgénése elementét e

subdiagonales t¢ H;, h;,;;, j=1..,i jané reale, matrica tridiagonale T; éshté reale dhe

simetrike. Né qofté se shénojmé elementét e diagonales «j,....,a;dhe elementét e
mbidiagonales me f4,,..., B_; . Atheré algoritmi i Lanczos-it simetrik mund té shkruhet si

Algoritém 2: Metoda e Lanczos-it

By=0,0y=0,veCN,q =v/|v,
for 1=123,..
v =Ag;
a =gV (1V.2.10)
V=V—0; o — iy fig
B =,
Ga=V/p
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4.3 Algoritme invertimi optimale té operatorit kiral (GMRES, CGNE, SHUMR)

Metoda iterative e Arnold-it éshté pérdorur né algoritmin GMRES (Generalized
Minimal Residual) (Saad & Schultz 1986) pér zgjidhjen e njé sistemi linear jo-singular té

formés (1V.2.1). Zgjidhja e pérafruar X; mbas i hapash éshté nga X, +K; zgjidhja mé e
miré né njé kéndvéshtrim katrorésh mé té vegjél:

Jo- A, = min [o-A,, (IV.3.)

ku K, éshté hapésira e i-té e Krylov-it e gjeneruar prej A nga mbetja fillestare
I, =b—Ax, (IV.3.2)
Nga ku kemi
X =X+ QY (1V.3.3)
pér y; € C'. Mund té shkruhet norma e vektorit té i -té té mbetjeve
[ =b-Ax (1V.3.4)
Si
[, =l - AQyil, (IV.3.5)

Kétu, GMRES pérdor iteracionin e Arnoldi-it, i cili ndérton vektorin e rradhés ¢;; té
bazés, ortogonal me gjithé té parét. Duke pérdorur (IV.2.7) merret

16, =~ QuaFivi], = Qs (v~ ii )|, =w les = Hiwi], v.38)

ku p, =||r0||2 dhe e € C'*Leshté vektori njési (1 0,...,0)T . Ekuivalenca e fundit tregon se

mbas i hapash iteracionesh Arnoldi, problemi fillestar i minimizimit (1VV.3.5) reduktohet
né njé problem mé té vogél katrorésh mé té vegjél. Ky problem mund té zgjidhet nga
faktorizimi QR i matricés sé sipérme té Hessenberg-ut. Kjo con né algoritmin e
méposhtém

Algoritém 3: Algoritmi GMRES
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X, €CN iy =b—Axy, 0, =1,/ p,
for 1=123,...

v = Ag;

for j=1to,i

hjiZQ]fV

v=v-g;hj
by =V,
Ois =V /Mg
yi=arg min,_. o8~ Hiyl,

X =Xy + QY

(IV.3.7)

Kur matrica A éshté hermitiane dhe pozitive pérfundimisht mund té minimizohet
funksioni

f(x)=x"Ax—x"b—b'x (IV.3.8)

me xeCN. Kjo éshté ekuivalente me problemin e katroréve mé té vegjél me koeficents
peshe

min [b— Ax|, = min (b— Ax)" A™ (b Ax) (IV.3.9)
xeCN xeCN

Zgjidhja e vetme e Kkétij problemi éshté x=A"b. Né qofté se pérdoren iteracionet e
Lanczos-it pér té projektuar sistemin linear né ¢do hap i né nénhapésirén e Krylov-it

K; (A1), arrihet tek algoritmi i Gradientéve té Konjuguar (CG- Conjugate Gradient)

Algoritém 4: Algoritmi CG
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Poe T dg=0,% C", 1 =b—Ax,, 6 =1/ py

for 1=123,..
v =Ag;
o =qjv
V=V—-0io — Qb (IvV.3.10)
Bi =,
Oa=V/p
Vi =Ti ooy
Xi =X+ QY

ku T, éshté matrica tridiagonale simetrike e marré nga 'I:, duke hequr rreshtin e saj té
fundit. Nga (1V.3.9) shihet se algoritmi CG minimizon gabimin A~b—xné norméne A.

Algoritmi CGNE

Meqgénese operatori i Dirakut né rrjeté, D, nuk éshté as pozitiv e as Hermitian shpesh
llogaritet njé operator i dhéné nga A = D"D dhe zgjidhet sistemi i ekuacioneve normale

D'Dx=D"b (IV.3.11)

Né kété ményré merret ai qé quhet algoritmi CGNE (Conjugate Garadients on Normal
Equations). Ashtu si me algoritmin standart t¢ CG, n.g.se jepet njé X,e pérafruar,

algoritmi llogarit mbetjen fillestare I,
I, =b—Dx, (IvV.3.12)

dhe inicializon p, né r,. Gjithashtu, inicializohet njé vektor i ri s;duke pérdorur
s, = DIy . Rekursionet e algoritmit CGNE jané

X =Xt o0
fia =1 —oDp (1V.3.13)
Piy1 = Sisat B Py

ku

L B = (v 314)

s, =D __SiS
1 (Dp;) (Dpi) Cos

i &=
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Algoritmi SHUMR

Algoritmi SHUMR éshté zhvilluar dhe testuar si njé algoritém gé ndjek njé strategji té
minimizimit t€ mbetjes. Ashtu si pér algoritmet e mésipérme pika e fillimit éshté

nénhapésira e Krylov-it K;. Ndryshe nga algoritmet e tjera kétu né vénd gé té projektohet
vektori i mbetjeve, kérkohet minimumi i normés sé tij né kété nénhapésiré. Néqofté se
kjo zgjidhje shénohet me X; atheré mund té shkruhet formalisht si zgjidhje e njé problemi
té katroréve mé té vegjél nga:

% = argmin|b - Dx|, (IvV.3.15)

xeK;

Duke  kérkuar x=Qy dhe duke pérdorur relacionin  pér  mbetjet
I :Qiel—Qm(c,lTi +c2I:iUi‘1)yi, (Borici & Allkogi, 2006) merret:

y; =arg rygg} HQi+1[31 - (Clii +¢, U i_l) Y]H2 (1v.3.16)

Meqgénése vektorét e Arnold-it jané ortonormalé, matrica Q;,; mund té neglizhohet dhe
késhtu merret njé problem mé i vogél i katroréve mé té vegjél. Ndérkohé nga matrica
I-~|i = I:iUi‘lqé ka kolona ortonormale mund té ndiget njé strategji pér té péftuar algoritém

me rekurenca té shkurtra, konkretisht gé pérfshin njé matricé tridiagonale. Né kété
ményré zgjidhja e problemit mé té vogél né kété rast jepet nga:

Z =argmin He1 —(CLUi +c,0; ) Z]H v Yi=Uig (IV.3.17)
2eC 2
ku
. T; .
ClUI +C2L| = eT ETI’ V:C2|i+l,i (IV318)
1
Ndahet vektori i zgjidhjeve si vijon:
Ku
& =argmin Hvoziei+1 +'ﬁ§”2 : (1V.3.20)
teC

Ky problem katrorésh mé té vegjél zgjidhet me ané té faktorizimit QR té matricés 'f, :
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'] (IV.3.21)

ku O, éshté njé matricé unitare i+1xi+1 dhe R; njé matricé tridiagonale e sipérme. Si
rrjedhim merret

& =argmin|ve; Qe + Rl - (IV.3.22)
£eC

Ashtu si¢ pérdoret shpesh né kéto raste, matrica unitare mund té ndértohet duke pérdorur
rrotullimet e Givens. Né hapin e i-té ajo mund té shkruhet si

0. 0 I|—1
Oi :GI( -1 J, Gi = Ci Si y CE +|Sk|2 :1 (IV323)

0 1 N
=S G
Nga ku:
i cili jep
?;ECQ Hvozioiei+1 + Iiiéuz = 2;!(51 vessig; + R, +vesci| (1V.3.25)

Ana e djathté éshté minimale né gofté se termi i saj i paré éshté minimal. N.gse pranohet
se R ka rank té plotéatheré ky term zhduket dhe si rrjedhim zgjidhja jepet nga:

& =-Rlevas, (1V.3.26)
Atheré zgjidhja pér problemin origjinal shkruhet si:
% =QUizi +QU;& =X +QU;& =% + % (1V.3.27)

ku

% =—QURqvass, (IV.3.28)
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Pér thjeshtimin e shprehjes pércaktohet matrica P, :
R =[Py P ]=QUR™ (IV.3.29)
dhe shénohet o, =vg;s; . Si rrjedhim merret:
% =—mp, (1V.3.30)

Pér ta kompletuar algoritmin duhen shkruar rekurencat né p;. Duke shfrytézuar
barazimin PR; = QU; merret:

Pish + P& + P26 =G + gl g (1V.3.31)

ku z4,¢;,6, shénohen vlerat e ndryshme nga zero té kolonés sé fundit t¢ R, . Nga ky
ekuacion merret:

ki = (qi +0i Ui 1 — Pi1& — P26k )/ﬂi (IV.3.32)

Ekuacioni i fundit kompleton pérshkrimin e metodés, té quajtur SHUMR. Rezulton se
algoritmi SHUMR éshté algoritmi mé optimal pér sisteme lineare té zhvendosura, si¢
éshté rasti i operatorit kiral t&¢ mbulimit.

4.4 Algoritmi i Multirrjetave

Ideja e pérdorimit té rrjetave té shuméfishta ose multirrjetave mund té kuptohet duke
marré né konsideraté veprimin e njé invertuesi té€ Krylov-it mbi mbetjen r = Ax—Db, ku
si¢ éshté pérmendur dhe mé sipér b éshté njé vektor burim, A éshté operatori i zgjedhur
qé pérfagson fermionet né rrjeté dhe x éshté njé zgjidhje e propozuar fillestare. Gjaté ¢do
hapi té zgjidhésit té Krylov-it, vektori i zgjidhjeve x update-ohet prej madhésish gé
zerojné ose konjugojné mbetjen pérgjaté drejtimeve té caktuara né hapésirén e Krylov-it.
Hapésira e Krylov-it popullohet nga vektoré té shumézuar me fuqité e matricés A,
késhtu vlerat vehtjake t¢ médha té vektorit do té shtohen. Si rrjedhim, mbetja do té
deciftohet shumé shpejt né mode té gjata/shkurta, por modet e ulta do té ndikohen pak
nga update-imet, thuhet ndryshe se zgjidhésit e Krylov-it vuajné nga ngadalésimi kritik.
Megjithaté ne mund ta zgjidhim problemin duke krijuar njé rrjeté té re mé té rrallé né té
cilén modet e gjata nuk jané mé dhe aq té gjata. Duke operuar né njé rrjeté té tillé mé té
rrall&, i njéjti zgjidhés i Krylov-it do té ishté mé efigient né eliminimin e modeve té ulta
nga mbetja. Né qofté se gjendet qé zgjidhési i rrietés sé rrallé éshté ende i ngadalté, e
gjithé procedura mund té pérséritet né njé rrjeté akoma mé té rrallé, derisa ngadalésimi
kritik té eliminohet. Ideja e krijimit t& njé rrjete t& rrallé géndron né pércaktimin dhe
pérdorimin e dy operatorév té rinj té quajtur: operatori i reduktimit (restrictor) R i cili
redukton vektorét nga rrjeta e dendur né rrjietén e rrallé dhe operatori i interpolimit
(prolongtor) P i cili kryen funksionin e anasjellté. Thelbi i algoritmit té multirrjetave
éshté reduktimi i problemit né njé rrjeté mé té rrallé ku ai mund té zgjidhet mé
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efektivisht. 1 gjithé progesi mund té vizualizohet si njé “zbritje” né njé rrejté mé té rrallé,
duke u pasuar nga njé “ngjitje” drejt rrejtés sé dendur, njé procges i njohur si cikli V. Njé
cikél V i aplikuar pér té zgjidhur problemin Ax =b konsiston né 5-hapa kryesore:

Hapi 1: Apliko n; iteracione té njé zgjidhési S; né rrjetén e dendur :
% =S (Ab)
Hapi 2: Redukto mbetjen né rrjetén e rrallé:
b, =R(b—Ax)
Hapi 3: Apliko n, iteracione té njé zgjidhési S, né rrjetén e rrallé:
X, =S52 (RAP,b,)
Hapi 4: Interpolo korigjimin, shtoja zgjidhjes sé paré dhe pércakto mbetjen e korigjuar:
by =b—A(PX, +%)
Hapi 5: Apliko n; iteracione té njé zgjidhési S5 né rrjetén e dendur:
X =% +PX, +S3° (Ab;)

| shprehur né kété formé, algoritmi i multirrjetave ka tendencén e reduktimit ne
rrjeta edhe mé té rralla edhe brénda zgjidhésave né rrjetén e rrallé, si pér shembull

zgjidhési S, né vetvete mund té jeté njé cikél V, duke formuar késhtu njé proges tre-

nivelesh té quajtur njé W - cikél. Njé rezultat i réndésishém i késaj vetie té reduktimit
éshté se algoritmet e rrjetave té shuméfishta mund té largojné ngadalésimin Kkritik né ¢do
rast. Né rastet kur njé zgjidhés multirrjeté prej njé cikli nuk mund té largojé ngadalésimin
kritik, pér shkak té divergjencés té numrit té iteracioneve té nevojitura né rrjetén e rrallg,
mund té shtohet njé tjétér cikél akoma mé i rrallé. Gjetja e nénhapésirés mé té miré pér
nivelin e rrjetés sé rrallé éshté njé pjesé e réndésishme e algoritmit té multirrjetave.
Qartésisht nénhapésira mé e perdorur do ishte ajo gé pérmban vektorét vehtjaké gé i
korrespondojné vlerave vehtjake mé té vogla té operatorit. Kéta vektoré ndahen lehtésisht
né blloge gé i korrespondojné nyjeve té rrjetés sé rrallé dhe nénhapésira e nivelit té rrallé
pérbéhet nga e gjithé hapésira e tendosur nga kéta blloge vektorésh. Kjo éshté njé
hapésiré shumé heré mé e madhe se ajo e tendosur nga vektorét né vetvete.

Né studimin toné duam té pérfshijmé dhe zhvillojmé algoritmin e multirrjetave
pér té simuluar fermionet kirale ose fermionet né trajtén e fermioneve té mureve
domenore né QCD-né rrjetore. Aplikime té algoritmit t& multirrjetave né simulimet
numerike t&¢ QCD-sé rrjetore gjenden gjithashtu né (Ben-Av, 1991), (Brower et. al.,
1991), (Brandt, 1992), (Ben-Av et. al., 1993), (Hasenfratz , 1998).
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Né kété kapitull té kétij disertacioni zhvillohet ideja e algoritmit t& mulitrrjetave i
reduktuar né até me dy rrjeta pér invertimin e fermioneve kirale.

4.4 Zhvillimi i algoritmit me dy rrjeta pér invertimin e operatorit té mbulimit né
SU(@3)

Njé ményré efikase e zgjidhjes sé sistemeve lineare gé burojné prej barazimeve
diferenciale né rrjeté, éshté ajo e pérdorimit té Rrjetave té Shuméfishta (Press et. al.,
2007). Me géllim pérshpejtimin e zgjidhjes né rastin e simulimeve té fermioneve kirale
né rrjeté kemi zhvilluar algoritmin me dy rrjeta. Konkretisht, pérdorimi i algoritmit me
dy rrjeta ka si synim té reduktojé mbetjen né njé rrjeté mé té rrallé se rrjeta mbi té cilén
kérkohet zgjidhja e problemit; té zgjidné problemin né rrjetén mé té rrallé dhe té
interpolojé zgjidhjen né rrjetén e dendur, pra né rrjetén origjinale. Kéto hapa iterohen
derisa norma e mbetjes té béhet mé e vogél se njé tolerancé e paracaktuar. Ne kemi
implementuar algoritmin e mésipérm né rastin e operatorit kiral t€ Dirakut né rrjeté,
operatorin e mbulimit t¢ Neuberger-it. Né& ményré gé té pérdoret algoritmi i rrjetave té
shumeéfishta né rastin toné, shfrytézohet njévlefshméria e operatorit té mbulimit me até té
fermioneve té shkurtuara té mbulimit né 5-pérmasa hapésinore-kohore Euklidiane.
Késhtu sistemi i rrjetés sé rrallé

DMy=r, (IV.3.33)
mund té merret prej zgjidhjes sé sistemit 5-pérmasor:
Moy (My)Px =Mqoy (DP7, (1V.3.34)
me P shénojmé matricén e pérkémbimit. Nga vektorét » dhe n, 7 =(y, 7?,... )" dhe
n=(r,0,..,0)", pércaktohen pikérisht vektorét y dhe r t& sistemit té rrjetés sé rrallé.

Mé poshté po japim algoritmin me dy rrjeta gé kemi ndértuar pér zgjidhjen e Kkétij
problemi:

ALGORITMI TWO-GRID. Algoritmi me dy rrjeta pér invertimin e operatorit té
Neuberger-it né SU(3)

Le té jené x, eC" dhe r, =b—Dx,.
Caktojmé dy toleranca: tol pér sistemin né rrjetén e dendur dhe tolO pér sistemin né
rrjetén e rrallé.

fori=1,2, ...do
Formojmé vektorin e rrjetés sé rrallér; = (ri,o,...,o)T , ku numri i vektoréve zero 4-
pérmasore éshté N — 1.
Zgjidhim sistemin linear Mgy, (Mg)P %, = M1oy () Pr; derisa mbetja té jeté mé

e vogeél se tol0||M+y ()P, -
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ALGORITMI TWO-GRID. Algoritmi me dy rrjeta pér invertimin e operatorit té
Neuberger-it né SU(3)
Nxjerrim korigjimin e zgjidhjes sé pérafért 4-pérmasore Y;,; prej asaj 5-
pérmasore

N
i = O 28 200
Pérditésojmé zgjidhjen né rrjetén 4-pérmasore X4 = X + Vi
Llogarisim mbetjen e rrjetés sé rrallé r,,; =b—Dx;

<tol b -

+1-

Ndalo nése |4,

end for

Algoritmin e mésipérm e kemi koduar né Matlab/Octave.

45 Rezultate

Pérvec algoritmit t¢ mésipérm té koduar né Matlab/Octave (Kodi C.1, Shtojca C)
éshté shfrytézuar i gatshém algoritmi CGNE (Conjugate Gradients on Normal Equation).
Qéllimi 1 pérdorimit té tij éshté ai i krahésimit me algoritmin me dy rrjeta. Té dy
algoritmet jané llogaritur né fushé kalibruese t& fiksuar, né rrjet¢é me volum 4% me
konstante ciftimi té fushés kalibruese #=6/g2nga B=5.8 deriné f=55, me hap 0.1.

Pér njé vleré té fiksuar té kétij parametri éshté testuar algoritmi me dy rrjeta pér masa té
ndryshme kuarkesh, duke filluar nga kuarke té rénda me masé (né njési té konstantes sé
rrjetés, pra béhet fjalé pér a, e cila do té nénkuptohet) 0.13 deri né kuarke mé té lehta me
masé 0.03 me hap 0.01. U vu re se pér secilén vleré té fiksuar té konstantes sé ¢iftimit,
masat e kuarkeve pér té cilin algoritmi me dy rrjeta funksionon ndryshonin nga njéri
konfiguracion tek tjetri. Rezultatet numerike té simulimeve jané pérmbledhur né tabelat
né vijim. Pér c¢do konfiguracion, jepet njé tabllo e garté pér masa té ndryshme té
kuarkeve, numri i shumézimeve me matricén e Wilsoni-it dhe norma e mbetjes né kété
hap. Né llogaritjet tona éshté vendosur saktésia e rendit 10, Vlerat e normés sé mbetjes
me shénjén mé e vogél (<) nénkuptojné se pér masén korresponduese algoritmi me dy
rrjeta rrit saktésiné e kérkuar prej nesh. Ndérsa masat e kuarkeve me normé mbetjesh pa
shenjén <, kané njé stanjacion té vlerave té mbetjeve né vlerén e kuotuar né tabelé. Ne do
té konsiderojmé se algoritmi me dy rrjeta nuk konvergjon pér kéto masa. Konkretisht, pér
konfiguracionin e paré€ t€ marré pér B = 5.8, duke iu referuar t€ dhénave né€ Tabelén 4.1,
shihet se algoritmi yné konvergjon pér masa té kuarkeve m = 0.09, m = 0.07, m = 0.06, m
=0.03, pér masa té tjera kemi stanjacion.

Tabelé 4.1 Té& dhénat e marra nga historia e konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e paré me konstante ¢iftimi S =25.8.

Masa e kuarkut Numri i shumézimeve me Norma e mbetjes
matricén e Wilson-it
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0.1 9552 10°
0.09 16152 <10°®
0.08 12450 10°
0.07 20700 <10°
0.06 24366 <10®
0.05 17898 10°
0.04 26148 10°
0.03 47580 <10°

Né konfiguracionin e dyté té marré pér p = 5.7, duke iu referuar té€ dhénave né
Tabelén 4.2, algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér masa té kuarkeve m = 0.12, m = 0.09,
pér masa té tjera kemi stanjacion.

Tabelé 4.2 Té dhénat e marra nga historia e konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e dyté me konstante ¢iftimi S =5.7.

Masa e kuarkut

Numri i shumézimeve me
matricén e Wilson-it

Norma e mbetjes

0.13 8052 10°
0.12 13362 <107
0.11 9606 10°
0.1 10956 10°
0.09 19566 <10°
0.08 15306 10°
0.07 17292 10°
0.06 24240 10°
0.05 24240 10°

Né konfiguracionin e treté t€ marré pér p = 5.6, duke iu referuar t€ dhénave né
Tabelén 3.3, algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér masa té kuarkeve m = 0.12, m = 0.11,
m =0.07, m = 0.06, pér masa té tjera kemi stanjacion.

Tabelé 4.3 Té dhénat e marra nga historia e konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e treté me konstante giftimi §=5.6.

Masa e kuarkut

Numri i shumézimeve me
matricén e Wilson-it

Norma e mbetjes

0.13 7512 10°
0.12 12108 <107
0.11 13098 <107
0.1 8958 10°
0.09 10080 10°
0.08 11286 10°
0.07 18282 <107
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0.06 20076 <107

0.05 15612 10°

N¢ konfiguracionin e katért t€ marré pér p = 5.5, duke iu referuar t€ dhénave né
Tabelén 4.4, algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér masa té kuarkeve m = 0.13, m = 0.11,
m=0.1, m=0.09, m=0.08, m = 0.05, pér masa té tjera kemi stanjacion.

Tabelé 4.4 Té dhénat e marra nga historia e konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e treté me konstante giftimi f=5.5.

Masa e kuarkut Numri i shumézimeve me Norma e mbetjes
matricén e Wilson-it
0.13 11430 <10®
0.12 7674 10°
0.11 12948 <10°®
0.1 14118 <10°
0.09 15312 <10®
0.08 17400 <10®
0.07 12378 10°
0.06 14670 10°
0.05 25452 <10°®

Paralelisht é&shté kryer e njéjta proceduré edhe me algoritmin e marré pér
krahésim CGNE. Rezultatet e marra paragiten né grafikét e méposhtém, ku jepet historia
e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta (TWO-GRID) dhe atij CGNE si funksion i
numrit té shumézimeve gé kryhen me matricén e Wilson-it. Figura 4.3 éshté marré pér
konfiguracionin e paré té gjeneruar me konstante ¢iftimi S8 =5.8 dhe masa kuarkesh té
ndryshme si¢ tregohen né figuré. Po késhtu Figura 4.4 jep historiné e konvergjencés sé dy
algoritmeve pér konstante ¢iftimi g =5.7, Figura 4.5 pér konstante ciftimi B =05.6dhe

Figura 4.6 pér konstante ¢iftimi g =5.5. Duket garté se algoritmi me dy rrjeta pér secilin

konfiguracion éshté rreth 6-heré mé i shpejté se CGNE pér ato masa kuarkesh pér té cilat
ai konvergjon.
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Invertimi i operatorit te Neuberger-it me ane te algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID

krahesuar me CGNE
[ L

100 T T

Norma e mbpetjes

10-10

[

TWO-GRID (m=0.1)
CGNE (m=0.1)

> TWO-GRID (m=0.09)

[e)

v v D > A A

CGNE (m=0.09)
TWO-GRID (m=0.08)
CGNE (m=0.08)
TWO-GRID (m=0.07)
CGNE (m=0.07)
TWO-GRID (m=0.06)
CGNE (m=0.06)

- TWO-GRID (m=0.05)
* CGNE (m=0.05)

TWO-GRID (m=0.04)
CGNE (m=0.04)
TWO-GRID (m=0.03)
CGNE (m=0.03)

[
0 20000

[
40000

[ [
60000 80000

[
100000

120000

Numri i shumezimeve me DW

Figuré 4.3 Grafiku gé paraget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID
dhe algoritmit CGNE pér masa t& ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4* dhe

me konstante ¢iftimi 5 =5.8.
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Figuré 4.4 Grafiku qé paraget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID
dhe algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4* dhe

me konstante giftimi f=5.7.
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Invertimi i operatorit te Neuberger-it me ane te algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID

krahesuar me CGNE

10 T T 8 [

Norma e mbetjes

.4
o

T
R &8
4

x

x % % + o e e v VD> D> A A O O # 4

x

TWO-GRID (m=0.13)
CGNE (m=0.13)
TWO-GRID (m=0.12)
CGNE (m=0.12)
TWO-GRID (m=0.11)
CGNE (m=0.11)
TWO-GRID (m=0.1)
CGNE (m=0.1)
TWO-GRID (m=0.09)
CGNE (m=0.09)
TWO-GRID (m=0.08)
CGNE (m=0.08)
TWO-GRID (m=0.07)
CGNE (m=0.07)
TWO-GRID (m=0.06)
CGNE (m=0.06)
TWO-GRID (m=0.05)
CGNE (m=0.05)

Numri i shumezimeve me DW

L [ L [ L
0 20000 40000 60000 80000 100000

120000

Figuré 4.5 Grafiku gé paraget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID
dhe algoritmit CGNE pér masa t& ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4* dhe

me konstante ¢iftimi §=5.6.
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Figuré 4.6 Grafiku gé paraget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID
dhe algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4* dhe

me konstante giftimi f=5.5.
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4.6 Pérfundime

Algoritmi me dy rrjeta, i zbatuar pérgjaté pérmasés sé 5-té Euklidiane, rezulton 6-
heré mé i shpejté se algoritmet standarte té nénhapésirave té Krilovit pér konstantet e
ciftimit beta = 5.8, 5.7, 5.6, 5.5 dhe pér disa masa kuarkesh té caktuara. Algoritmi nuk
konvergjon pér té gjitha masat e kuarkeve, né té cilat péson njé stanjacon. Gjithsesi ideja
e zbatimit té rrjetave té shuméfishta éshté mjaft premtuese né pérshpejtimin e fermioneve
kirale né simulimet numerike té QCD-sé rrjetore.
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KAPITULLI 5

PERSHPEJTIMI | LLOGARITJEVE TE FERMIONEVE
KIRALE NE QCDLAB

5.1 Hyrje né QCDLAB 1.0

QCDLAB éshté njé paketé funksionesh pér kérkim dhe simulime numerike té
QCD-sé rrjetore. Ajo éshté njé paketé e pérbéré nga njé grup funksionesh né
MATLAB/OCTAVE e sjellé né dy versione QCDLAB 1.0 (Borici, 2006) dhe QCDLAB
1.1 (Borigi, 2007). QCDLAB éshté projektuar té jeté njé ndérfage e ndértuar mbi gjuhé té
nivelit té larté pér simulimet numerike t¢ QCD-sé rrjetore bazuar né mjedisin e gjuhés
MATLAB/OCTAVE. MATLAB é&shté njé produkt i kompanisé MathWorks ndérsa
OCTAVE éshté klon i tij, njé softéare i liré sipas kushteve t&¢ GNU (General Public
License). MATLAB/OCTAVE éshté njé mjedis llogarités gé ka té integruar sé bashku
llogaritjet kompjuterike dhe ndérfagen grafike. Disa tipare dalluese té
MATLAB/OCTAVE jané:

Ndértim i detajuar i funksioneve té algjebrés lineare dhe matematikore.
Shumeé funksione té gatshém si: Blas, Lapack, Minpack, etj si dhe librari
Gjuhé e interpretuar

Ngarkim dinamik i moduleve prej gjuhéve té tjera si C, C++, FORTRAN

QCDLAB ofron njé sistem té gjuhés me dy nivele: njé gjuhé té nivelit té larté, e
cila pérdoret pér simulimet numerike dhe njé gjuhé e nivelit mé té ulét e pérkthimit né
C++ . Né fakt edhe gjuha e nivelit mé té ulét mund té optimizohet pér pérshtatje specifike
hardéare. Versioni i paré QCDLAB 1.0 éshté ndértuar pér té punuar vetém né nivelin e
larté. Ai pérmban funksione té shkruara né MATLAB/OCTAVE té cilat mund té ndahen
né dy grupe:

— algoritme simulimi
— algoritme invertimi.

Simulimet me ané t¢ QCDLAB 1.0 zhvillohen né teoriné kalibruese U(1) ose rasti
i Elektrodinamikés Kuantike né rrjeté (Quantum Electrodynamics - QED) me dy
dimensione. Teoria kalibruese U(1) me modelin e Schéinger-it né rrjeté (Melnikov &
Weinstein, 2000), (Rothe, 2005) ndan mjaft tipare dhe algoritme té njéjta me QCD-né.

QED gjithmoné éshté pérdorur si “mjedis laboratorik” pér zhvillimin dhe testimin
e algoritmeve té reja té propozuar. Né QCDLAB 1.0 né grupin e funksioneve té simulimit
béjné pjesé funksioni gé gjeneron fushat kalibruese statistikisht té pavarura nga njéra-
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tjetra, funksioni gé llogarit pllakén, funksioni qé llogarit operatorin e fermioneve té
Wilson-Dirac-ut, funksioni gé llogarit operatorin e fermioneve Kkirale né trajtén e
fermioneve té shkurtuara té mbulimit etj. Ndérsa grupi i algoritmeve té invertimit
pérbéhet nga funksionet e algoritmeve ge invertojné operatorét e llogaritur né grupin e
paré. Né grupin e algoritmeve gé shérbejné pér llogaritjen e pérhapésit té kuarkeve ose
invertues té operatorit té Dirac-ut né rrjeté béjné pjesé: SHUMR, CG, CGNE, BiCGstab,
BiCGyYS5 etj. Algoritme té cilét jané testuar né (Borigi, 2006).

5.2 Simulime numerike né QCDLAB 1.0
Megénése simulimet né QCDLAB 1.0 kryhen né QED né kété rast fushat
kalibruese U ; mund té shprehen duke pérdorur kéndet &, e R (Alexandrou, 2011),
prej,
U . =e%, (V.2.1)

ku veprimi kalibrues jepet nga,

Sy =B [1-c05(0,;+0,;.,~ 0,15 —0.:) | (V.2.2)

V,i+i iV Vi
i,u<v

ku né kété rast ,B=]/e2 dhe e éshté ngarkesa e elektronit. Ndérsa operatori i Wilson-
Dirac-ut jepet nga

2

Dij:( j ;Z[(I _O-) wi l1+u (I2+GH)U —i 'JH:|(V23)

#=1

ku o, jné matricat e Paul-it,

(o 1j (0 —ij (1 0 j
o, = , O, = , 0= : (V.2.4)
10 i 0 0 -

Né QCDLAB pércaktohen operatorét e projektimit té spineve né funksion té kétyre
matricave,

1 1
P :E(I2+a), Pﬂza(lz—aﬂ). (V.2.5)

5.2.1 Gjenerimi i pllakés (“Plaquette)
Ashtu si¢ u trajtua né seksionin (3.3.1) pllaka éshté njé madhési e réndésishme né
simulimet numerike t& QCD-sé rrjetore pasi pércakton veprimin kalibrues ose gluonik né

rrjeté. Ajo paraget njé madhési invarinat kalibruese né rrjeté dhe éshté laku mé i vogél qé
gjendet nga produkti i renditur i fushave kalibruese U , - qé pérbéjné lakun.
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P,=U,nU, n+p U n+v Ul n (V.2.6)

jz v 1

Ndérkohé né QED, pér teoriné kalibruese U(1), do té ishte

0 n 0 + —i0 n4+v  —i0
P,L“/ = e i 671 T M e 1 e w, n (V_2.7)

Né QCDLAB ajo llogaritet nga funksioni Plaquette.m, Kodi D.1, Shtojca D. Né& Figurén
5.1 jepet paragitja grafike e pllakés e marré pér fusha kalibruese té ndryshme me
konstante ¢iftimi =10, 8#=1.1 dhe B =1.2né rrjeté me pérmasa 32x32 né QCDLAB.

0.7 ,

' konfig'uracioﬁi me beta=1.0"'
konfiguracioni me beta=1.1
konfiguracioni me beta=1.2

06 - .

Pllaka
(]
|97
(471
T

0.45

0.4 | | | | | | | | |

MNumr i lageve

Figuré 5.1 Gjurma e produktit t& renditur té fushave kalibruese rrjetore (pllaka) e llogaritur pér
konfiguracione té ndryshme me konstante ¢iftimi f=1.0, f=11 dhe F=1.2né rrjeté me

pérmasa 32x32 né QCDLAB. Rasti i teorisé kalibruese rrjetore me simetri U(1) .

5.2.2 Gjenerimi i konfiguracioneve

Gjenerimi i fushave kalibruese realizohet me algoritmin Hybrid Monte Carlo
(HMC) (Duane et. al., 1987). Ideja bazé e kétij algoritmi ndjek kéto hapa kryesoré:

Hapi 1: Pérdor banjo termike globale pér té update-uar fushat pseudofermionike.
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Hapi 2: Integron numerikisht ekuacionet klasike té lévizjes.

Hapi 3: Korigjon gabimet e integrimit numerik te hapit 2 duke pérdorur algoritmin
Metropolis et al. (1953). Algoritmi Metropolis et al shérben si hap i fundit né algoritmin
HMC pér t€ pranuar ose flakur me njé probabilitet té dhéné fushén kalibruese U, t€

propozuar. Probabiliteti i pranueshmérisé éshté i trajtés
Prob({P(0),U (0)} >{P(r),U (r)})=min{1,e" "} (v.28)

Né gofté se fusha kalibruese e propozuar flaket atheré algoritmi i kthehet kohés t =0dhe
pérditéson momentin P . | koduar né MATLAB/OCTAVE né QCDLAB algoritmi HMC
pér krijimin e fushave kalibruese ose konfiguracioneve té fushave kalibruese éshté i
ndértuar si mé poshté:

= Fillon me njé konfiguracion té rastit C1
= Update-on momentin me banjo termike P=sqrt (-1) *randn (2*N, 1) ;
» Llogarit Hamiltonianin H1=norm (P) *2/2-beta*Plaquette (C1) ;
= Propozon njé konfiguracion té dyté C2 duke pérdorur evolucionin e dinamikés
molekulare
= Fillon ciklin e dinamikés molekulare
- Avancon fushat me gjysém hapi: C2=exp (P*deltat/2) .*C2;
- Avancon momentin me hap té ploté: P=P+Force Ul (C2) *deltat;
- Avancon fushat me gjysém hapi: C2=exp (P*deltat/2) .*C2;
= Llogarit Hamiltonianin H2: H2=norm (P) "2/2-beta*Plaquette (C2) ;
= Bén testin Metropolis (nga algoritmi Metropolis) pér ta pranuar ose flakur
konfiguracionin e propozuar

R=min ([1,exp (- (H2-H1))]);
random=rand;
istat=[random,R,H2-H1]; stat=[stat;istat];
if random<R,

Cl=C2;

ac=ac+l;

plag=Plaquette (Cl) /N; Plagq = [Plag;plaq];
end
ac=ac/NMC;

= Ky cikél pérséritet pér N-konfiguracione statistikisht té pavarura me hapa Monte-
Carlo

5.2.3 Llogaritja e operatorit té Wilson-Dirakut

Né QCLAB operatori i Wilson-Dirakut né dy dimensione llogaritet nga funksioni
Dirac2.m (@& jepet né Kodin D.2, Shtojca D . Funksioni Dirac2.m ndérton
matricén e Wilsoni-it Dy nga:
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Dy = Dirac?2 (N1,N2,ul,u2,mass).
Si parametra hyrés té funksionit jané:
* mass - parametri qé pérfagson masén e gluinos bashkéveprues e cila lidhet me
parametrin e kércimit x (Creutz, 1985). Parametri i kercimit éshté i réndésishém
pasi masa zero e kuarkeve vendoset me ané té njé vlere kritike té parametrit té

kércimit ~_ . Kjo vleré kritike, pér njé vleré té dhéné té distancés rrjetore a gjendet

nga relacioni kiral Mi o< m, é lidh masén e pionit me até té kuarkeve. Nga

relacioni i fundit llogaritet masa e pionit si funksion i 1 / 2« dhe e ekstrapolojmé até
né zero. Vlera e parametrit »~ pér té cilén masa e pionit béhet zero quhet vleré

kritike. Kjo vleré shprehet nga x~' = 2 mass - a + dim , ku dim éshté dimensioni
i rrjetés (Borigi, 2009), (Creutz, 1985) gé né rastin konkret éshté 2.

= N1, N2 - numri i nyjeve té rrjetés pérgjaté secilit drejtim respektivisht

= ul, u2 - fushat kalibruese sipas secilit drejtim né rrjeté, té cilat pércaktohen nga
ul=C(1:N1*N2);u2=C (N1*N2+1:2*N1*N2); ku C &shté matrica Qé
gjenerohet nga funksioni C=GaugeField (flag)i cili inicializon njé fushé
kalibruese fillestare. Parametri flag merr dy vlera gé lidhen me ciftimin,
konkretisht f1ag=0 (“cold” start)cifftimi i dobét dhe flag=1 (“hot”
start) ¢iftimi forté (Kodi D.3, Shtojca C)

Né fund llogaritja e operatorit rezulton né njé matricé me pérmasa 2xN1xN2.

Spektri i vlerave vehtjake té operatorit té Wilson-Dirakut né rrjeté

Studimi i shpérndarjes sé vlerave vehtjake té operatorit t¢ Wilson-Dirakut né
rrjeté né prani té fushave kalibruese té gjeneruara né simulime ka njé séré motivimesh. Sé
pari, Banks dhe Casher (Banks & Casher, 1980) e lidhén densitetin e vlerave vehtjake té
vogla té operatorit té Dirakut me thyerjen spontane té simetrisé Kirale. Sé dyti,
diskretizimi rrjetor i operatorit té Dirakut bazuar né relacionin Ginsparg-Wilson (té
trajtuar né seksionin (2.6) i ka vlerat vehtjake korresponduese né njé rreth né planin
kompleks. Késhtu mund té kontrollohet cilésisht zgjedhja e pérafruar e njé operatori té
tillé duke studjuar vlerat e tij vehtjake. Sé treti, né qofté se duam té ndértojmé njé
operator me Kkiralitet ekzakt si¢ éshté ai i mbulimit do té kishim véshtirési né qofté se
operatori bazé i Wilson-Dirakut ka vlera té vogla vehtjake. Kjo do té ndikonte dhe né
pérzgjedhjen e parametrave té simulimit, si¢ éshté veprimi kalibrues.

Para se té shikojmé cfaré ndodh me spektrin e vlerave vehtjake té operator-it té
Wilson-Dirakut né rrjeté, le té shohim rastin e teorisé sé kontinumit. Operatori euklidian i
Dirakut me masé kuarku zero éshté jo-hermitian. Kjo do té thoté se vlerat e tij vehtjake
jané imagjinare ose zero, pra ato shtrihen né boshtet imagjinaré. Ky operator anti-

komuton me matricén .

D,y, =0 (V.2.9)
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Né gofté se «» &shté njé gjéndje vehtjake e operatorit D me energji E atheré
Dy = iE), (v.2.10)
dhe duke pérdorur relacionin (V.2.9)
D~ =—iE v . (V.2.11)

Késhtu, vlerat vehtjake té operatorit Dvijné né cifte té konjuguara komplekse +iE.
Gjithashtu, gjéndjet  dhe ~.vjané ortogonale pér ¢do vleré té fundme energjie E.
Kiraliteti x i njé gjéndje «, i pércaktuar si produkti skalar

X = Uy (V.2.12)

mund té jeté i ndryshém nga zero vetém né qofté se E=0, me fjalé té tjera vetém
gjéndjet vehtjake zero ose modet zero té operatorit té Dirac-ut né teoriné e vazhduar
mund té kené kiralitet té€ ndryshém nga zero.

Kemi llogaritur spektrin e operatorit t¢ Wilson-Dirac-ut pér secilén konstante
ciftimi 1.0, 1.1 dhe 1.2 pér njé masé kuarku té fiksuar (spektri i Wilson Dirac-ut nuk varet
nga masa), konkretisht mgq=0.1. Né Figurat 5.2, 5.3 dhe 5.4 jepet kjo paragitje.

Pjesa Imagijinare

Pjesa Reale
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Figuré 5.2 Spektri i vlerave vehtjake té operatorit té¢ Wilson-Dirac-ut né rrjeté me pérmasa
32x32 né QCDLAB dhe konstante ¢iftimi £=1.0.
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Fjesa Reale

Figuré 5.3 Spektri i vlerave vehtjake té operatorit té Wilson-Dirac-ut né rrjeté me pérmasa 32x32
né QCDLAB dhe konstante ciftimi g=1.1.
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Fjesa Imagjinare

Fjesa Reale

Figuré 5.4 Spektri i vlerave vehtjake té operatorit t&é Wilson-Dirac-ut né rrjeté me pérmasa 32x32
né QCDLAB dhe konstante ¢iftimi g=1.2.

Referuar Figurave 5.2, 5.3 dhe 5.4, prania e vlerave vehtjake zero né spektrin e operatorit
té Wilson —Dirac-ut pér té tre rastet e konstanteve té ciftimit té zgjedhura pér studim
tregon se jemi né regjimin e ¢iftemeve té duhura pér té studuar mé tej operatorin kiral té
mbulimit.

5.2.4 Studimi i ngarkesés topologjike té fushave kalibruese

Ekziston njé teoremé mjaft e njohur gé lidh modet zero té operatorit D me
topologjiné e sfondit té fushés kalibruese, e quajtur teorema ASIT (Atiyah-Singer Index
Theorem) (Atiyah & Singer, 1971). Teorema ASIT pohon se ngarkesa topologjike » e
konfiguracionit té fushés kalibruese A éshté e barabarté me diferencén e numrit te
modeve zero me kiralitet pozitiv me ato negativ prej,

v|Al=n, —n_. (V.2.13)
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Ky relacion ndihmon pér té lidhur veti t&¢ madhésive fermionike me topologjiné e fushés
kalibruese rrjetore. Né rrjeté éshté e mundur gé ¢do konfiguracioni té fushés kalibruese ti
llogaritet ngarkesa topologjike (rezultate mé té fundit gjenden né literaturén (Alles et. al.,
1998).

Njé pérdorim tjetér i réndésishém i teoremés ASIT éshté fakti se vektorét vehtjake
té operatorit té Dirac-ut né rrjeté me vlera vehtjake reale mund té interpretohen si
homologét né rrjeté t& modeve zero né téoriné e vazhduar (Smit & Vink, 1987).

Studimi i ngarkesés topologjike né QED sipas edhe (Luscher, 1982) éshté
relativisht i thjeshté dhe i garté. Ngarkesa topologjike pércaktohet si shuma e pllakave

kéndore & (x)né intervalin [—r, 7 |. Formalisht,

1
Ul=— 0 V.2.14
’/[ ] QW% p T ( )
dhe
0, © =Im InU, z . (V.2.15)

Ky pércaktim nuk jep vleré té ngarkesés topologjike pér konfiguracione me
U, = = —1 dhe si rrjedhim konfiguracione té tilla jané quajtur té vecanta. Sidoqofté

konfiguracione té tilla kané madhési zero dhe nuk luajné ndonjé rol té réndésishém. Pér
simulimet numerike rrjetore kushti gé duhet té plotésojné kéto konfiguracioni éshté
ergodiciteti.

Pér té llogaritur ngarkesén topologjike né QCDLAB éshté shkruar funksioni qé
llogarit ngarkesén topologjike pér rastin e QED, Topology.m (Kodi D.4, Shtojca D).
Ashtu si¢ duket edhe nga Figurat 5.5, 5.6 dhe 5.7 shpérndarja e ngarkesés topologjike té
fushés kalibruese U(1) pér konstantet e ¢iftimit té zgjedhura 1.0, 1.1 dhe 1.2 i bindet asaj
Gaussiane, si né (Alles et. al., 1998). Kjo do té thoté se regjimi i zgjedhur pér konstatet e
ciftimit éshté ai gé do té pérdoret né zhvillimin e algoritmeve té invertimit né vijim.
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Figuré 5.5 Shpérndarja e ngarkesés topologjike e fushés kalibruese U(1) me konstante ciftimi
£=10
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Figuré 5.6 Shpérndarja e ngarkesés topologjike e fushés kalibruese U(1) me konstante ciftimi

B=11
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Figuré 5.7 Shpérndarja e ngarkesés topologjike e fushés kalibruese U(1) me konstante ¢iftimi
p=12

5.2.5 Llogaritja e operatorit kiral t¢ mbulimit né trajtén e operatorit té shkurtuar
té mbulimit

QCDLAB ndérton gjithashtu edhe operatorin e mbulimit né trajtén e operatorit té
shkurtuar t¢ mbulimit né 2+1 pérmasa. Funksioni né QCDLAB quhet Dirac3 ov.m
dhe ndérton matricén e operatorit kiral té shkurtuar t&é mbulimit Moy nga:

Mroy = Dirac3 ov (N1,N2,N3,ul,u2,u3,mass,mass_dé&f)

Si parametra hyrés té funksionit jané:
* mass - parametri gé pérfagson masén e gluinos bashkéveprues, si¢ u shpjegua
mE Sipér.
* mass_dwf - masén e fermioneve t¢ mureve domenore
= N1, N2,N3 - numri i nyjeve té rrjetés pérgjaté secilit drejtim respektivisht
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= ul, u2, u3 - fushat kaliburese sipas secilit drejtim né rrjeté. Ku ul, u2
pércaktohen si mé sipér ndérsa, sipas dimensionit shtesé nuk pérmbahen fusha
kalibruese, por vektori u3 ndértohet si vektor konstant nga U3=ones (N, 1) ;

Operatori shkurtuar i mbulimit i llogaritur i rezulton né njé matricé me pérmasa
2XNIXN2XN3.

5.3 Implementimi i multirrjetave né QCDLAB me GMRESR i parakushtézuar

Algoritme standarte invertimi, si¢ u trajtua né kapitullin 4 vijné nga nénhapésirat
e Krylov-it (CG, CGNE, GMRES etj). Zgjidhésit e Krylov-it harxhojné 50-90% té fuqisé
kompjuterike né simulimet e QCD-sé rrjetore. Né algoritme té tilla numri i iteracioneve
pérshkallézohet si (1/m)~? ku m-masa e kuarkeve ose koha e llogaritjes pérshkallézohet
me inversin e masés sé kuarkeve e njohur ndryshe si ngadalésimi kritik. Aq mé tepér gé
pér fermionet Kirale, pér shkak té spektrit té pacaktuar té operatorit t&¢ fermioneve té
mureve domenore (DWF) asnjé nga zgjidhésit standart nuk garanton konvergjencé. Si
rrjedhim lind nevoja e ndértimit té njé algoritmi invertimi pér fermionet kirale gé shmang
ngadalésimin kritik. Njé metodé pér té reduktuar ngadalésimin Kkritik éshté pérdorimi i
parkushtézuesve né algoritém. Pér parakushtézuesit jo-polinomialé hapésira e Krylov-it
nuk éshté mé ajo fillestarja. Pér shembull le té jeté P njé pérafrim i matricés sé anasjellté
té matricés origjinale A, né ményré gé matrica PA té jeté mé miré e pércaktuar se A.
Atheré mund té zgjidhim né vénd té sistemit fillestar, sistemin,

PAX = Pb. (V.3.1)

Njé parakushtézues i miré fiton edhe kohé llogaritése. Parakushtézues té
ndryshém jané shpjeguar né (Borigi, 2009). Me té njéjtén ide té zgjedhjes sé njé
parakushtézuesi propozojmé njé algoritém té ri té quajtur GMRESR i parakushtézuar.

Fillimisht le té shohim njé algoritém optimal té invertimit té operatorit kiral té
mbulimit né QCDLAB, SHUMR (Shifted Unitary Minimal Residual). Algoritmi
SHUMR éshté testuar edhe mé paré por né teoriné kalibruese SU(3) dhe jep rezultate
optimale (Borici & Allkoci, 2006) . Né QCDLAB 1.0 (pra né teoriné kalibruese U(1))
operatori i mbulimit D" (i trajtuar né seksionin 2.6.1) mund té& llogaritet nga inversi i
rrénjés katrore t&¢ A"A:

(KA =vEv” (V.3.2)

ku T jané vlerat singulare t¢ A=UZV". Megénése interesohemi pér pérhapésin e
kuarkeve matrica e ploté e operatorit t¢ mbulimit mund té mos llogaritet, por té llogaritet
drejtpérdrejt shumézimi i saj me njé vektor. Ky shumézim llogaritet duke pérdorur
algoritme té nénhapésirave té Krylov-it si¢ éshté algoritmi me dy hapa i Lanczos-it
(Borici, 2000). Ndérkohé pérafrimi i Zolotarev-it (Kennedy, 2005) pérdor inversin e
rrénjés katrore té matricés sé Lanczos-it T . Algoritmi kérkon njé nivel té poshtém

120



lambda té vlerave mé té vogla vehtjake té bérthamés A"A. Né hapin e paré té Lanczos-it
zgjidhet sistemi

(AA)x=b (V.3.3)

dhe merret si output matrica e Lanczos-it T. Ndérsa né hapin e dyté té Lanczos-it
zgjidhet sistemi

(AA)“x=b (V.3.4)
dhe né fund algoritmi finalizon zgjidhjen e sistemit
A(AA) " x=b (V.3.5)

pa llogaritur fillimisht operatorin e mbulimit. Pra algoritmi SHUMR inverton operatorin
kiral t& Neuberger-it drejtpérdrejt pa e ndértuar mé paré até, duke pérdorur dy hapa
algoritmi Lanczos. Kodi i tij né Matlab/Octave jepet né Kodin D.5, Shtojca D. Ky
algoritém éshté pérdorur né kété disertacion si algoritém krahésues me até gé propozojmé
si algoritém mé té shpejté.

Késhtu nisur nga ideja e algoritmit me dy rrjeta dhe rezultatet e tij (Borici, 2005) ,
(Xhako & Borici 2011) si dhe nga algoritmi i propozuar né (Cundy et. al., 2005) éshté
zhvilluar njé algoritém i ri i quajtur GMRESR i parakushtézuar si pjesé e QCDLAB 1.0.

Né algoritmin e Cundy et. al., (2005) parakushtézimi éshté ndértuar mbi njé
pérafrim jo shumé té sakté té funksionit shenjé. Ndérkohé né algoritmin e ri t& zhvilluar
né kété studim ne pérdorim si pjesé parakushtézimi pérafrimin e operatorit t€ mbulimit
me operatorin e shkurtuar t¢ mbulimit né 2 + 1 pérmasa, me pérmasé shtesé N3 té
fundme. Duke pérdorur kété pérafrim pér operatorin e mbulimit dhe jo até real sic
pérdoret né algoritmin e SHUMR, ndoshta humb njé pjesé e saktésisé sé pércaktimit té tij
por fitohet shumé mé tepér nga kompleksiteti i ulét llogarités i formés sé shkurtuar té
mbulimit.

Pér té kontrolluar normén e mbetjes sé algoritmit té propozuar pérdoret norma e
mbetjes sé vérteté nga zgjidhja e sakté e sistemit. Né algoritmin e propozuar né
pérgjithési pér zgjidhjen e sistemit linear Dx = b hetohet kushti i méposhtém né hapin e
k—té,

Hb—Dx"Herk —(b—Dx")H+ | (V.3.6)
. \ .
mbetja diferenca mbetja
e e e
vertete mbetjeve llogaritur

dhe zhvillohet njé strategji pér té minimizuar diferencén e mbetjeve. Né qofté se numri i
hapave pér té arritur reduktimin e déshiruar té diferencés sé mbetjes éshté i madh, atheré
mund té keté njé grumbullim té konsiderueshém gabimesh né prodhimin matricé-vektor
né hendekun e mbetjes. Praktikisht kjo do té thoté sé toleranca né prodhimet matricé-
vektor duhet zvogéluar.

Né thelb algoritmi GMRESR i parakushtézuar ndjek dy nivele:
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e Niveli i paré: Pjesa e parakushtézimit

Llogaritet zgjidhja e pérafért e sistemit linear duke pérdorur ekuivalencén e
operatorit t& mbulimit me até té shkurtuar t& mbulimit né 2 + 1 pérmasa me pérmasé
shtesé N3 té fundme duke pérdorur saktési té vogél tol0. Pér té realizuar kété hap
pérdoret algoritmi CGNE (Conjugate Gradients on Normal Equations) i shpjeguar né
seksionin (4.3).

e Niveli i dyté: Llogoaritet mbetja e sakté

Llogaritet mbetja e vérteté duke pérdorur operatorin e vérteté té mbulimit me
pérmasé N3 té pafundme. Kodi i shkruar né Matlab/Octave gé realizon kété llogaritje
éshté quajtur Mult_Overlap.m dhe tregohet né Kodin D.6, Shtojca D. Kjo mbetje pérdoret
pér té kontrolluar mbetjen e nivelit té paré né ¢do hap. Ky cikél vazhdon derisa té arrihet
njé tolerancé e paracaktuar tol né algoritém.

Algoritmi GMRESR i parakushtézuar jepet mé poshté.

ALGORITMI GMRESR i parakushtézuar (A, D™, b, ¢4, ¢,, tol)
#llogarit x me [|[DTOVx — b|| < tol - ||b]|

# c1, c2 jané koefigcentét e operatorit t& mbulimit
# vlerat fillestare

x = 0;

r = b;

#matrica boshe

C=1[L

U=l

#cikél i jashtém, pjesa e parakushtézimit
while || > tol -[b] do

DTOV

solve u=r, me saktési relative tol0, u=cgne(D™®, r,tol0);

[lull

#cikél i bréndshém, llogarit mbetjen e sakté nga ¢ me ||[DNu — c|| < tol - ||b]| - +=;

C=C-Uu+C,-(V-u), ku V -ullogaritet prej V -u = Mult _Overlap(A,u); "
for i=1:(C,2)do
a=C[,i] -c;
c=c—a-C[.,i];
u=u-—-«a-U[,i];
end for
# llogarit

¢ =c/lc]; u=u/|c|;
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ALGORITMI GMRESR i parakushtézuar (A, D™V, b, ¢, ¢, tol)
C=[C.c]; U=[U,u];

y=c'r; x=x+y-u;r=r—y-c;
end while

Funksioni i koduar né Matlab/Octavé i algoritmit té mésipérm jepet né Kodin D.7,
Shtojca D.

5.4 Rezultate

5.4.1 Historia e konvergjencés sé algoritmit GMRESR i parakushtézuar

Jané kryer simulime numerike pér 100 fusha kalibruese statistikisht té pavarura né
teoriné kalibruese U(1). Konstantja e ciftimit e background-it kalibrues éshté testuar pér
tre vlera f=1.0, #=1.1 dhe B =1.2 si vlera té mjaftueshme pér té finalizuar rezultatet

e marra, né rrjeté me volum N1 x N2 = 32 x 32. Pér secilén konstante ¢iftmi jané kryer
simulime pér masa kuarkesh té rénda deri né kuarke té lehta né intervalin e vlerave né
njési rrjetore my = [0.5, 0.45, 0.4, 0.35, 0.3, 0.25, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05, 0.01]. Dimensioni i
treté i fermioneve té shkurtuara té mbulimit éshté vendosur N; =8 dhe vlerat e
tolerancave  pér algoritmin  GMRESR té parakushtézuar jané vendosur
tol0=0.1tol =10°. Parametrin zhvendosés M e kemi fiksuar -0.345 dhe nivelin e

poshtém lambda = 107 i cili kérkon qé pérafrimi polinomial i Zolotarev-it té jeté i rendit
n = 60, gé do té thoté se numri i invertimeve té matricés T té jeté n/2 = 30.

Simulime numerike jané kryer edhe me algoritmin SHUMR né U(1) pér 100
fusha kalibruese statistikisht té pavaruara, me té njéjtin background si GMRESR me
géllim krahésimi pér masa kuarkesh mq = [0.5, 0.45, 0.4, 0.35, 0.3, 0.25, 0.2, 0.15, 0.1,
0.05, 0.01]. Kemi krahésuar historiné e konvergjencés sé normés sé mbetjes té algoritmit
GMRESR té parakushtézuar me algoritmin SHUMR. Kemi llogaritur numrin e
shumézimeve me operatorin e Dirakut deri né konvergjencé si dhe gabimet e normés sé
mbetjeve pér 100 konfiguracione té pavaruara té fushave kalibruese. Gjithashtu éshté
llogaritur koha e invertimit dhe numri i shumézimeve me matricén e Wilson-Dirakut deri
né konvergjencé pér secilin algoritém. Rezultatet numerike paragiten né Tabelat 5.1 deri
5.3.

Tabelé 5.1 Rezultatet numerike té invertimit t& operatorit kiral me algoritmin e ri té zhvilluar
krahésuar me algoritmin optimal SHUMR pér konstante ¢iftimi f=1.

Masa e | Algoritmet Koha e | Numrii | Numri i | Gabimi i | Krahésimi
kuarkut invertimit | hapave | shumézimeve normés sé | (GMRESR
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né deri né | me operatorin e | mbetjes pér | vs
sekonda konverg | Wilson-Dirac- | 100 konfig. | SHUMR)
jencé ut (x 109
0.5 SHUMR 59.82 14 5.851 4.11E-05 2.3 heré mé
GMRESR 28.53 7 2.571 8.27E-05 i shpejté
0.45 SHUMR 62.49 15 6.054 4.94E-05 2.4 heré mé
GMRESR 27.48 7 2.478 9.41E-05 i shpejté
0.4 SHUMR 67.42 17 7.033 532 E-05 | 2.7 heré mé
GMRESR 27.80 7 2.561 8.26 E-05 | i shpejté
0.35 SHUMR 84.40 20 8.605 5.47 E-05 | 3.2 heré mé
GMRESR 31.08 7 2.673 9.82 E-05 | i shpejté
0.3 SHUMR 109.83 23 9.712 6.88 E-05 | 3.2 heré mé
GMRESR 33.72 7 2.997 9.53 E-05 | i shpejté
0.25 SHUMR 123.77 28 11.612 8.01E-05 |4 heré méi
GMRESR 36.84 8 2.975 1.14 E-04 | shpejté
0.2 SHUMR 169.36 34 14.566 9.52 E-05 | 4.6 heré mé
GMRESR 40.03 8 3.148 1.63 E-04 | ishpejté
0.15 SHUMR 183.15 45 19.322 1.20E-04 | 6 heréméi
GMRESR 42.29 8 3.258 1.96 E-04 | shpejté
0.1 SHUMR 273.07 67 29.038 1.61 E-04 | 7.6 heré mé
GMRESR 41.23 9 3.865 2.38 E-04 | i shpejté
0.05 SHUMR 829.11 127 55.635 355E-04 | 116 heré
GMRESR 90.75 10 4,779 421 E-04 | mé i
shpejté
0.01 SHUMR 2539.00 350 154.160 165E-03 | 12.2 heré
GMRESR 123.56 12 12.675 7.15E-04 | mé i
shpejté

Tabelé 5.2 Rezultatet numerike té invertimit té operatorit kiral me algoritmin e ri t& zhvilluar
krahésuar me algoritmin optimal SHUMR pér konstante ¢iftimi g =1.1.

Masa e | Algoritmet | Koha e | Numrii | Numri i | Gabimi i | Krahésimi
kuarkut invertimit | hapave | shumézimeve normés sé | (GMRESR
né deri né | me operatorin e | mbetjes pér | vs
sekonda konverg | Wilson-Dirac- | 100 konfig. | SHUMR)
jencé ut (x 109
0.5 SHUMR 48.95 14 5.204 3.74E-05 2.3 heré mé
GMRESR 23.46 7 2.279 8.11E-05 i shpejté
0.45 SHUMR 52.49 15 5.522 4.96E-05 2.5 heré mé
GMRESR 23.43 7 2.261 8.19E-05 i shpejté
04 SHUMR 58.19 17 6.202 6.08 E-05 2.7 heré mé
GMRESR 24.56 7 2.270 9.25 E-05 | i shpejté
0.35 SHUMR 69.56 20 7.479 5.82 E-05 | 3.2 heré mé
GMRESR | 26.04 7 2.351 1.04 E-05 | i shpejté
0.3 SHUMR 79.81 20 8.675 7.42 E-05 3.7 heré mé
GMRESR 26.67 7 2.379 1.15E-04 | ishpejté
0.25 SHUMR 98.21 28 10.615 820E-05 |4 heréméi
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GMRESR | 29.38 8 2715 122 E-04 | shpejté

02 SHUMR 12752 34 13.279 1.05E-04 | 4.6 heré mé
GMRESR | 33.55 8 2.882 156 E-04 | |shpejté

0.15 SHUMR 167.19 46 16.182 125E-04 |5 heréméi
GMRESR | 37.81 9 3.289 178 E04 | TPeit

01 SHUMR 249.98 65 25278 192E-04 | 7.2 heré mé
GMRESR | 46.11 9 3.494 222E04 | ' ShPeite

0.05 SHUMR 478.55 120 45.945 244 E-04 | 11 heré mé

i shpejté

GMRESR | 64.88 10 4.285 3.60 E-04

0.01 SHUMR 20555 350 140.132 235E-03 | 12 heré mé
GMRESR | 212.46 10 11.835 819E-04 | 'ShPeite

Tabelé 5.3 Rezultatet numerike té invertimit t& operatorit kiral me algoritmin e ri té zhvilluar
krahésuar me algoritmin optimal SHUMR pér konstante ¢iftimi £=1.2.

Masa e | Algoritmet | Koha e | Numrii | Numri i | Gabimi i | Krahésimi
kuarkut invertimit | hapave | shumézimeve normés sé | (GMRESR
né deri né | me operatorin e | mbetjes pér | vs
sekonda konverg | Wilson-Dirac- | 100 konfig. | SHUMR)
jencé ut (x 10%)
0.5 SHUMR 42.15 14 4512 4.05E-05 2.3 heré mé
GMRESR 19.99 7 1.939 8.69E-05 i shpejté
0.45 SHUMR 46.79 14 4.563 5.28E-05 2.3 heré mé
GMRESR 20.92 7 2.015 8.03E-05 i shpejté
0.4 SHUMR 53.43 17 5.567 520 E-05 | 2.7 heré mé
GMRESR 22.35 7 2.042 9.58 E-05 | i shpejté
0.35 SHUMR 62.71 20 6.605 5.69 E-05 | 3.2 heré mé
GMRESR 23.48 7 2.086 1.04 E-04 | ishpejté
0.3 SHUMR 74.10 23 7.694 7.18 E-05 | 3.6 heré mé
GMRESR | 25.28 7 2.126 1.37 E-04 | i shpejté
0.25 SHUMR 86.95 28 9.202 749E-05 |43  heré
GMRESR 26.07 7 2.118 1.39E-04 | mé i
shpejté
0.2 SHUMR 111.34 34 11.572 1.04 E-04 4.6 heré mé
GMRESR | 29.79 8 2.533 1.45E-04 | ishpejté
0.15 SHUMR 149.32 45 15.563 1.18 E-04 5.2 heré
GMRESR 34.87 9 2.967 196 E-04 | mé i
shpejté
0.1 SHUMR 222.97 67 23.118 159 E-04 | 6.5 heré mé
GMRESR | 42.97 10 3.552 2.25E-04 | ishpejté
0.05 SHUMR 439.91 130 45.798 249 E-04 | 10.4 heré
GMRESR 60.29 11 4.399 340E-04 | mé i
shpejté
0.01 SHUMR 1956.00 380 153.202 1.95E-03 | 12 heré mé
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| GMRESR | 100.88 |11 | 13.605 | 727 E-04 [ishpejte |

Né vijim paragiten rezultatet grafike pér konstante ¢iftimi £ =1.0dhe vetém pér
disa masa kuarkesh, konkretisht pér mq=0.5, my=0.1, dhe my=0.01
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Figuré 5.8 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante ¢ifitmi #=1.0 dhe masé kuarku 0.5 (né njési rrjetore).
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Figuré 5.9 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante cifitmi #=1.0 dhe masé kuarku 0.1 (né njési rrjetore).
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Figuré 5.10 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante ¢ifitmi £ =1.0 dhe masé kuarku 0.01 (né njési rrjetore).

Paraqgitja grafike né Figurat 5.8, 5.9 dhe 5.10 e historisé sé konvergjencés pér
secilin algoritém té testuar pér konstante ciftimi S=1.0 tregon se algoritmi i ri i
propozuar, GMRESR i parakushtézuar, konvergjon mé shpejt se SHUMR pér kuarke me
masa té ndryshme. Si¢c mund té shihet nga Figura 5.8 pér masé kuarku 0.5 algoritmi
GMRESR fiton njé faktor prej 2 krahésuar me algoritmin optimal té testuar SHUMR.
Nga Figura 5.9 pér masé kuarku 0.1 fitohet njé faktor 8 me algoritmin e ri té propozuar
dhe nga Figura 5.10 pér masé kuarku 0.01 fitohet njé faktor 12. Késhtu, ajo gé éshté mé e
réndésishme éshté fakti se algoritmi i ri éshté mé i shpejté dhe fitohet mé tepér kohé
llogaritése pér kuarke té lehta. Sfida kryesore llogaritése e simulimeve numeriké né
QCD-né rrjetore éshté ajo me kuarke té lehta.

Né vijim paragiten rezultatet grafike pér konstante ciftimi g =1.1dhe pér disa
masa kuarkesh, mq=0.5, my=0.1.
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Figuré 5.11 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante cifitmi #=1.1 dhe masé kuarku 0.5 (né njési rrjetore).
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Figuré 5.12 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante ¢ifitmi £ =1.1 dhe masé kuarku 0.1 (né njési rrjetore).

Paraqgitja grafike né Figurat 5.11, 5.12 e historisé sé konvergjencés pér secilin
algoritém té testuar pér konstante giftimi g =1.1 tregon se algoritmi i ri i propozuar,

GMRESR i parakushtézuar, edhe né kété rast konvergjon mé shpejt se SHUMR pér
kuarke me masa té ndryshme. Si¢ mund té shihet nga Figura 5.11pér masé kuarku 0.5
algoritmi GMRESR fiton njé faktor prej 2 krahésuar me algoritmin optimal té testuar
SHUMR. Nga Figura 5.12 pér masé kuarku 0.1 fitohet njé faktor 7 me algoritmin e ri.
Pra edhe pér konstante ciftimi g =1.1, me algoritmin e ri gé propozojmé fitohet mé tepér

kohé llogaritése pér kuarke té lehta.

Né vijim paragiten rezultatet grafike pér konstante ¢iftimi S =1.2 dhe pér disa
masa kuarkesh, mg=0.5, mg=0.1.
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Figuré 5.13 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante ¢ifitmi #=1.2 dhe masé kuarku 0.5 (né njési rrjetore).
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Figuré 5.14 Historia e konvergjencés sé normés sé mbetjes si funksion i numrit té shumézimeve
me matricén e Wilson-Dirac-ut té algoritmit té ri té propozuar GMRESR i parakushtézuar dhe
SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral t& mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese
U(1), konstante ¢ifitmi £ =1.2 dhe masé kuarku 0.1 (né njési rrjetore).

Edhe pér konstante ¢iftimi 8 =1.2 nga paraqitja grafike né Figurat 5.13, 5.14 e

historisé sé konvergjencés pér secilin algoritém té testuar duket se algoritmi i ri i
propozuar, GMRESR i parakushtézuar, edhe né kété rast konvergjon mé shpejt se
SHUMR pér kuarke me masa té ndryshme. Si¢ mund té shihet nga Figura 5.13 pér masé
kuarku 0.5 algoritmi GMRESR fiton njé faktor prej 2 krahésuar me algoritmin optimal té
testuar SHUMR. Nga Figura 5.14 pér masé kuarku 0.1 fitohet njé faktor 7 me algoritmin
eri.

Nga ana tjetér krahésuar me algoritmin e propozuar Cundy et. al., (2005) por né
fushén kalibruese SU(3), parakushtézimi i zgjedhur nga ne ¢con né njé algoritém 2 heré
mé té shpejté pér té njéjtén masé kuarku. Ky rezultatet éshté mjaft premtues né
pérshtatjen né té ardhmen té algoritmit té ri té propozuar né QCD-né 4-pérmasore, pra né
SU(3).
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5.4.2 Studimi i pérshkallézimit té algoritmit GMRESR i parakushtézuar me masén
e kuarkut

Né simulimet numerike t€ QCD-sé rrjetore kuarket up, doén dhe strange jane
kuarke té lehta, pasi masa e tyre é&shté mé e vogél krahésuar mé parametrin shkallé té
shpjeguar né seksionin (2.5) pra m, < Aqcp . Sfida kryesore sot né simulimet e QCD-sé

rrjetore jané simulimet me kuarke té lehta.

Njé tjetér studim i réndésishém mbi efikasitetin dhe shpejtésiné e njé algoritmi né
simulimet numerike té QCD-sé rrjetore éshté pérshkallézimi i algoritmit me masén e
kuarkut. Algoritmet standarté té nénhapésirave té Krylov-it si¢ u pérmend dhe mé sipér
vuajné nga fenomeni i quajtur ngadalésim Kkritik. Numri i iteracioneve (hapave) N té

algoritmit pérshkallézohet me masén e kuarkut si N ~]7/ mql’2 (Borigi & Forcrand, 1994).
Pér kété géllim kemi llogaritur gjithashtu pér secilin algoritém, pér secilén konstante

ciftimi té testuar: kohén e invertimit té operatori t& mbulimit (né sekonda) dhe numrin e
iteracioneve (hapave) deri né konvergjenceé si¢ u paragiten né Tabelat 5.1 deri 5.3.

agoritmi SHUMR  —s—
agoritmi GMRESE —e—

300

200

hapat e konvergjences

100

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

masa e kuarkut
Figuré 5.15 Varésia e numrit té iteracioneve deri né konvergjencé nga masa e kuarkut i

algoritmeve GMRESR i parakushtézuar dhe SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral té
mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe konstante ¢ifitmi £ =1.0
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Pér té studjuar pérshkallézimin kemi ndértuar grafikét e varésisé sé numrit té
hapave deri né konvergjencé nga masa e kuarkut pér té treja konstantet e ciftimit té cilét
paragiten né Figurat 5.15, 5.16 dhe 5.17.
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Figuré 5.16 Varésia e numrit té iteracioneve deri né konvergjencé nga masa e kuarkut i
algoritmeve GMRESR i parakushtézuar dhe SHUMR, pér invertimin e operatorit Kiral té
mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe konstante ¢ifitmi f=1.1
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Figuré 5.17 Varésia e numrit té iteracioneve deri né konvergjencé nga masa e kuarkut i
algoritmeve GMRESR i parakushtézuar dhe SHUMR, pér invertimin e operatorit kiral té
mbulimit né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe konstante gifitmi g =1.2

Nga grafikét e paragitur né Figurat 5.15, 5.16 dhe 5.17 rezulton se numri i
iteracioneve deri ne konvergjencé i algoritmit té ri té zhvilluar GMRESR i
parakushtézuar éshté pothuajse konstant dhe ai i algoritmit SHUMR pérshkallézohet si

N ~]/mq”2. Ky rezultat tregon se algoritmi i propozuar nuk vuan nga ngadalésimi
kritik.

Le té studjojmé varésiné e kohés sé invertimit t (sek) pér secilin algoritém nga
masa e kuarkut m,, (njési rrjetore). Kjo varési mund té modelohet si

t~mK (V.4.1)

ose né shkallé logaritmike

log(t) ~ k log (mq) (V.4.2)
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Njé algoritém invertimit do té ishté optimal pér koefficent k ~ 0, pra totalisht i pavarur
nga masa e kuarkut. Né vijim paragiten grafikét e varésisé sé kohés sé invertimit (né
sekonda) té operatorit kiral t¢ mbulimit nga masa e kuarkut né shkallé logaritmike.

8
agoritmi SHUMR =
fit linear(k=-0.996)
agoritmi GMRESR *
+ L fit linear(k=-0.407) )
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Figuré 5.18 Varésia e kohés sé invertimit (né sekonda) té operatorit kiral t¢ mbulimit nga
masa e kuarkut né shkallé logaritmike duke pérdorur algoritmet GMRESR i
parakushtézuar dhe SHUMR, né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe
konstante ¢ifitmi f#=1.0.
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agoritmi SHUMR =
fit linear(k=-0.970)
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Figuré 5.19 Varésia e kohés sé invertimit (né sekonda) té operatorit kiral t¢ mbulimit nga
masa e kuarkut né shkallé logaritmike duke pérdorur algoritmet GMRESR
parakushtézuar dhe SHUMR, né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe

konstante ¢ifitmi g=1.1
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Figuré 5.20 Varésia e kohés sé invertimit (né sekonda) té operatorit kiral t¢ mbulimit nga
masa e kuarkut né shkallé logaritmike duke pérdorur algoritmet GMRESR i
parakushtézuar dhe SHUMR, né njé rrjeté 32 x 32 me fushé kalibruese U(1) dhe
konstante ¢ifitmi g =1.2

5.5 Pérfundime

Simetria kirale né QCD-né rrjetore éshté shumé e réndésishme pasi kjo veti éshté
thelbésore pér bashkéveprimet e forta. Simulimet né rrjeté me fermione kirale kané kosto
té larté llogaritése pér shkak té formés komplekse té operatorit gé lidhet me to, pra
operatorit t¢ mbulimit. Nga rezultatet duket se algoritmi GMRESR i parakushtézuar
konvergjon mé shpejt krahésuar me njé nga zgjidhésit optimalé té operatorit t& mbulimit
si¢ éshté SHUMR, pér masa kuarkesh té ndryshme.

Gjithashtu treguam se fitohet mé shumé kohé pér kuarket té lehta me GMRESR
dhe se ky algoritém éshté aférsisht i pavarur nga masa e kuarkut. Né kété ményré
shmanget ai gé quhet ngadalésim kritik i algoritmit pér masa té lehta kuarkesh. Ky éshté
rezultat kyc né simulimet me fermione kirale né teorité rrjetore.
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KONKLUZIONE

Ky éshté punimi i paré né gjuhén shqgipe pér metodat llogaritése né studimin e
teorisé sé bashkéveprimeve té forta té grimcave elementare, Kromodinamikés Kuantike.

Konkluzioni kryesor i kétij punimi éshté: Kromodinamika rrjetore me fermione
kirale mund té simulohet thuajse pa ngadalésim kritik. Deri mé sot kjo nuk ka géné e
mundur sepse algoritmet e pérdorura nuk tregojné avantazhet e sjellura né kété punim.
Sidoqofté mbetet gé rezultatet e marra né QCDLAB té shtrihen né katér pérmasa pérpara
se algoritmet tona té pérdoren nga komuniteti i QCD-sé rrjetore. Mé konkretisht arritjet e
kétij punimi mund té pérmblidhen si mé poshté:

Sé pari pér té studjuar bashkéveprimet midis kuarkeve duhen llogaritur pérhapésit
e kuarkeve gé matematikisht jané té anasjelltét e operatorit te Dirakut. Ndérkohé gé
insistohet té ndértohet né rrjeté njé teori fermionike kirale pasi simetria kirale éshté
karakteristiké e bashkéveprimeve té forta. Késhtu, né kété punim ne llogaritém pérhapésit
e kuarkeve kirale né rrjeté me ané té njé operatori kiral té¢ Dirakut, si¢ éshté operatori i
mbulimit i Neuberger-it. Megénése ky operator lidh dy nénhapésira me ané funksionesh
transhendente operatoriale edhe metodat llogaritése kishin kompleksitet té larté. Si
rrjedhim, metoda e rrjetave té shuméfishta e testuar njé dekadé mé paré por pér njé
konstante ciftimit éshté gjetur té pérshpejtojé zgjidhjen. Népérmjet ekuivalentimit té
fermioneve te mbulimit té Neuberger-it me fermionet e shkurtuara t¢ mbulimit, né njé
formulim 5-pérmasor, me pérmasé té pesté Euklidiane, béhet e mundur pérshtatja dhe
pérdorimi i rrjetave té shuméfishta sipas pérmasés sé pesté. Né studimin toné Ky
algoritém éshté algoritmi me dy rrjeta, i cili rezultoi 6-heré mé i shpejté se algoritmet
standarte té nénhapésirave té Krilovit pér konstantet e ciftimit beta = 5.8, 5.7, 5.6, 5.5 dhe
pér ato masa kuarkesh té caktuara pér té cilat ai konvergjon. Né té ardhmen mbetet per tu
studjuar stanjacioni i implementimit té algoritmit né katér pérmasa pér masa té lehta
kuarkesh.

Sé dyti simulimet né rrjeté me fermione kirale kané kosto té larté llogaritése pér
shkak té formés komplekse té operatorit gé lidhet me to, pra operatorit t¢ mbulimit.
Pikérisht fokusi primar i Kkétij disertacioni ishte zhvillimi i algoritmeve té shpejté
invertimi té kétij operatori. Mjedis i pérshtatshém pér zhvillimin e algoritmeve té reja
éshté QED- rrjetore, ose teoria kalibruese rrjetore U(1) né dy pérmasa, e cila ndan mjaft
tipare dhe algoritme té pérbashkét me teoriné 4-pérmasore. Njé paketé funksionesh
llogaritése e ndértuar né kété mjedis éshté dhe QCDLAB. Né studimin toné ne zhvilluam
njé algoritém té ri té quajtur GMRESR i parakushtézuar né QCDLAB. Rezultoi se
GMRESR i parakushtézuar konvergjon mé shpejt krahésuar me njé nga zgjidhésit
optimalé té operatorit t¢ mbulimit si¢ éshté SHUMR. Pér masa kuarkesh té ndryshme nga
mé té rénda 0.5 deri né mé té lehta 0.01 fitohej njé faktor nga 2 deri né 12. Gjithashtu
treguam se fitohet mé shumé kohé llogaritése pér kuarket té lehta me GMRESR dhe se ky
algoritém shkallézohet me té anasjelltén e rrénjés katrore té masés sé kuarkeve né
krahésim me ligjin invers proporcional té algoritmeve standarte. Né kété ményré
shmanget ai gé quhet ngadalésim Kritik i algoritmit pér masa té lehta kuarkesh.
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Ky punim pérvec konkluzioneve té mesipérme ka dhéné njé ndihmesé konkrete
né testimin e koncepteve fizike dhe softwareve FermiQCD dhe QCDLAB pér llogaritjen
e disa madhésive fizike shumé té réndésishme né fizikén e grimcave elementare. Kjo e
bén punimin njékohésisht edhe me vleré didaktike si edhe referuese pér studjuesit
shqipétaré té késaj fushe. Né vecanti pér kéto llogaritje jané marré rezultatet e
méposhtme:

Sé pari nga studimi i potencialit kuark-antikuark né kété punim u vu re se pér
distanca té largéta kuark-antikuark, potenciali rritet linearisht me distance, si rrjedhim
konsifrmohet njé tipar i réndéishém i teorisé QCD né regjime té ulta energjitike i quajtur
mbyllési e kuarkeve.. Ky fakt konfirmon mosvrojtueshmériné né natyré té kuarkeve si
grimca té lira. Nga testimi i béré pér té llogaritur potencialin statik kuark- antikuark prej
lageve t& Wilsoni-it me forma té ndryshme dhe metoda té ndryshme, arritém né
pérfundimin se metoda e potencialeve efektive prej lageve planare éshté mé efikase.
Problemi me laget véllimore lidhet me numrin e madh té lageve véllimore gé duheshin
gjeneruar dhe fluktuacioneve mé té médha. Fushat kalibruese duhet té jené
mjaftueshmérisht té Iémuara qé “sinjali” t€ jeté mé i madh se “zhurma” né llogaritjet
rrjetore.

Sé dyti nga llogaritja e potencialit kuark antikuark né teorité e pastra kalibruese
né pércaktuam dhe shkallén e teorisé. Pér té marré madhési fizike prej atyre rrjetore éshté
e réndésishme pércaktimi i parametrit té shkallés. Né kété punim né pérdorém parametrin
e tensionit té kordés si madhési referencé pér té béré kété pércaktim. Vlerat e tensionit té
kordés té llogaritura u krahésuan me ato prej fenomenit té kordés bozonike nga ku u
pércaktua dhe parametri rrjetor pér secilén rrjeté té pérdorur né simulim. Nga ky
pércaktim mund té konvertohen pastaj té gjitha madhésité e tjera té llogaritura né rrjeté né
madhési fizike.

Sé treti né kété punim né sollém teknikat e llogaritjes né paralel né llogaritjet e
QCD-sé rrjetore. Né simulimet né kompjuterat toné individualé me rrjeta shumé té vogla
474 (té rralla) do duhej rreth 8 oré pér té marré lage drejtkéndore té€ Wilsoni-it pér 100
konfiguracione. Ndérkohé té njéjtés llogaritje né paralel do t’i duheshin disa sekonda.
Késhtu njé drejtim i réndésishém ku duhet té fokusohen llogaritjet e ardhshme né QCD-
né rrjetore jané llogaritjet né paralel. Nga testi i performancés sé kétij softwari rezultoi se
ai pérshkallézohet shumé miré deri pér numér procesorésh té pérdorur np=4. Koha
kompjuterike e llogaritjes bie eksponencialisht me rritjen e numrit té progesoréve té
pérdorur pér njé nyje, pér njé rrjeté té fiksuar. Edhe testi i pérshpejtimit dhe efikasitetit té
tij konfirmojné faktin se softwari i zgjedhur pér llogaritjet tona né paralel éshté njé ndér
softwaret mé t€ miré sot pér sot né fushén e QCD-sé rrjetore. Me kodet e reja té
programuar né C++ me gjuhén e FermiQCD-sé ne japim kontributin toné né pasurimin e
késaj pakete né fushén e llogaritjeve né paralel t& QCD-sé rrjetore.
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2. R.Zeqirllari, D.Xhako, A. Borigi: "Light Mass Spectroscopy from LatticeQCD”,
konferenca ndérkombétare e Unionit Ballkanik té Fizikés, Universiteti Ovidius,
Constanta, Rumani, proceedings i konferencés, ISBN: 978-606-598-181-2, Korrik
2012.

3. D.Xhako, R.Zeqirllari, A. Borigi, "Using Parallel Computing to Calculate Static
Interquark Potential in LOCD”, konferenca ndérkombétare “HP-SEE User
Forum” t€ organizuar nga projekti HP-SEE, Beograd, Serbi, proceedings i
konferencés, "High Performance Computing Infrastructure for South East
Europe’s Research Communities-Results of the HP-SEE User Forum 2012 né
seriné  “Modeling and Optimization in Science and Technologies”, Vol.2,
Springer, ISSN 2196-7334, ISBN 978-3-319-01520-0, Tetor 2012.

4. R.Zeqirllari, D.Xhako, A. Bori¢i, “Quenched hadron spectroscopy using
Fermiqcd”, konferenca ndérkombétare “HP-SEE User Forum” té organizuar nga
projekti HP-SEE, Beograd, Serbi, proceedings i konferencés, "High Performance
Computing Infrastructure for South East Europe’s Research CommunitieS-Results
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Science and Technologies”, Vol.2, Springer, ISSN 2196-7334, ISBN 978-3-319-
01520-0, Tetor 2012.

5. D.Xhako, R.Zeqirllari, A. Borigi, “Potenciali kuark-antikuark nga laget e
Wilsonit né QCD-rné rrjetore” konferenca kombétare “Né 100 vjetorin e shpalljes
sé pavarésisé” organizuar nga FSHN, botuar né buletinin e Shkencave té Natyrés,
Nr.15, 2013, ISSN 2305-882X, Néntor 2012.

6. N.Hyka, A.Xhumari, E.Telhaj, Th. Karaja, D.Xhako, “Intensity Modulated
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2014).

4. D. Xhako, A. Bori¢i, ”Fast algorithms for simulating chiral fermions in U(1)
lattice gauge theory”, AJPA (American Journal of Physics and Application),
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Trajnime/Workshope

VI.

VII.

VIII.

Janar 2011 - Shkolla dimérore ndérkombétare pér superllogaritje “Trajnim né
teknikat e programimit” 24-27 Janar 2011, CaStoRc, Qipro, Greqi

Korrik 2011 - Shkolla verore ndérkombétare pér superllogaritje “Trajnim né
teknikat e programimit né paralel” 13-15 Korrik 2011, akademia OTE (Hellenic
Telecommunications Organization) Athiné, Greqi.

Shtator 2011 - Shkolla verore ndérkombétare e Fizikés Teorike t&¢ Avancuar
“QCD-ja rrjetore dhe Spektroskopia e Hadroneve” instituti Helmoltz, Dubna,
Rusi, 5-18 Shtator, 2011

Maj 2012 - Shkolla verore ndérkombétare e Fizikés sé Energjive té Larta

“Sarajevo School of High Energy Physics 2012” Universiteti 1 Sarajevés, 9 - 13
Maj 2012

Qershor 2012 - Pjesémarrese ne Workshopin e organizuar nga UT-FSHN”
“Numerical Mehtods and Parallel computing Using MPI”

Tetor 2012 - Referuese né Workshopin e I-ré ndérkombétar “Recent LHC
Physic's results and related topics” 8-9 Tetor 2012, FSHN&UPT, Tirané

Qershor 2013 - Trajnim né shkollén ndérkombétare mbi analizén e té dhénave
me MC né LQCD “Monte Carlo methods and data analysis in lattice QCD?”,
Regensburg, Gjermani, 24-27 Qershor 2013.

Shtator 2010 — Tetor 2013 - Pjesé e projektit HP-SEE (High-Performance
Computing Infrastructure for South East Europe’s Research Communities) me njé
aplikim nga fizika llogaritése “HMLQCD” (Hadron Masses from Lattice
QCD)(projekti mundésonte aplikimin dhe zbatimin e njé pune llogaritése né
disiplinat e shkencave llogaritese duke pérdorur ekzekutime masive paralele
kompjuterike — akses ne klasterin ne Bullgari BG-HPC)

Néntor 2013 -> Pjesémarrje né trajnimin e ICTP (International Centre for
Theoretical Physics) 25 Néntor - 6 Dhjetor 2013, Itali.
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FALENDERIME

Realizimi i doktoraturés “Pérshpejtimi i llogaritjeve té fermioneve kirale me ané té
rrjetave té shuméfishta né QCD-né rrjetore” nuk do té ishte i mundur pa ndihmén dhe
kontributin e shumé kolegéve, migéve dhe bashképunétoréve té mi.

Mé duhet té falenderoj fillimisht Prof. Dr Artan Borici, iniciatorin dhe mbéshtetésin
kryesor né cdo hap té kétij procesi. Pa ndihmén e tij, do té ishte e pamundur realizimi i
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SHTOJCAT

SHTOJCA A Kodet e llogaritjes té potencialit kuark-antikuark

Kodi A.1: Kodi i pérshtatur pér llogaritjen e lageve drejtkéndoré té Eilsonit me pérmasa r x ¢
pér r =1,....6 dhe ¢t = 1,....6, né FermiQCD (&shté zgjedhur rrjeta me volum 8"4)

#include "fermigcd.h" // pérshi librarité e FermiQCD
#include <fstream>
int main(int argc, char** argv) ({

mdp.open wormholes (argc,argv); // FILLO komunikimet

int L[]={8,8,8,8}; // pércakto volumin e rrjetés

int n=3; // pércakto grupin e kalibrimit SU(n)
int N=100; // numri i1 konfiguracioneve kaliburese
mdp lattice lattice(4,L); // ndérto njé rrjeté 4-pérmasore

gauge field U(lattice,n); // krijo njé fushé kalibruese U
coefficients gauge; // pércakto parametrat fiziké
gauge["beta"]1=5.7; //beta=6/g"2 pércakton distancén rrjetore
set_hot (U); // krijo njé konfiguracion té rastit

int maxsizel=6; // pércakto vlerén maksimale té r

int maxsize2=6; // pércakto vlerén maksimale té t

int sizel; //deklaro parametrin r, té ploté

int size2; //deklaro parametrin t, té ploté

double wloop; //deklaro laget

ofstream fout;
//hap njé file me emrin “wloopl2.dat” ku do ruhen laget
fout.open ("wloopl2.dat");
for (int k=0; k<N; k++) { // shumo sipas hapave Monte Carlo
WilsonGaugeAction: :heatbath (U, gauge,N); // bej N-hapa MC
// bé&j té gjitha kombinimet 7 Xt
for (sizel=1;sizel<=maxsizel;sizel++)
for (size2=1;size2<=maxsize2;size2++) {
int length=2*sizel+2*size2;
int path[length][2];
for(int 1=0; i<sizel; 1i++) {
path[i] [0]=+1;
path[itsizel+size2] [0]=-1;
}
for(int i=sizel; i<sizel+size2; 1i++) {
path[1i][0]=+1;
path[i+sizel+size2] [0]=-1;
}
&loop=0.0;
for (int mu=0; mu<4; mu++)
for (int nu=mu+l; nu<4; nu++) {
for(int i=0;i<sizel;i++)
path[i] [1]=path[i+sizel+size2] [1]=mu;
for (inti=sizel;i<sizel+size2;i++)
path[i] [1]=path[i+sizel+size2] [1]=nu;
éloop+t=real (average path (U, length,path))/6;
}
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// ruaj laget sizel x size?2
fout << sizel << size2 << " " << éloop << endl;
}
}
fout.close();
mdp.close wormholes(); //MBYLL komunikimet
return 0;
}
Copyright FermiQCD

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

Kodi A.2: Kodi i pérshtatur pér gjetijen e parametrave gé modelojné ekuacionin (111.8.2)
konstantes rrjetore, potencialin si dhe gabimeve respektive me Jacknife, né Matlab/Octave (pér
r=t=1,...6). (éshté zgjedhur rrjeta me volum 8"4)

O N T N A T N N e T N e e e e T N N N R R T

%$Script ge 1llogarit potencialin statik kuark-antikuark prej lageve

$planare W(R,T)te Wilson-it, per rrjeten me permasa 8"4, me
$R=T=1,...,0 sipas modelit -logW (R, T)=C0+V_0*T+K*R*T+ (alpha/R) *T,

%konstanten %$rrjetore si dhe gabimet respektive
n=6; konf=100; T=(l:n)'; R=T;
%$Percaktimi i matrices se koeficenteve
A=[ones (n"2,1) kron(ones(n,1),T) kron(R,T) kron(l./R,T)];
%$Ngarkimi i te dhenave ge permbajne laget e Wilson-it
load éloop.dat;
B=wloop(:,2);
C=reshape (B, n"2, konf) ;
W=mean (C, 2) ;
w=-1log (W) ;
b=w;
%$Z2gjidhja e sistemit linear per percaktimin e koeficenteve te modelit
x=A\b;
%$Gjetja e gabimeve te koeficenteve x(1),x(2),x(3),x(4) me Jacknife
%Gjenerimi i zgjedhjeve te reja prej atyre ekzistuese
X=[1;
for j=1:n"2
iks=C (3, :);
for i=1l:konf
£=W(3) - ((iks (i) -W(3)) / (konf-1)) ;
X=[X,f];
end
end
X perf=reshape (X, konf,n"2);
% Gjetja e madhesive te derivuara ne funksion te zgjedhjeve te reja
for k=1l:konf
b=-log (X perf(k,:));
b=b"';
solve=A\b;
xx=[xx,solve];
end
x_jacknife=mean (xx,2) ;
v_jknife=x jacknife (2)+x jacknife(3)*r+x jacknife(4) ./r;
%$Llogaritja e gabimit te koeficenteve
sigmﬁsq=((konf—l)AZ/konf)*(std(xx')).A2;
gabimi koef=sqgrt (sigm sq) ;
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%$Gjetja e gabimit te llogaritjes se potencialit me Jacknife
%Gjetja e madhesive te derivuara ne funksion te zgjedhjeve te reja
v=[1;
for p=l:konf
pot=xx(2,p) +xx (3,p) *r +xx(4,p)./r;
V=[V,pot];
end
[z,y]l=size(r);
V_perf=reshape (V, y, konf) ;
V_mes=mean (V_perf, 2);
% Llogaritja e gabimit per potencialin
sigm_sq_pot=((konf—l)AZ/konf)*(std(V_perf')).AZ;
gabimi pot=sqrt(sigm sq pot);
% Ndertimi i grafikut V+sigma, V_mes, V-sigma
figure (1) ;
plot(r,V _mes, 'b');

hold on

plot(r,V_mes+gabimi pot','r');

hold on

plot(r,V_mes-gabimi pot','r');

%Percaktimi i konstantes se rrijetes me formulen

%a=r0*sqrt (K/ (1.65+alpha)),ku K dhe alpha jane respektivisht tensioni
%1 kordes ne njesi rrjetore dhe konstantja e ciftimit te forte. x0
%eshte 0.5 fm,
r0=.5;
a latt=rO*sqgrt((x_jacknife(3,1))/(x _jacknife(4,1)+1.65));
%Gjetja e gabimit te konstantes rrjetore me Jacknife
KK=[];
Alpha=[];
K=xx(3,:);
alpha=xx(4,:);
kk mes=mean (K');
alpha mes=mean (alpha');
for 1=1:konf
kk_new=kk_mes—((K(l)—kk_mes)/(konf—l));
KK=[KK, kk new];
alpha_neé:alpha_mes—((alpha(l)—alpha_mes)/(konf—l));
Alpha=[Alpha, alpha neé];

end
aa=r0*sqgrt (KK./ (Alpha+1.65));
sigm sq a=((konf-1)"2/konf)*(std(aa'))."2;

gabimi a=sqrt(sigm sq a);
% Copyright D.Xhako (2011-2014)

Kodi A.3: Kodi i pérshtatur pér llogaritjen e lageve drejtkéndoré té Wilsonit me pérmasa r X ¢
pér r < % dhe ¢ < %,(L-gjatésia e rrjetés) né FermiQCD duke shumuar sipas té gjithé

planeve té mundshme gé nuk pérsériten

#include "fermigcd.h" //pérfshi librarité& e FermiQCD-sé
int main(int argc, char** argv) {
mpi.open wormholes (argc, argv); //Fillo komunikimet

define base matrices ("FERMILAB") ;
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int box[4]={8,8,8,8};
mdp lattice lattice(4,box);
gauge field U(lattice,3);

// Pércakto volumin e rrjetés
// Ndérto rrjetén
// Ndérto fushat kalibruese

int N=100;
mdp complex sum;
string filename="gaugefile";
U.load (filename) ;
set hot (U);
coefficients gauge;
gauge ["beta"]1=5.7;
ofstream fout;
fout.open ("w_n8.dat"); //hap njé file ku do ruhen laget
for (int k=0; k<N; k++) { // ciké&l sipas konfiguracioneve
WilsonGaugeAction: :heatbath (U, gauge,N) ;
// pér té gjitha format e lageve drejtkéndore
for (int sizel=1; sizel<box[1]/2; sizel++)
for (int size2=1; size2<box[1l]/2; size2++) {
sum=0.0;
int path[2*sizel+2*size2][2];
// pér té gjitha planet
for (int mu=0; mu<U.ndim;
for (int nu=0; nu<U.ndim;
if (mu'!=nu) {
// ndérto rrugén e lakut
for(int k=0; k<sizel; k++) { path[k][0]=+1; pathl[k][1l]=mu; }
for (int k=sizel; k<sizel+size2; k++) { path[k][0]=+1; pathl[k][1l]=nu;

// Numri i hapave MC (i konfiguracioneve)

// Fillo me njé konfiguracion té rastit
// Pércakto parametrat fiziké
// Pé&rcakto betén

mu++)
nu++)

k=sizel+size2; k<2*sizel+size2; k++)
path[k] [1]=mu; }
k=2*sizel+size2; k<2*sizel+2*size2;
path[k] [1]=nu; }
//1logarit mesataren e lageve té Wilson-it
sumt+=average path (U, 2*sizel+2*size2,path);
}
// ruaj rezultatet
fout << sizel<<size2 << "
}
}

fout.close();
mpi.close wormholes () ;
return 0;

} Copyright FermiQCD

for (int { path[k][0]=-1;

for (int k++) { pathl[k][0]=-1;

" << sum/ (U.ndim* (U.ndim-1)) << endl;

//Mbyll komunikimet

Kodi A.4: Kodi i zhvilluar per llogaritjen e parametrave gé modelojné potencialin né prej
potencialeve efektive sipas konstantes rrjetore, potencialin si dhe gabimeve respektive me
Jacknife, né Matlab/Octave (pér r=t=1,...6) (éshté zgjedhur rrjeta me volum 8"4)

%$Script g& 1llogarit potencialin
planare W(R,T)te Wilson-it, per rrjeten me permasa 874,
konstanten %rrjetore si dhe gabimet respektive

n=6; konf=100; T=(l:n)'; R=T;

%Ngarkimi i te dhenave ge permbajne laget e Wilson-it
load wloop.dat;

efektiv kuark-antikuark prej lageve
me R=T=1,...,6,
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B=wloop(:,2);
C=reshape (B, n"2, konf) ;
w=mean (C, 2) ;
W=reshape (w,n,n) ;
V_ eff=[];
for i=1l:n
WW=W(:,1);
for j=1:(n-1)
pot eff=-log ((WW (j+1)/WW(Jj)));
V_eff=[V eff,pot eff];
end
end
VV_eff=reshape(V_eff,n-1,n);
b= (max (VV_eff))"';
A=[ones(n,1) R 1./R];
x=A\Db;
%Ndertimi i grafikut teorik me koeficentet e gjetur + grafiku me te
dhenat e llogaritura te potencialit
figure (1)
r=[.2:.01:87];
V_graf=x(1)+(x(2))*r+(x(3))./r;
plot(r,V_graf);
hold on
plot(R,b,'0");
r0=0.5;
a_latt=r0*sqrt((x(2))/(x(3)+l.65));
%$LLogaritja e gabimeve me Jacknife
X=[];
for j=1:n"2
iks=C (3, :);
for i=1l:konf
f=E (j) - ((iks (1) -W(j))/ (konf-1));
X=[X,f];
end
end
X perf=reshape (X, konf,n"2);
% Gjetja e madhesive te derivuara ne funksion te zgjedhjeve te reja
V_eff neé&l=[];
for k=1l:konf
rreshti=X perf(k,:);
for 1=1:n-1
p effl=-log((rreshti(1+1l)/rreshti(l)));
V_eff neé&l=[V eff ne&l, p effl];
end
end
Vl=reshape (V_eff newl,n-1, konf);
Vil=(max (V1)) "';
V_eff neé2=[];
for k=1l:konf
rreshti=X perf(k,:);
for 1l=n+1:n+5
pieff2=—log((rreshti(l+l)/rreshti(l)));
V_eff neé2=[V_eff new2, p eff2];
end
end
V2=reshape (V_eff new2,n-1, konf) ;
Vi2=(max (V2))"';
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V_eff neé&3=[];
for k=1:konf
rreshti=X perf(k,:);
for l1=n+7:n+11
p_eff3=—log((rreshti(l+l)/rreshti(l)));
V_eff neé&3=[V_eff neé&3, p eff3];
end
end
V3=reshape (V_eff neé&3,n-1,konf);
Vij3=(max(V3))"';

V_eff neé&d=[];

for k=1:konf
rreshti=X perf(k,:);
for 1=n+13:n+17
p_effd=-log((rreshti(1+1l)/rreshti(l)));
V_eff neé&d=[V _eff neé&d, p effd];
end

end

Vi4=reshape (V_eff neé&d,n-1, konf);

Vid=(max (V4))"';

V_eff neéb=[];
for k=1l:konf
rreshti=X perf(k,:);
for 1=n+19:n+23
p_eff5=—log((rreshti(l+l)/rreshti(l)));
V_eff newb=[V _eff newb5, p eff5];
end
end
V5=reshape (V_eff neé&5,n-1,konf);
Vij5=(max(V5))"';

V_eff neé6=[];
for k=1l:konf
rreshti=X perf(k,:);
for 1=n+25:n+29
p_eff6:—log((rreshti(l+1)/rreshti(l)));
V_eff new6=[V_eff new6, p eff6];
end
end
Veo=reshape (V_eff new6,n-1, konf) ;
Vij6=(max(V6))';

V _perf=[Vjl Vj2 Vj3 Vj4 Vj5 Vje6];
xx=[];
for k=1:konf
b=V perf (k, :);
b=b"';
solve=A\b;
xx=[xx,solve];
end
X jacknife=mean (xx,2);
v_jknife=x jacknife (l)+x jacknife (2)*r+x jacknife(3)./r;
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%$Llogaritja e gabimit te koeficenteve
sigm sg=((konf-1)"2/konf)* (std(xx"'))."2;
gabimi koef=sqrt(sigm sq);
%Gjetja e gabimit té llogaritjes se potencialit me Jacknife
%$Gjetja e madhesive te derivuara ne funksion te zgjedhjeve te reja
v=[1;
for p=l:konf

pot=xx(1,p)+xx(2,p)*r +xx(3,p)./r;

V=[V,pot];
end
[z,yl=size(r);
V_perf=reshape (V, y, konf) ;
V_mes=mean (V_perf, 2);
% Llogaritja e gabimit per potencialin
sigm sqg pot=((konf-1)"2/konf)* (std(V_perf'))."2;
gabimi pot=sqrt (sigm sqg pot);
% Ndertimi i grafikut V+sigma, V_mes, V-sigma
figure (2);
plot(r,V _mes, 'b');
hold on
plot(r,V_mes+gabimi pot',
hold on
plot(r,V_mes-gabimi pot','r');
%Percaktimi i konstantes se rrjetes me formulen
a=r0*sqrt (K/ (1.65+alpha)),
%ku K dhe alpha jane respektivisht tensioni i kordes ne njesi rrjetore
%dhe konstantja e ciftimit te forte. r0 eshte 0.5 fm,
r0=.5;
a latt=r0*sqrt ((x_jacknife(2,1))/(x_jacknife(3,1)+1.65));
%$Gjetja e gabimit te konstantes rrjetore me Jacknife
KK=[1;
Alpha=[];
K=xx(2,:);
alpha=xx(3,:);
kk mes=mean (K');
alpha mes=mean (alpha');
for 1=1:konf

kk_neé:kk_mes—((K(l)—kk_mes)/(konf—l));
KK=[KK, kk new];
alpha neé=alpha mes-((alpha(l)-alpha mes)/ (konf-1));
Alpha=[Alpha,alpha neé&];

Tt

end
aa=r0*sqgrt (KK./ (Alpha+1.65));
sigm sqg _a=((konf-1)"2/konf)* (std(aa')).”2;

gabimi a=sqgrt(sigm sq a);
% Copyright D. Xhako, 2011-2014,
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Kodi A.5: Kodi i pérshtatur pér llogaritjen e lageve tre pérmasore té Wilsonit r, xr, x ¢ pér

n=1L..,6,n=1..6dhet=1..6 ,né FermiQCD (éshté zgjedhur rrjeta me volum 8"4).

#include "fermigcd.h" // pérfshi librarité e Fermigcd

#include <fstream>
int main(int argc, char** argv) ({
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mdp.open wormholes (argc,argv);// FILLO komunikimet

int L[]={8,8,8,8}; // pércakto pérmasat e rrjetés
int n=3; // pércakto grupin e simetrisé SU(n)
int N=100; // numri i konfiguracioneve (hapat MC)

mdp lattice lattice(4,L); // krijo njé rrjeté 4-d
gauge field U(lattice,n); // krijo njé& fushé kalibrimi

coefficients gauge; // vendos parametrat fiziké

gauge ["beta"]=5.7; // pércakto distancén rrjetore

set _hot (U); // gjenero njé konfiguracion té rastit
int maxsizel=6; //pércakto vlierén maksimale té r;

int maxsize2=6; //pércakto vlierén maksimale té r,

int maxsize3=6; //pércakto vlierén maksimale té t

int sizel; //deklaro parametrin r;, té& ploté

int size2; //deklaro parametrin r,, té& ploté

int size3; //deklaro parametrin t, té ploté

double éloop;
ofstream fout;
fout.open("w _vell8 n.dat");
for (int k=0; k<N; k++) { // cikel sipas numrit te konfiguracioneve
EilsonGaugeAction: :heatbath (U,gauge,N); // bej N-hapa MC
for (sizel=1l;sizel<=maxsizel;sizel++)
for (size2=1;size2<=maxsize2;sizel2++)
for (size3=1;size3<=maxsize3;size3++) {
int length=2*sizel+2*size2+2*size3;
int path[length][2];
for(int 1=0; i<sizel; 1i++) {
path[i] [0]=+1;
path[i+tsizel+size2+size3] [0]=-1;
}
for (int i=sizel; 1i<sizel+size2; 1++) {
path[i] [0]=+1;
path[i+size2+size3+sizel] [0]=-1;
}
for (int i=sizel+size2; i<size3+size2+sizel; i++) {
path[1i][0]=+1;
path[i+size3+size2+sizel] [0]=-1;
}
€loop=0.0;
for (int mu=0; mu<4; mu++)
for (int nu=0; nu<4; nu++)
for (int t=0; t<4; t++){
if (mu!=nu&&nu!=t&smu!=t) {
for (int 1i=0;i<sizel;i++)
path[i] [1]=path[it+sizel+size2+size3] [1]=mu;
for(int i=sizel;i<sizel+size2;i++)
path[i] [1]=path[i+size2+size3+sizel] [1]=nu;
for(int i=sizel+size?;i<sizel+size2+size3;i++)
path[i] [1]=path[i+size3+sizel+size2] [1]=t;
éloopt=real (average path (U, length,path))/24;
}
}
fout << sizel << size2 <<size3<<" "<< wloop << endl;
}
}
fout.close();
mdp.close_wormholes(); //MBYLL komunikimet
return 0;
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}
Copyright FermiQCD

Kodi A.6: Kodi i zhvilluar per llogaritjen e parametrave gé modelojné potencialin, konstanten
rrjetore, né Matlab/Octave pér laget véllimore té Wilson-it (éshté zgjedhur rrjeta me volum 8°4)

%$Script ge llogarit potencialin efektiv prej lageve vé€llimore te
Wilson-it
n=6; r2=(1l:n)'; konf=100;
load w_vell8 n.dat;
B=w vell8 n(:,2);
C=reshape (B, n"3, konf) ;
W=mean (C, 2) ;
WW=reshape (W,n,n"2) ;
vV eff=[];
for i=1:n"2

V=WW(:,1);

for j=1:(n-1)

if ((V(3)>0)&& (V(3+1)>0))

pot_eff=-(log ((V(3+1))/(V(3))));
else

pot eff=Inf;

end

V_eff=[V eff,pot eff];

end
end
VV_eff=reshape(V_eff,n-1,n"2);
V_mes=max (VV_eff);
b=V _mes';
R=[];
for i=1:n
rl(l:n,1l)=1i;
R=[R,rl];
end
Rl=reshape (R, n"2,1);
R2=[kron (ones (n,1),r2)];
r=[1;
for i=1:n"2
rr=sqgrt ((R1(1i)"2)+(R2(i)"2));

r=[r,rr]
end
r=r';
n2=n"2;
b(36)=[1;r(36)=[1;
b(33)=[1;r(33)=[1;
b(32)=[1;r(32)=[1;
b(31)=[1;r(31)=I[1;
b(29)=[1;r(29)=[1;
b(28)=[1;r(28)=[1;
b(27)=[1;r(27)=[1;
b(25)=[1;r(25)=[1;
b(24)=[1;r(24)=[1;
b(22)=[1;r(22)=[1;
b(21)=[1;r(21)=[1;
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b(19)=[1;r(19)=[1;
b(18)=[1;r(18)=[1;
b(17)=[1;c(17)=[];
b(11)=[1;r(11)=[];
b(10)=[1;r(10)=[1;
b(e)=[1;r(6)=[1;
b(2)=[1;x(2)=[1;
n2=n"2-18;

for i2=n2:-1:1; if b (i2)==Inf, b(i2)=[]; r(i2)=[]; end, end
n2=max (size(r));

A=[ones (n2,1) r 1./r];

x=A\Db;

%$Gjetja e gabmeve te koeficenteve
I=eye(size(A));

Lfit (A, I,Db)

$Ndértimi i grafikut
V_graf=x(1)+(x(2))*r+(x(3))./r;
v2=[r,V _graf];v2=sort(vz,1);

clf;

plot(v2(:,1),v2(:,2))

$plot (r,V_graf)

hold on

plot(xr,b, ' ")

r0=0.5;
a_latt=r0*sqrt((x(2))/(x(3)+l.65));
%Copyright D. Xhako, 2011-2014,

Kodi A.7: Funksioni gé pércakton gabimet e tensionit té kordés pér lage véllimore té Wilson-
it duke pérdorur funksionin Lfit

function [x,y,chi2,smax] = Lfit (A, I, b);
z = A'" * I * Db;

S =A'" * 1 * A;

S = inv (S);

X = S * z;

sx = diag(S);
y = A * x;

r =Db - y;

chi2 = r' * I * r;

[N, dummy] = size(b);

[n, dummy] = size(x);

sx = sqgrt(sx * chi2/ (N-n));
(

sy = diag(A * S * A');
sy = sqgrt(sy * chi2/(N-n));

smax = max(eig(S));
smax = sqrt(smax* chi2/ (N-n));
x = [x, sx];

y ly, syl;
Copyright QCDLAB
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SHTOJCA B Metoda Jacknife pér llogaritjen e gabimeve

Pér té llogaritur gabimet e madhésive té derivuara si¢ éshté rasti joné konkret me
potencialin, distancén rrjetore etj, metodat mé té pérdorura jané ato jo-parametrike si
Bootstraping dhe Jacknife. Né pércaktimin e gabimeve né kété mikrotezé kemi pérdoru
metodén Jacknife, e cila ndjek kéto hapa:

Hapi 1: Krijo zgjedhje té reja té rastit X, pér ¢ = 1,2...,nme ané té zgjedhjes sé rastit
fillestare x; pér + = 1,2...,n sipas barazimit:

Hapi 2: Llogarit madhésité e derivuara né funksion té zgjedhjeve té reja sipas

y, = [(X,.., X))

Hapi 3: Vleréso gabimin e mesatares 7 sipas shprehjes:

SHTOJCA C Kodet e algoritmit me dy rrjeta

Kodi C.1: Funksioni né Matlab/Octave i algoritmit TWO-GRID

function rr = Two_grid(b,x1,tol, tol0,nmax) ;

global mass Nlatt N5

%$Algoritmi me dy rrjeta i pérdorur per te zgjidhur sistemin linear
Dx=Db,
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%$D-nuk éshté& njé matricé e thjeshté por njé funksion matricor D=f (A), ku
$A-&éshté matrica e zhvendosur e Wilson Dirac pra A=D W -I,
%Konkretisht D paraget operatorin e mbulimit ose i1 quajtur ndryshe
%operatori i Neubergerit, 1 cili jepet: D=clI-c2V, ku V=A(A*A)"(-1/2)
cl=(l+mass)/2;

c2=(l-mass)/2;

x1=x1(:);

b=b(:);

Vxl=u2 comp (x1,nmax) ;

$Mege kerkojme Dxl=(clI-c2V)xl=clIxl-c2Vxl=clxl-c2x, ku x-&shté
zgjidhja gé

$marrim nga funksioni u2 comp.

Dxl=cl*x1-c2*Vx1l;

rl=b-Dx1;

$formojme vektorin e rrjetés sé rrallé

z=zeros (N* (N5-1),1);

ita=[rl;z]; z0=zeros(N*N5,1);

[z, rr]=BiCGstab_ TOV (A,mass,Nlatt,N5,b,z0,tol, nmax) ;

Copyright QCDLAB

SHTOJCA D Kodete QCDLAB

Kodi D.1: Funksioni gé llogarit pllakén né QCDLAB

function p=Plaquette (C);
%$llogarit pllaken

p=0;

163



%globale

global beta N E1 E2

Ul=sparse (diag(C(1l:N))); U2=sparse(diag(C(N+1:2*N)));
Ul=Ul*El; U2=U2*E2;

p=ptreal (trace (Ul*U2*Ul'*U2")) ;

Copyright QCDLAB

Kodi D.2: Funksioni gé llogarit operatorin e Eilson-Dirac-ut né rrjetén dy pérmasore né
QCDLAB

function A=Dirac?2 (N1,N2,ul,u2,mass)

% llogarit operatorin e Eilson-Dirac-ut

% parametra globale mass N N1 N2

Dim=2; % dimensionet e rrjetes

N=N1*N2;

% matricat e Paul-it

sigmal=[0, 1; 1, 0]; sigma2=[0,-1i; 1i, 0];
% Operatorét e projektimit

Pl plus = eye(2)+sigmal; Pl minus=eye (2)-sigmal;

P2 plus = eye(2)+sigma2; P2 minus=eye (2)-sigma2;

% Operatorét e zhvendosijes

pl=[N1,1:N1-1]; p2=[N2,1:N2-1];

Il=speye (N1); I2=speye (N2);

T1=I1(:,pl); T2=I2(:,p2);

El=kron(I2,T1);

E2=kron(T2,I1);

% Operatorét kovariant té zhvendosjes

% Konfiguracioni i fushave kalibruese {ul, u2}: matrica komplekse N x 1
Ul=sparse (diag(ul)) *El; U2=sparse(diag(u2))*E2;

% Matrica tridiagonale e sipérme

A= kron(Ul,Pl minus);

A=A+kron (U2, P2 minus);

% Matrica tridiagonale e poshtme
A=A+kron (Ul,P1l plus)';

A=A+kron (U2,P2 plus)';

% pé€rcaktimi i parametrit té kércimit
kappa=1/2/ (2+mass) ;

% llogaritja pérfundimtare e matricés A
A= (Dim+mass) *speye (2*N) -A/2;

Copyright QCDLAB

Kodi D.3: Funksioni gé inicializon njé fushé kalibruese fillestare né QCDLAB

function C=GaugeField (iconf)
% initialises an U(l) gauge field
global N

o
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if (iconf==0),
C=ones (2*N, 1) ;

elseif (iconf==1),
P=sqgrt (-1) *rand (2*N, 1) ;
C=exp(P);

end

Copyright QCDLAB

Kodi D.4: Funksioni gé llogarit ngarkesén topologjike né QCDLAB

function g=Topology (C) ;
% computes topological charge
%globals

global beta N E1 E2

a=[1;

for mu=1:2;

M=sparse (zeros (N)) ;

nu=mu+l; if (nu==3), nu=1l; end
Ul=sparse (diag (C((mu-1) *N+1l:mu*N)));
U2=sparse (diag (C((nu-1) *N+1l:nu*N)));
Ul=Ul*E1l; U2=U2*E2;
M=M+U1*U2*Ul'*U02"';

gtop=imag (log(M)) ;

g=I[qg;qtop];

end

g=(1/2*pi) *q;

Copyright QCDLAB

Kodi D.5: Funksioni né Matlab/Octavé i algoritmit SHUMR pér invertimin e operatorit kiral té
mbulimit né teoriné kalibruese U(1), né QCDLAB.

function [x,Matvec,rr]=SHUMR (A, psi,lambda,b,cl,c2,tol,imax);
b=b(:);

N=max (size (b)) ;

vzero=zeros (N, 1);

X=VZero;

r=b;

matvec=0; Matvec=matvec;

rho = norm(r);

rnorm=rho;

rr=rho;

alpha = rho;

ul2=0;

beta=1;

L1l tilde=1;

g=r/rho;

g_old=vzero; v_old=vzero; & old=vzero; s old=vzero;
% start added lines
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c_kml=1l; s kml=0; c_km2=0; s km2=0;
pl=vzero; p2=vzero; Dpl=vzero; Dp2=vzero;

Q

% end added lines

counter = 1;
éhile ( (rnorm > tol) & (counter<=imax) );
sv=V*q;

[v,multDé]=Mult overlap (A, q,psi,lambda, imax) ;
if (counter > 1),
ul2=-(qg old'*v)/ (g old'*v_old);
end
gamma=-cl*ul?2;
Ll1l=(qg'*v)+ul2* (q'*v_old);
g tilde=v-Lll*g+ul2*v old;
L21=norm(g tilde);
if (L21<=tol), break, end;
é=g+q old*ul2+& old*gamma/Lll tilde;
s=cl*(q+q_old*u12)+02*(v+v_old*u12)+s_old*gamma/Lll_tilde;
L1l tilde=cl+c2*Lll-beta*gamma/L1l tilde;
alpha=alpha*beta/Ll1l tilde;
x=x+&*alpha;
r=r-s*alpha;
g_old=g;
v_old=v;
€ old=¢&;
s_old=s;
g=q_tilde/L21;
beta=-c2*L21;
rnorm=norm(r) ;
start added lines
tll=cl+c2*L11;
mu=tll*c kml+gamma*conj (s_kml) *c_ km2;
nu=c2*L21;
if (mu != 0),
c_k:abs(mu)/sqrt(abs(mu)*abs(mu)+abs(nu)*abs(nu));
s_k=conj (c_k*nu/mu) ;
else
c _k=0;
s _k=1;
end
omega=nu*alpha*s k;
mu_k=c_ k*mu+s_ k*nu;
eps=tll*s kml-gamma*c_ kml*c km2;
theta=-gamma*s_ km2;
p=(g+qg old*ul2-pl*eps-p2*theta) /mu_k;
Dp=(cl* (g+g old*ul2)+c2* (v+v_old*ul2)-Dpl*eps-Dp2*theta) /mu_k;
rnorm_p=norm(r+omega*Dp) ;
Xp=x-omega*p;
c_km2=c_kml; s km2=s kml; p2=pl; Dp2=Dpl;
c_kml=c k; s kml=s k; pl=p; Dpl=Dp;
end added lines
rr=[rr;rnorm];
matvec=matvec+multDé;
Matvec=[Matvec,matvec];
counter++;
end
Copyright QCDLAB
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Kodi D.6: Funksioni Mult_Overlap.m gé llogarit operatorin e sakté té mbulimit né QCDLAB

function [Vx,Matvec,rr]=Mult overlap (A, x,psi,lambda, nmax)
Ngse jepet operatori i zhvendosur i Dirac-ut, ky funksion
shumezon x me pjesne unitare U*V' te A=U*S*V'
duke perdorur algoritmin e Lanczos-it per llogaritjen
e te anasjellit te rrenjes katrore A'*A
dhe perafrimin e Zolotarev per te ansjelltin e rrenjes katrore te T
duke perdorur projektimin e vlerave me te vogla vehtjake (psi,lambda)
ste A'*A
Matvec=0;
AHA=A"*A;
if norm(x)<=le-6,

VX=A*x;

rr=[1;
end
QOx=x-psi* (psi'*x); % projected right hand side
[Tl,matvec,rr]=lanczos (AHA,Qx,psi, lambda, le-6,nmax, []1,[1,0);
Matvec=Matvec+matvec;
T=T1;T (end, :)=[];
% compute 1/sqrt(T)*el
epsilon=max (real (diag(lambda))); % smallest eigenvalue of A'*A;
n=60; % order of Zolotarev approximation
[d,q,y,Delta]l=coef zolotarev(l,n,epsilon);
nlanczos=max (size (T));
el=zeros (nlanczos,1l);el(1)=1;
d0=d (1) ;d(1)=[];n2=max (size(d)) ;
inv_sqrt T=d0*el;
for 1=1:n2;

Tl=sparse (epsilon*speye (nlanczos)+T*qg(1l));

inv_sqgrt T=inv sqrt T+T*d (1) * (Tl\el); % n2 inversions of Tl
end
inv_sqrt T=inv_ sqgrt T*norm(x);
% second call to lanczos
[y,matvec]=lanczos (AHA, Qx,psi, lambda, le-6,nmax, Tl,inv_sqrt T,1);
Matvec=Matvec+matvec;

o o° o o°

o

O o

inv_sqgrt lambda=diag(l./sqrt(real (diag(lambda))));
yl=y/sqrt (epsilon)+psi* (inv_sqrt lambda* (psi'*x));
Vx=A*vyl;

Copyright QCDLAB

Kodi D.7: Funksioni né Matlab/Octavé i algoritmit GMRESR i parakushtézuar pér invertimin e
operatorit kiral t& mbulimit né teoriné kalibruese U(1) né QCDLAB.

function

[x,Matvec, rr]=gmresr (A, psi, lambda,cl,c2,M,M1,P,b,tol0,tol, nmax)
$function [x,Matvec,rr]=gmresr(V,cl,c2,M,M1,P,b,tol0,tol, nmax);
n=max (size (b)); N3=max(size (P))/n; matvec=0; Matvec=matvec;
k=1; b=b(:); r=b; x=zeros(n,1l);

rnorm=norm(r); rr=rnorm; U=[]; C=[];
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éhile ((rnorm>tol) && (k<=nmax)) ;
% llogarit zgjidhjen e perafert u=f(r)
rl=zeros (n*N3,1); rl(l:n)=r;
r1=M1* (P*rl);
[ul, rrM]=cgne (M, rl,rl,tol0*rnorm,n*N3) ;
multDé=2*N3*max (size (rrM)) ;
$norm (rl1-M*ul)
u=P'*ul; u=u(l:n);
Sc=cl*u+c2* (V*u) ;
[Vu, multA]=Mult overlap (A, u,psi,lambda,n*N3);
c=cl*u+c2*Vu;
for i=1:k-1;
alpha=C(:,1)'*c; c=c-alpha*C(:,1); u=u-alpha*U(:,1i);
end
beta=norm(c) ;
c=c/beta; u=u/beta; U=[U,ul]; C=[C,c];
gamma=c'*r;
x=xtu*gamma;
r=r-c*gamma;
rnorm=norm(r); rr=[rr;rnorm];
matvec=matvec+multDé+multA; Matvec=[Matvec,matvec];
k=k+1;
end
Copyright QCDLAB
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