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PARATHENIE

Teoria e unazave éshté njé degé e hershme e algjebrés. Kuptimi i pérgjithshém i
unazés éshté pércaktuar pér heré té paré né njé punim té Frenkelit té vitit 1914. Ishin
pikérisht dy artikujt e réndésishém té Emmy Noether pér teoriné e idealeve dhe unazat
e Dedekindit té botuar pérkatésisht né vitet 1921 dhe 1927 ato qé hodhén themelet e
teorisé sé unazave.

Relacionet e Green-it pér gjysmégrupet u prezantuan nga J. A. Green né njé punim té
vitit 1951 dhe pér unazat pér heré té paré nga Petraq Petro né vitin 1981. Né kété
disertacion studiohen relacionet e Green-it né unaza si dhe tregojmé lidhjen e klasave
té ekuivalencés sipas relacioneve £,R,H dhe Q né njé unazé (A4,+,") me klasat e
ekuivalencés pérkatése sipas relacioneve té Green-it té gjysmégrupit t€ shumézimit
(A,-) té késaj unaze. Mé tej me ané té kétyre lidhjeve gjejmé njé rast kur njé ideal i
majté minimal [ideal i djathté minimal, kuazi-ideal minimal] i unazés (4, +,-) mbetet i
tillé edhe né gjysmégrupin e shumézimit (A4,) té saj si dhe gjejmé njé vértetim tjetér té
teoremés sé Green-it pér unazat.

Té inspiruar nga probleme praktike té matricave, duke filluar me I'-unazat rreth
viteve 60 té shekullit gé kaluam, aktualisht po lévrohet zona e I'-strukturave né
pérgjithési. Ndér kéto I'-struktura jané dhe ato té I'-unazave té dobéta té cilat i
pérkufizojmé dhe studiojmé né kété disertacioni si dhe paragesim disa karakterizime
té tyre me ané té idealeve, idealeve té njéanshme, kuazi-idealeve dhe strukturave té
tyre minimale.

Pér té arritur né hartimin e kétij disertacioni pérve¢ punés dhe pérpjekjeve personale
njé kontribut té réndésishém ka dhe udhéhegési im shkencor Prof. Dr. Petraq Petro,
té cilit i shpreh mirénjohjen dhe falénderimet e mia. Jam ndier e privilegjuar gé mé ka
drejtuar, mbéshtetur gjaté gjithé késaj periudhe.

| shpreh mirénjohjen dhe falénderimet e mia profesoréve té grupit té Algjebrés Prof.
Dr. Artur Baxhaku, Prof. As. Elton Pasku, Dr. Thanas Xhillari pér mbéshtetjen,
késhillat dhe inkurajimin e tyre né té gjithé rrugétimin tim.

Njé falénderim i vecanté pér té gjithé grupin e profesoréve té Departamentit té
Matematikés pér kontributin gé kané dhéné né formimin tim akademik.

Sé fundi falénderimet e mia do té shkojné pér familjen time. Mbéshtetja, durimi dhe
dashuria e tyre kané gené faktori kryesor né edukimin tim profesional dhe njerézor.



HYRJE

Strukturat algjebrike luajné njé rol té réndésishém né matematiké e né shumé disiplina
té tjera si fiziké, shkenca kompjuterike, teori e kodimit etj. Njé kontribut té vecanté né
kété kuadér ka luajtur dhe vazhdon té luajé teoria e unazave.

Teoria e unazave éshté mjaft e hershme. | pari gé futi konceptin e unazés ishte
Richard Dedekind né 1871 dhe termi unazé (Zahiring) éshté pérdorur pér heré té paré
nga David Hilbert né 1892. E para qé parashtroi aksiomat e unazés nén influencén e
Hilbertit ishte Emmy Noether né artikullin e saj Ideal Theory in Rings né vitin 1921.

Né matematiké, relacionet e Green-it jané relacione ekuivalence gé karakterizojné
elementet e gjysmégrupeve me anén e idealeve kryesore gé ato pérftojné. Emértimi i
kétyre relacioneve vjen pér arsye té James Alexander Green, i cili ishte i pari gé i
paragiti né njé punim té vitit 1951. Kéto relacione kané njé réndési té vecanté pér
studimin e strukturave né gjysmégrupe dhe relacione té ngjashme me to jané futur dhe
studiuar edhe né struktura té tjera algjebrike. Njé ndér kéto struktura éshté dhe unaza.
Relacionet e Green-it né unaza jané futur dhe studiuar pér heré té paré nga Petraq
Petro né 1981. Megenése unazat jané njé kombinim i vecanté i grupeve dhe
gjysmégrupeve, njé ndér géllimet kryesore té kétij disertacioni éshté pikérisht studimi
i relacioneve té Green-it né unaza e pérgjithésime té tyre.

Né vitin 1964 Nabusawa dhe mé pas W.Barnes prezantuan dhe paragitén né punimet e
tyre konceptin e I'-unazés si njé pérgjithésim i unazés. Klasa e I'-unazave pérmban jo
vetém té gjitha unazat, por edhe té gjitha unazat trijore Hestenes. Njé nga kéto I'-
struktura éshté edhe ajo e I'-unazés sé dobét.

Njé géllim tjetér i kétij disertacioni éshté studimi dhe karakterizimi i '-unazave té
dobéta me ané té idealeve, kuazi-idealeve, bi-idealeve dhe relacioneve té Green-it.

Punimi i kétij disertacioni éshté i ndaré né katér kapituj, ku secili éshté i ndaré né
paragrafé. Né fund té punimit éshté dhéné bibliografia.

Kapitulli i paré: “KONCEPTE DHE POHIME PARAPRAKE” paraget njohurité
themelore pér studimin e gjysmégrupeve, unazave dhe I'-unazave.

Né paragrafin e paré jané dhéné pérkufizimet e gjysmégrupit, unazés si dhe
pérkufizime, pohime e teorema, té cilat pérdoren mé tej né trajtimin e materialit.

Né paragrafin e dyté paragiten njohuri bazale pér I'-unazat si dhe disa koncepte e
pohime pér I'-gjysmégrupet, té cilat do ti pérdorim né kapitullin e katért ku do té
pérkufizojmé dhe studiojmé I'-unazat e dobéta

Kapitulli i dyté: “RELACIONET E GREEN-IT NE UNAZA”éshté i ndaré né katér
paragrafé.

Né paragrafin e paré dhe té dyté paragesim relacionet e Green-it £, R,H dhe Q né
unaza. Sé pari tregojmé lidhjen e klasave té ekuivalencés sipas relacioneve £, R, H



dhe Q né njé unazé me klasat e ekuivalencés pérkatése sipas relacioneve té Green-it
né gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze si dhe gjejmé njé rast se kur njé ideal
minimal, ideal i djathté minimal, kuazi-ideal minimal i unazés mbetet i tillé edhe né
gjysmégrupin e shumézimit té saj dhe gjejmé njé vértetim tjetér té teoremés sé Green-
it pér unazat.

Né paragrafin e treté paragesim relacionin e Green-it B né unaza, teoremén e Green-it
pér relacionin B né unaza dhe «transferimin » e karakteristikés sé idealeve té majta
minimale, idealeve té djathta minimale dhe kuazi-idealeve minimale.

Né paragrafin e katért paragesim dhe studiojmé relacionin e Green-it D né unaza.

Kapitulli i treté: “NJE PERGJITHESIM | RELACIONEVE TE GREEN-IT NE
UNAZA”éshté i ndaré né dy paragrafé.

Né paragrafin e paré trajtojmé né ményré té koncentruar disa koncepte e pohime gé do
ti pérdorim pér té realizuar njé pérgjithésim té relacioneve té Green-it né unaza gé
kemi shtjelluar né kapitullin e dyté, sigurisht duke béré disa pérshtatje pér géllimet
tona.

Né pjesén e dyté té kétij paragrafi japim pérgjithésime té idealeve té majta, té idealeve
té djathta, kuazi-idealeve e bi-idealeve né unaza duke ¢elur shtegun pér pérgjithésimin
e déshiruar té relacioneve té Green-it né unaza.

Kapitulli i katért: “T-UNAZAT E DOBETA DHE RELACIONET E GREEN-IT

NE TO” éshté i ndaré né katér paragrafé

Né paragrafin e paré pérgjithésojmé né ményré té natyrshme I'-unazat si dhe fusim
konceptet e I'-unazés sé dobét, I'-unazés me pjesétim dhe I'-fushat.

Né paragrafin e dyté jepen disa karakterizime té I'-unazés té dobét me pjesétim me
ané té idealeve té njéanshme, idealeve, kuazi-idealeve dhe strukturave té tyre
minimale.

Né paragrafin e treté japim pérkufizimin e I'-fushés té dobét si dhe disa karakterizime
té saj me ané té idealeve.

Né paragrafin e katért paragesim relacionet e Green-it né I'-unazat e dobéta.

Gjaté punimit toné jané paraqitur problematika gé kané mbetur té hapura dhe gé do té
jené objekt i studimeve té métejshme né kété fushé.

Vi



KAPITULLI |

KONCEPTE DHE POHIME PARAPRAKE

Unazat dhe gjysmégrupet jané struktura gé teorité e tyre jané né bashkéveprim
té vazhdueshém né njé proces té pandashém té difuzimit e transplantimit té
koncepteve e pohimeve nga njéra tek tjetra, duke ndikuar ndjeshém né zhvillimin
sasior dhe cilésor té tyre. Gjysmégrupet pérbéjné gurin e themelit té strukturave
algjebrike né pérgjithési e né ményré té vecanté té unazave e té pérgjithésimeve té
tyre. Késhtu, né paragrafin e paré té kétij kapitulli hyrés do té shtjellojmé disa
koncepte themelore pér gjysmégrupet gé né ményré té posagme ndikojné ndjeshém né
teoriné e unazave. Mé tej né kété paragraf do té japim njé varg konceptesh e pohimesh
pér unazat, té cilat do ti pérdorim né kapitujt e tjeré té kétij disertacioni.

Né paragrafin e dyté do té shtjellojmé njohuri bazale pér I'-unazat duke filluar me TI'-
unazat e Nabusawa-sé, té cilat jané pérgjithésime té unazave dhe e kané zanafillén e
tyre nga unazat e Hestens-it. I'-unazat e Nabusawa-sé kané géné pikénisja e I'-unazave
té cilat falé fushé veprimit té gjeré té tyre jané shndérruar né njé objekt i kérkimit té
miréfillté algjebrik.

Duke u mbéshtetur tek koncepti i I'-unazave ashtu si nga unazat e zakonshme kané
lindur dhe jané zhvilluar si struktura mé vete, gjysmégrupet, éshté pérpunuar ai i I'-
gjysmégrupeve. Prandaj né paragrafin e dyté do té paragesim edhe disa koncepte e
pohime pér I'-gjysmégrupet, té cilat do ti pérdorim né kapitullin e katért ku do té
pérkufizojmé dhe studiojmé I'-unazat e dobéta, té cilat jané né bashkéveprim me I'-
gjysmégrupet, ashtu si¢ jané unazat e zakonshme me gjysmégrupet.

§ 1. GIYSMEGRUPET DHE UNAZAT
Pér heré té paré termi gjysmégrup éshté pérdorur né matematiké né vitin 1904 nga

Seguier né librin e tij “Elemente té Teorisé sé Grupeve Abstrakte”. Artikulli i paré
shkencor éshté ai i Leonard Dickson i botuar mé 1905 [32], por ishte njé punim
fondamental i pabotuar i vitit 1928 i Sushkevigit (njé pjesé e rezultateve t& kétij
punimi pérfshihen né kapitullin e treté té njé libri té tij té botuar mé 1937) [36], ai qé i
dha shtysén kryesore teorisé sé gjysmégrupeve dhe gé i shndérroi ato né objekte té
kérkimit shkencor algjebrik. Vlera reale e punimit té Sushkevicit u identifikua dhe u
shpalos nga Rees-i né artikullin e tij tepér té réndésishém pér gjysmégrupet té botuar
né vitin 1940 [33]. Ishte artikulli i Green-it ku shtjellohen relacionet gé sot mbajné
emrin e tij, ato gqé e shndérruan studimin e gjysmégrupeve né njé teori gé nuk ka
reshtur sé zhvilluari gjithmoné e mé fugishém deri né ditét tona. Sot ato jané objekt
studimi edhe i mjaft disiplinave gé konkurrojné me sukses né kérkimin e miréfillté
algjebrik si Algjebra Homologjike apo Algjebra Topologjike e Topologjia Algjebrike
gé kané zbatime té shumta né shkencé dhe tekniké.

Kalojmé tani né pérkufizimin e gjysmégrupit.

Pérkufizim 1.1.1. [9] Gjysmégrup quhet ¢do cift i radhitur (S,), ku S éshté njé
bashkeési joboshe dhe «-» njé veprim né S gé ka vetiné e shogérimit, domethéné éshté i
vérteté pohimi



V(a,b,c) € S3,(ab)c = a(bc).
Né qofté se gjysmégrupi S ka njé element 1 té tillé gé
Vs € S,s1 =1s =s,

atéheré 1 quhet element identitet (mé sakté identitet) ose mé shpesh njésh dhe thuhet
(é S-ja éshté njé gjysmégrup me njésh (identitet) ose shpesh monoid. Eshté e garté se
njé gjysmégrup nuk mund té keté mé shumé se njé njésh.

Né qofté se gjysmégrupi S nuk ka njésh, atéheré éshté tepér e thjeshté ti bashkojmé
atij njé element shtesé 1 dhe té formojmé njé monoid. Pér kété kérkojmé qé té jené té
vérteta barazimet pér ¢do element s té S-sé:

1s=sl=sdhel-1=1.

Bindemi lehté se (S U {1},-), ku «» éshté shtrirja e shumézimit té gjysmégrupit S né
S U {1}, éshté njé monoid. Tani pércaktojmé

¢l = { S né qofté se S kanjésh
S u {1} né qofté se S nuk ka njésh’

dhe me monoid (S1,") do té nénkuptojmé monoidin (S,) kur ai ka njésh, ose kur ai
nuk ka njésh monoidin (S U {1},-) gé pércaktuam mé sipér. Do té themi se monoidi
S1 éshté monoidi gé pérftohet nga gjysmégrupi S me bashkimin e njé njéshi, 1, né
qofté se kjo éshté e nevojshme.

Né qofté se gjysmégrupi S ka té paktén dy elemente, elementi 0 quhet element zero
ose thjesht zero e S né qofté se

Vs €S,0s =s0=0.

Kérkesa gé S té keté té paktén dy elemente nénkupton thjesht gé ne nuk duam ti
referohemi elementit t& vetém té gjysmégrupit trivial {e}, né té cilin kemi e? = e si
zero me (€ ai é&shté njésh i tij. Kur gjysmégrupi S ka zero, atéheré ai quhet
gjysmégrup me zero.

Bindemi lehté se njé gjysmégrup nuk mund té keté mé shumé se njé zero.

Né qgofté se gjysmégrupi S nuk ka njé zero, éshté e thjeshté ti bashkojmé njé ekstra
element 0. Pér kété kérkojmé qé té jené té vérteta barazimet e méposhtme pér ¢do
element s té S-sé:

0s =s0=00=0.

Bindemi lehté se (S U {0},-), ku «» éshté shtrirja e shumézimit té gjysmégrupit S né
S U {0}, éshté njé gjysmégrup me zero. Tani pércaktojmé

G0 = { S né qofté se S ka zero
~ (S U {0} né qofté se S nuk ka zero'

dhe gjysmégrup me zero (S°,) ose do té nénkuptojmé gjysmégrupin (S,”) kur ky
gjysmégrup ka zero ose kur ai nuk ka zero, gjysmégrupin (S U {0},-) gé pércaktuam



mé sipér. Do té themi se gjysmégrupi S° éshté gjysmégrupi me zero gé pérftohet nga
gjysmégrupi S me bashkimin e njé zeroje, 0, né gofté se kjo éshté e nevojshme.

Le té jeté (S,-) njé gjysmégrup dhe A, B dy nénbashkési té S-sé. Shénojmé
AB ={ab€ S|a € Adheb € B},

sigurisht duke nénkuptuar qé AB = ¢ né qofté se A = ¢ ose B = ¢. Bindemi lehté se
pér ¢do tre bashkési A, B, C té S-sé kemi

(AB)C = A(BC)

dhe késhtu i japim kuptim bashkésisé ABC si té barabarté me njérén prej bashkésive
(AB)C, A(BC) dhe né pérgjithési bashkésisé A;A4, ... A, pér ¢do n nénbashkési A,,
Ay, .., Ay 18 S-SE.

Né rast se nuk thuhet ndryshe, bashkésia A% nuk do té jeté gjé tjetér vecse bashkésia
{a,a, €S| a, € A, dhe a, € A,}
dhe jo bashkésia
{a? € S|a € A}.

Né qgofté se A = {a} ose B = {b} pér thjeshtési do té shénojmé aS dhe Sh né vend té
{a}S dhe S{b}.

Né qofté se a éshté njé element i njé gjysmégrupi S gé nuk ka njésh, atéheré
bashkésia Sa né pérgjithési nuk e pérmban elementin a. Késhtu, jané tepér komodé
shénimet:

Sla ={a} U Sa,
aS' = {a} U aS.

Vémé né dukje se bashkésité S1a dhe aS? jané qgé té dyja nénbashkési té S-sé dhe gé
ato nuk pérmbajné elementin 1.

Né qofté se njé gjysmégrup S ka cilésiné gé
Va € S,aS = SdheSa =38,

atéheré ai quhet grup. Ky nuk éshté pérkufizimi i zakonshém i grupit por ai éshté mé i
efektshmi kur éshté fjala pér teoriné e gjysmégrupeve. Si¢ dihet pérkufizimi mé i
pérdorshém i grupit éshté secili prej kétyre dy pérkufizimeve:

1) Grup quhet ¢cdo gjysmégrup (S,-) pér té cilin kemi:
Jde € S,Va € S,ae = q,
Va€e S, dat €S, aal =e.
2) Grup quhet ¢do gjysmégrup (S,-) pér té cilin kané zgjidhje ekuacionet:

ax = b dhe ya = b,



pér ¢do dy elemente a, b té S-sé.

Né qofté se gjysmégrupi G éshté grup, atéheré G° = G U {0} éshté njé gjysmégrup me
zero. Ky gjysmégrup me zero i formuar né kété ményré nga grupi G quhet grup me
zero ose 0-grup.

Pohim 1.1.2. [9] Gjysmégrupi S éshté 0-grup atéheré dhe vetém atéheré kur
Va € S\{0},aS = S dhe Sa = S.

Veértetimi i kétij pohimi gjendet né monografiné themelore pér gjysmégrupet [9]. Ne e
pérfshimé até né konceptet bazé té kétij disertacioni pér té térhequr vémendjen pér
konceptet e gjysmégrupit me zero dhe grupit me zero, sepse népérmjet tyre mund té
pérvidhen gabime sidomos né teoriné e I'-gjysmégrupeve dhe até té I'-unazave. Kété
problem do ta cekim paksa edhe né fundin e disertacionit toné.

Njé nénbashkési joboshe S; elementesh té gjysmégrupit (S,-) quhet néngjysmégrup i
tij né gofté se
V(ay, b)) € S?,a,b; € S;.

Duket garté se S; éshté pjesé e géndrueshme pér shumézimin né S dhe formon
gjysmégrup sé bashku me veprimin e induktuar né té. Pra (S;,7) ku tashti «-» éshté
veprimi i induktuar né S;, éshté gjysmégrup, qé pérligj né njé faré mase termin
néngjysmeégrup. Néngrup i gjysmégrupit (S,-) quhet ¢do nénbashkési joboshe G e S-sé
gé éshté néngjysmégrup i tij dhe gjysmégrupi i pérftuar prej tij, domethéné
gjysmégrupi (G,"), ku «» éshté shumézimi i induktuar né G, éshté grup.

Pérkufizim 1.1.3. [5] Ideal i majté [i djathté] i gjysmégrupit S quhet ¢do nénbashkési
joboshe L [R] e S-sé e tillé qé

V(s,) eSXL,sleL,
[V(s,7) €S X R,rs € R]
ose njélloj SL < L [SR € R].

Né qofté se I &shté njéherésh ideal i majté dhe ideal i djathté i gjysmégrupit S, atéheré
I quhet ideal i dyanshém ose thjesht ideal i gjysmégrupit S.

Pérkufizim 1.1.4. [5] Kuazi-ideal i gjysmégrupit S quhet cdo nénbashkési jo boshe Q
e S-sé e tillé gé

QSNSQ < Q.

Prerja e ¢do familje idealesh té majta [idealesh té djathta, kuazi-idealesh] té njé
gjysmégrupi S pa zero ose éshté boshe ose njé ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-
ideal] i1 S-sé. Né gofté se gjysmégrupi S éshté gjysmégrup me 0, atéheré ¢do ideal i
majté [ideal i djathté, kuazi-ideal] e pérmban 0. Késhtu, prerja e ¢cdo familje idealesh
té majta [idealesh té djathta, kuazi-idealesh] té& gjysmégrupit S me 0 é&shté njé ideal i
majté [ideal i djathté, kuazi-ideal] i S-sé.

Le té jeté X njé nénbashkési joboshe elementesh té gjysmégrupit S. Prerja e té gjitha
idealeve té majta [idealeve té djathta, kuazi-idealeve] té S-sé gé pérmbajné bashkésiné
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X éshté njé ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-ideal] i S-sé gé pérmban bashkésiné X.
Ky ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-ideal] quhet ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-
ideal] i S-sé i pérftuar nga X dhe shénohet (X); [(X),, (X),]. Eshté e lehté té tregohet
se

X)) =XUSX [(X), =XUXS,(X)y =X U (SXNXS)|

Né rastin e vecanté kur bashkésia X ka vetém njé element x, atéheré ideali i majté
[ideali i djathté, kuazi-ideali] i pérftuar nga bashkésia {x} quhet ideal i majté [ideal i
djathté, kuazi-ideal] kryesor i pérftuar nga elementi x. Duke identifikuar shénimin e
bashkésisé me njé element x, X me shénimin e veté elementit x pér idealin e majté
[idealin e djathté, kuazi-idealin] kryesor té pérftuar nga elementi x i gjysmégrupit S
kemi shénimin (x); [(x),, (x),] dhe barazimin:

(x); =xUSx [(x)r =xUxS,(x)g=xU(SxN xS)].
Nuk éshté e véshtiré té provohet barazimi
(x)q = (x)l N (x);.

Né vitin 1951 né njé artikull fondamental pér gjysmégrupet [4] James Alexander
Green ka pércaktuar né njé gjysmégrup cfarédo relacione ekuivalence gé luajné njé
rol té réndésishém né Teoriné e Gjysmégrupeve dhe gé sot mbajné emrin e tij. Ka
rreth 555 artikuj ku pérdoren relacionet e Green-it, por veté Green-i nuk ka shkruar
asnjé artikull tjetér rreth tyre.

Relacionet e Green-it £, R, , né njé gjysmégrup cfarédo S jané pércaktuar si mé
poshté [4]:

V(a,b) € S?,aLb  (a), = (b),,
V(a,b) € S%,aRb < (a), = (b),,
V(a,b) € $?,aHb < ((a),; = (b), dhe (a), = (b),),

ku (a);, (b);, (a),, (b), jané pérkatésisht idealet e majta kryesore dhe idealet e
djathta kryesore té pérftuara nga elementet a, b té S-sé.

Duket garté se relacionet £, R dhe # jané relacione ekuivalence né S. Klasat e
ekuivalencés sipas relacioneve té Green-it £, R dhe I qé pérmbajné elementin a € S
shénohen pérkatésisht L,, R, dhe H,. Te [4] éshté treguar se relacionet £, R jané té
pérkémbyeshém, domethéné Lo R = R o L. Késhtu éshté pércaktuar relacioni i
Green-it

D=LoR=RoL.

Klasa e ekuivalencés sipas relacionit D né gjysmégrupin S gé pérmban elementin
a € S shénohet D,,.

Pérkufizim 1.1.5. [12] Gjysmégrupi me zero S gé ka té paktén dy elemente quhet 0-
bi-i thjeshté né qofté se té vetmet klasa ekuivalence té tij sipas relacionit té Green-it D
né S jané 0 dhe S\0.



Teorema e méposhtme, gé i ka ngritur né piedestal relacionet e Green-it, dhe gé éshté
njé nga mé té réndésishmet né Teoriné e Gjysmégrupit, quhet Teorema e Green-it.

Teoremé 1.1.6. [4] Né qofté se elementet a, b, ab té gjysmégrupit S i pérkasin té
njéjtés H-klasé H té S-sé, atéheré H-ja éshté néngrup i gjysmégrupit S.

Le té jeté S njé gjysmégrup cfarédo. Elementi a i S-sé quhet i thjeshtueshém né qofté
se pér ¢do dy elemente b, c té S-sé kemi:

(ab=ac= b =c) dhe (bha =ca= b =c).

Njé gjysmégrup S quhet i thjeshtueshém né qofté se c¢cdo element i tij éshté i
thjeshtueshém.

Pohim 1.1.7. [9] Né qofté se S é&shté njé gjysmégrup gé nuk ka njésh dhe éshté i
thjeshtueshém, atéheré kemi

L=R= 15,
ku 15 éshté relacioni identik né S.

VEémé re se né ¢cdo gjysmégrup S relacioni i Green-it H éshté prerje e relacionit £ me
relacionin R. Késhtu nga pohimi 1.1.7 edhe relacioni i Green-it ' né njé gjysmégrup
té thjeshtueshém gé nuk éshté monoid, pérputhet me relacionin identik né kété

gjysmégrup.

Megjithése koncepti i unazés éshté mé i hershém se ai i gjysmégrupit, ky i fundit merr
pjesé né ndértimin e unazés, prandaj né shtjellimin e tyre unazén po e paragesim mbas

gjysmégrupit.

Koncepti i unazés i pérket Dedekindit por ai futi pér té fjaléen «modul» né vitin 1871
dhe koncepti qé pérkufizoi ishte pak mé i ngushté se ai gé pérdoret sot. Fjalén unazé
pér heré té paré e ka pérdorur Hilberti. Ai i motivuar nga teoria e invarianteve, studioi
idealet né unazén e polinomeve duke gjetur té famshmen teoremé té tij, Teorema e
bazave né vitin 1893. Aksiomatizimi i unazave nuk dihet sakté prej kujt éshté kryer,
por njé gjé éshté e sigurt qé ishte pikérisht Emmy Noether, gé né vitin 1921 béri hapin
e réndésishém duke i futur dy teorité, até té unazave té polinomeve dhe até té unazave
té numrave nén «ombrellén» e pérbashkét té teorisé sé unazave abstrakte.

Kuptimi i idealit i krijuar prej Dedekindit pér numrat algjebriké u pérgjithésua prej
Noether-it né vitet 20 té shekullit gé lamé pas pér rastin e unazave dhe u shndérrua né
motorin e fugishém té Teorisé sé Unazave. Megjithése pérkufizimi i unazés gjendet
sot né c¢do tekst universitar ne do té japim até kétu pér té béré prezent unazat té cilat
ne do té studiojmé né kété disertacion.

Pérkufizim 1.1.8. [5] Unazé quhet ¢do treshe e radhitur (4, +,-), ku A éshté bashkési,
kurse «+» dhe «-» pérkatésisht mbledhja dhe shumézimi né bashkésiné A té tillé gé:

1. (A,+) éshté grup abelian, domethéné mbledhja ka edhe vetiné e ndérrimit.
2. (A,") éshté gjysmégrup.
3. Shumézimi né A éshté shpérndarés né lidhje me mbledhjen, domethéné

V(a,b,c) € A%,a(b + c) = ab + ac dhe (a + b)c = ac + bc.



Né qofté se gjysmégrupi (4,-) éshté ndérrimtar, domethéné
V(a,b) € A% ab = ba,

atéheré unaza (4, +,-) quhet unazé ndérrimtare. Né gofté se gjysmégrupi (4,-) éshté
monoid dhe ka njésh e-né, atéheré unaza (4, +,") quhet unazé unitare dhe e-ja quhet
njésh i késaj unaze.

Tekstet universitare té algjebrés gjithmoné e mé tepér merren me unazat gé né
pérgjithési nuk kané njésh, domethéné ashtu si¢ i pérkufizuam ne, ndérkohé qé
pothuaj té gjitha monografité pér unazat ndér pérjashtimet pérmendim monografiné e
teoricienit t¢ madh té unazave Jacobson, Structure of the rings [20] studiojné unazat
me njésh duke u nisur nga bolléku i rezultateve gé rrjedhin nga prania e njéshit.

Pér unazat nuk éshté aq e thjeshté si pér gjysmégrupet gé nuk kané njésh gé té
shtojmé njé ekstra element gé té jeté njésh i saj. Megjithaté tregohet se ¢do unazé pa
njésh mund té zhytet né ményré izomorfe né njé unazé me njésh, por sigurisht kjo
zhytje nuk e asgjéson studimin e unazave pa njésh gjé sa vjen e shtohet né artikuj té
ndryshém shkencoré né kérkimin e miréfillté algjebrik.

Pérkufizim 1.1.9. [5] Unaza (4, +,-) quhet unazé me pjesétim né qofté se ajo ka té
paktén dy elemente dhe gjysmégrupi i shumézimit té saj (4,-) éshté 0-grup.

Unaza me pjesétim qé éshté edhe ndérrimtare quhet fushé. Si pér fushén edhe pér
unazén kemi karakteristikén e saj sipas kétij pérkufizimi:

Pérkufizim 1.1.10. [33] Njé unazé A quhet me karakteristiké n, né qofté se ekziston
numri natyror (pér ne numrat natyror jané té ndryshém nga zero) n i tillé gé pér ¢do
a € A, na = 0 dhe pér ¢cdo numér natyror k mé té vogél se n ekziston té paktén njé
element b € A i tillé gé, kb #+ 0. Né qofté se njé numér i tillé natyror n nuk ekziston,
atéheré unaza A quhet me karakteristiké 0.

Le té jeté (A4, +,) njé unazé dhe B, C dy nénbashkési joboshe té A-sé. Shénojmé:
B+C={b+ceA|beEBAcEC}
BC={)"1bicieE A|b;e BAc;ECANnEN}
Bindemi lehté se pér ¢do tre bashkési jo boshe B, C, D elementesh té unazés A kemi
(BC)D = B(CD)

dhe késhtu pércaktojmé bashkésiné BCD si njérén prej secilés nga bashkésité (BC)D,
B(CD) dhe né pérgjithési bashkésiné B;B, ... B, pér ¢do n nénbashkési joboshe
By B, ..., B, & A-sé.

Né rast se nuk thuhet ndryshe bashkésia B? nuk éshté gjé tjetér vecse bashkésia e
shumave b,b, ku b;, b, jané elemente té B-sé dhe jo bashkésia e katroréve té
elementeve té B-sé.

Né qgofté se B = {b} ose C = {c} pér thjeshtési do té shénojmé bA dhe Ac né vend té
{b}A dhe A{c}.



Njé nénbashkési joboshe A; elementesh té unazés (A, +,") quhet nénunazé e saj né
qofté se

V(ay, b)) € A%,(a, + by € Ay Aayby € A;) dhe 0 € A, dhe Va, € A;, —a, € A;.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se A; éshté pjesé e géndrueshme pér mbledhjen dhe
shumézimin e unazés (A4, +,") dhe formon pérséri unazé né lidhje me mbledhjen dhe
shumézimin e induktuar né té.

Nénunazé me pjesétim [fushé] e unazés (4, +,") quhet ¢do nénbashkési joboshe F e
A-sé gé éshté nénunazé e saj dhe unaza e pérftuar prej saj, domethéné unaza (F, +,-),
ku tashmé «+» dhe «-» jané pérkatésisht mbledhja dhe shumézimi i induktuar né té,
éshté unazé me pjesétim [fushé].

Pérkufizim 1.1.11.[5] Ideal i majté [i djathté] i unazés (4, +,") quhet ¢do nénbashkési
L [R] e A-sé gé éshté néngrup i grupit té mbledhjes (4, +) té késaj unaze dhe

V(a,l) e AXL,al €L, [V(a,r) €EAXR,ra € R]
ose njélloj AL < L [RA S R].

Né qofté se I éshté njéherésh ideal i majté dhe ideal i djathté i unazés A, atéheré ai
quhet ideal i dyanshém ose thjesht ideal i unazés A.

Pérkufizim 1.1.12.[5] Kuazi-ideal i unazés (4, +,") quhet ¢cdo nénbashkési Q e A-sé,
qé éshté néngrup i grupit té mbledhjes (4, +) té késaj unaze dhe pér mé tepér

QAN AQ € Q.

Pérkufizim 1.1.13.[5] Bi-ideal i unazés (A4, +,") quhet ¢do nénbashkési B e A-sé, gé
éshté nénunazé e saj dhe pér mé tepér BAB C B.

Prerja e ¢cdo familje idealesh té majta [idealesh té djathta, kuazi-idealesh, bi-idealesh]
té njé unaze A éshté gjithmoné ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-ideal, bi-ideal] i A-
sé megé bashkésia gé ka vetém zeron e A-sé dhe veté A-ja jané ideale té majta [ideale
té djathta, kuazi-ideale, bi-ideale] té unazés A.

Né ményré té ngjashme me gjysmégrupet (formalisht zévendésojmé fjalén
gjysmégrup me fjalén unazé) pércaktojmé idealin e majté [idealin e djathté, kuazi-
idealin, bi-idealin] e pérftuar nga njé bashkési elementesh X té njé unaze A. Né rastin
e vecanté kur bashkésia X ka vetém njé element x, atéheré ideali i majté [ideali i
djathté, kuazi-ideali, bi-ideali] i pérftuar nga bashkésia me njé element {x} quhet ideal
i majté [ideal i djathté, kuazi-ideal, bi-ideal] kryesor i pérftuar nga elementi x, i cili
shénohet (x); [(x),, (x)4, (x)5] . Nuk &shté véshtiré té provohet se pér ¢do element a
té njé unaze A jané té vérteta barazimet:

(1.1.2) (a); = Za + Aa,

(1.1.2) (a), = Za + a4,

(1.1.3) (@)g = Za + aA N Aa,
(1.1.4) (a), = Za + Za? + aAa.



Thuhet se kuazi-ideali i njé unaze A ka vetiné prerése, né qofté se ai éshté prerje e njé
ideali té majté me njé ideal té djathté té saj.

Duke pérdorur barazimet (1.1.1), (1.1.2) dhe (1.1.3) bindemi gé né qofté se kuazi-
ideali kryesor (x), ka veting prerése, atéheré (x), = (x); N (x),.

Pohim 1.1.14. [5] Njé unazé A nuk ka ideale té majta [té djathta] té miréfillta,
domethéné té ndryshém nga zero dhe A, atéheré dhe vetém atéheré kur ose éshté
unazé me pjesétim ose éshté njé unazé me shumézim zero ose shkurt unazé zero, qé e
ka rendin numér prim.

Pohim 1.1.15. [5] Le té jeté A njé unazé e tillé g&é A% # 0. Atéheré A-ja éshté unazé
me pjesétim atéheré dhe vetém atéheré kur ajo nuk pérmban kuazi-ideale té miréfillta,
domethéné té ndryshém nga zero dhe A.

Njé element a i unazés (4, +,") quhet i thjeshtueshém né qofté se ai éshté element i
thjeshtueshém i gjysmégrupit té shumézimit (4,-) té késaj unaze.

Njé kuazi-ideal Q i njé unaze A quhet kuazi-ideal minimal né gofté se nuk pérmban
kuazi-ideale té A-sé pérvec 0 dhe Q-sé.

Teoremé 1.1.16. [5] Né qofté se njé unazé A ka njé element té thjeshtueshém gé
pérmbahet né njé kuazi-ideal minimal Q t& A-sé, atéheré A-ja éshté unazé me
pjesétim.

Elementi a i unazés A quhet i rrequllt né qofté se ekziston njé element x € A i tillé qé
a = axa.

Njé unazé A quhet e rregullt né gofté se ¢do element i saj éshté i rregullt.

Pohim 1.1.17. [5] Elementi a i unazés A é&shté i rregullt, atéheré dhe vetém atéheré
kur ideali i majté [i djathté] kryesor i pérftuar nga elementi a ka njé pérftues
idempotent e (e? = e) domethéné (a), = (e), [(a), = (e),].

Pohim 1.1.18. [14] Le té jeté A njé unazé dhe B njé bi-ideal i saj. Né qofté se
elementet e B jané té rregullt, atéheré ¢do bi-ideal i B-sé éshté njé kuazi-ideal i A-sé.

Kalojmé tani né pérkufizimin e njé moduli mbi njé unazé c¢farédo gé mund té mos jeté
unitare.

Pérkufizim 1.1.19. [33] A-modul i majté quhet ¢do treshe e radhitur (L, +, (*)4), ku
+ éshté mbledhje né L, (+)4 éshté shumézim né L me skalaré nga njé unazé A, té tillé

qé:

I. (4, +) éshté grup abelian.

. V(a,x,y) €EAXL?alx+y)=ax+ay.
. V(a,b,x) € A2 xL,(a+ b)x = ax + bx.
IV. V(a,b,x) € A?> x L,(ab)x = a(bx).

Kur nuk ka ngatérresa A-modulin e majté do ta shénojmé L.



A-moduli i djathté (R,+,(-),) pércaktohet né ményré duale, me marréveshjen gé
prodhimi i skalarit a € A me elementin x € R shénohet xa. A-modulin e djathté mund
ta shénojmé, sigurisht kur nuk ka péshtjellim, me simbolin R,.

Né qgofté se unaza A éshté unitare dhe 1 é&shté njésh i saj, atéheré kérkohet edhe
plotésimi i késaj aksiome té pesté pér A-modulin e majté [té djathté]

V.vx € L,1x = x [Vx € R, x1 = x].
Né kété rast A-moduli i majté [i djatht&] quhet unitar.

Cdo unazé (4, +,7) shndérrohet né njé A-modul té majté [té djathté] né qofté se nuk
ndryshojmé mbledhjen dhe shumézimin «» né A e shohim si shumézim né A me
skalaré pérséri né A, () 4, gé rezultatin e tij pér elementin a € A dhe elementin b € A
ekaa-b[b-al.

Po ashtu, ¢do ideal té majté L [ideal té djathté R] té unazés (A4,+,)) mund ta
shndérrojmé né njé A-modul té majté [té djathté]. Pikérisht, nuk éshté véshtiré té
bindemi, se (L, +, (1)4) [(R,+,()4)], ku + éshté mbledhja e nénunazés sé pérftuar
nga L [R], kurse () 4 éshté shumézimi né L [R] me skalaré né A, i tillé gé rezultati i tij
pér elementin a € A dhe elementin [ [r] té L-sé [R-s&] éshté al [ra] éshté A-modul i
majté [i djathté].

Njé koncept i réndésishém pér A-modulet e majta [té djathta] éshté ai i A-
homomorfizmit né pérgjithési dhe ai i A-izomorfizmit né vecanti. Pikérisht kemi kété
pérkufizim:

Pérkufizim 1.1.20. [20] A-homomorfizém i A-modulit t€ majté [té djathté],
(L,+,()a) [(R,+,())], né A-modulin e majté [té djathté], (L', +,(-),)
[(R',+, () 4)], quhet ¢cdo pasqyrim h: L — L' [h: R — R'] i tillé gé:

V(ly 1) € 12 h(l, + 1) = h(ly) + h(l,) dhe V(a, 1) € A X L, h(al) = ah(l).
[V(r1,72) € R%, h(ry +13) = h(ry) + h(r,) dhe V(a,r) € A X R, h(ra) = h(r)a.]

Né qofté se pasqyrimi h i kétij pérkufizimi éshté pasqyrim bijektiv, atéheré ai quhet
A-izomorfizém. Megé unazat jané module, mund té na shkonte népér mend qé
homomorfizém té unazave té konsideronim ¢do homomorfizém té moduleve qé
pérftohen prej tyre. Por menjéheré ky hamendésim éshté i gabuar sepse unazat A dhe
A’ jané njéra A-modul i majté [i djathté] kurse tjetra A’-modul i djathté [i majté];
késhtu gé pérkufizimi 1.1.20 nuk funksionon. Prandaj, homomorfizém té njé unaze
(A, +,") né unazén (4', +,-), si zakonisht do té quajmé ¢do pasqyrim h: A — A’ té tillé
qé

V(a,b) € A?,h(a + b) = h(a) + h(b) dhe V(a, b) € A% h(ab) = h(a)h(b).

Kur homomorfizmi h éshté bijektiv, atéheré ai quhet izomorfizém i unazés A né
unazén A’.

Pohim 1.1.21. [20] Né qofté se e dhe f jané elemente idempotente jo zero té unazés
A, atéheré kushtet e méposhtme jané ekuivalente:

I. ldealet e majta Ae, Af jané A-module té majta A-izomorfe.
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ii. Idealet e djathta eA, fA jané A-module té djathta A-izomorfe.
iii.  Ekzistojné elementet a, b té A-sé té tillé gé:

(1.1.5) eaf = a, fbe = b,
(1.1.6) ab =e,ba=f.

Né qofté se (4,+,) éshté njé unazé, atéheré si pjesé pérbérése té saj kemi
gjysmégrupin (A,”) gé quhet dhe gjysmégrup i shumézimit i saj. Tani duke u
mbéshtetur te [34] do té pérshkruajmé njé proces gé na jep mundési gé nga njé
gjysmégrup i dhéné té pérftojmé njé unaze.

Le té jeté S njé gjysmégrup ¢farédo dhe A njé unazé me njésh 1. Shqyrtojmé té gjitha
simbolet:

a1$1 + azsz + + anSn,

ku aq,a,,-,a, jané elemente té unazés A, ndérsa s;,s,,::-,s, jané elemente té
ndryshme té gjysmégrupit S, pér té gjitha numrat natyroré n. Me marréveshje
elementet e gjysmégrupit S do t’i konsiderojmé si simbole t& trajtés sé mésipérme
pikérisht pér n = 1 dhe a; = 1. Né qofté se gjysmégrupi ka zero, atéheré elementet e
trajtés

0s; +0sy + -+ Os,

do t’i konsiderojmé té njéjté me elementin zero t&€ S-s&, ndérsa kur S-ja nuk ka
element zero, atéheré kéto elemente do t’i konsiderojmé t€ njéjté me njéri-tjetrin.

Dy simbole:
a1$1 + azsz + + amsm,
ais; +aysy + -+ a,s;,

do t’i konsiderojmé t& nj&jté vetém kur m = n dhe ¢do term i njérit pavarésisht vendit
ku ndodhet éshté term i tjetrit. Tani ¢ dhamé dhe postulatin e barazimit kemi njé
bashkési té formuar nga kéto simbole té mirépércaktuar, té cilén e shénojmé A[S]. Né
kété bashkési pércaktojmé mbledhjen népérmjet mbledhjes sé koeficienteve
(elementeve té A-sé prané elementeve té S-sé) prané elementeve té njéjta té
gjysmégrupit S gé marrin pjesé né formimin e dy elementeve t& A[S] gé do té
mblidhen, duke u marré vesh né pérputhje me postulatin e barazimit, qé kur njé
element i gjysmégrupit figuron te njéri element i A[S], ndérsa te tjetri jo, atéheré tek i
fundit té marrim zero koeficientin prané kétij elementi té gjysmégrupit. Tani, shenjat
«+» & marrin pjesé né formimin e simboleve gé u shndérruan né elemente té
bashkésisé A[S] fitojné mbledhjen e zakonshme té tij, domethéné até té mbledhjes né
kété bashkeési.

Cifti i radhitur (A[S], +) éshté grup abelian sepse mbledhja ka vetiné e ndérrimit dhe
té shogérimit, si element zero shérben elementi

0sy + 0sy + -+ + Os,,

ndérsa elementi i kundért i elementit
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a;s1 +a,s, +--+a,s,
éshté elementi
(—ay)sy + (—az)s; + -+ (—ay)sy,.

Elementet cfarédo té grupit abelian (A[S], +) i shumézojmé sipas ligjit shpérndarés té
shumézimit né lidhje me mbledhjen né njé unazé ¢farédo dhe pérftojmé késhtu unazén
(A[S], +,-) meqgé shumézimi i pércaktuar né A[S] ka edhe vetiné e shogérimit.

Unazén (A[S], +,-) e quajmé unazé té liré té gjysmégrupit S mbi unazén A ose thjesht
unazé té gjysmégrupit S mbi unazén A dhe kur nuk ka ngatérresa e shénojmé até
thjesht A[S]. Né qofté se gjysmégrupi S éshté i fundém dhe unaza A éshté e fundme,
atéheré edhe A[S] éshté e fundme.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se kur gjysmégrupi S nuk ka njésh, atéheré edhe unaza
(A[S],+,") nuk ka njésh. Duke marré gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze,
(A[S],") i cili nuk ka njésh dhe duke pérséritur procesin e pérshkruar pérftojmé njé
pafundési unazash pa njésh duke u nisur vetém nga njé gjysmégrup i vetém pa njésh S
(té tillé ka njé pafundési!). Késhtu, me ané té unazave té lira té gjysmégrupeve e
rritim ndjeshém «nomenklaturén» e unazave gé nuk kané njésh. Prandaj klasa e
unazave jo unitare nuk mund té lihet jashté vémendjes sé studimit algjebrik. Ne
pikérisht, né disertacionin toné do té kemi si objekt studimi unazat gé mund té jené
0se jo unaza unitare, ku pérfshihen edhe unazat-gjysmégrupore A[S] té pérftuara nga
gjysmégrupe gé nuk jané monoid.

§ 2. T-UNAZAT DHE I-GJYSMEGRUPET

Nabusawa ka futur te [37] I'-unazat si pérgjithésim té unazave té cilat sot njihen si I'-
unazat e Nabusawa-sé, sipas kéti pérkufizimi:

Pérkufizim 1.2.1. Le té jeté M njé grup aditiv elementet e té cilit shénohen a, b, c, ...
dhe I' njé tjetér grup aditiv elementet e té cilit jané «, B, y,.... Supozojmé se ayb
pércaktohet si njé element i M-sé dhe aaf pércaktohet si njé element i I" pér ¢do a, b,
a dhe . Né qofté se prodhimet kénagin tri konditat e méposhtme:

1) (ay +az)yb = ayyb + ayyb,a(y, +v2)b = ay;b + ay,b,ay(by + by) =
ayb, + ayb,

2) (ayb)Bc = ay(bBc) = a(ybp)c,

3) Neé qofté se ayb = 0 pér ¢do a dhe b nga M-ja, atéheré y = 0,

atéheré M-ja quhet njé I'-unazé.

Koncepti gé porsa pérshkruam éshté mé i gjeré se ai i unazés sé zakonshme né
kuptimin gé menjéheré njé unazé (A, +,-) mund ta shndérrojmé né I'-unazé né qofté se
marrim si grupe abeliane M dhe T veté grupin abelian mbledhor (4, +) té késaj unaze.
Né kéto I'-unaza me konditén e minimalitetit pér idealet e majta Nabusawa tregoi
vértetésiné e njé teoreme té Wedderburn-it. Mé tej né kéto unaza nga Barnes te [38] u
shtriné disa koncepte té huazuara nga Teoria e Unazave, si I'-homomorfizmi, idealet,
idealet prim dhe idealet primaré té djathté, m-sistemet dhe radikali i njé ideali. Barnes
duke dobésuar disa kushte té pérkufizimit té dhéné nga Nabusawa ka pérkufizuar ato
qé aktualisht njihen si I'-unaza, duke i quajtur ato gé plotésojné pérkufizimin 1.2.1 T'-
unaza té Nabusawa-sé.
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Pér t& dhéné né trajté paksa té modernizuar pérkufizimin e Barnesit té I'-unazave
pércaktojmé fillimisht I'-shumézimin né njé bashkési M.

Le té jené I' dhe M dy bashkéi joboshe. Njé pasqyrim i M X I' x M né M quhet T-
shumézim né M dhe shénohet (-)r. Rezultati i kétij I'-shumézimi pér ¢cdo dy elemente
a, b t&é M-sé dhe ¢do element y € T" shénohet ayb.

Pérkufizim 1.2.2. [38]. I'-unazé quhet ¢do peséshe e radhitur (M, I",+,8, (")), ku
M, I jané bashkési, + éshté mbledhja né M, @ mbledhja né I, (-) éshté I"'-shumézim
né M té tillé gé:

1) (M, +) éshté grup abelian.

2) (T, @) éshté grup abelian.

3) V(a,b,c,a,B) € M3 xT'?, (aab)Bc = aa(bBc).
4) VY(a,b,c,y) € M3 xT,(a+ b)yc = ayc + byc.
5) VY(a,b,c,y) € M3 xT,ay(b + c) = ayb + ayc.
6) V(a,b,a,p) € M? xT? a(a®B)b = aab + afb.

Njé I'-unazé M quhet ndérrimtare (komutative) né qofté se éshté i vérteté pohimi
V(a,b,y) € M?> x T, ayb = bya.

Pérkufizim 1.2.3. [41]. I'-unaza ndérrimtare M quhet I'-fushé né qofté se pér cdo
element jozero a té M-sé, pér ¢do element b té M-sé dhe pér ¢do dy elemente jozero
Y1,Y2 té I' ekziston njé element a’ i M-sé i tillé gé ay,a’y,b = b.

Pérkufizim 1.2.4. [42]. Le té jeté M njé I'-unazé. M quhet I"'-unazé me pjesétim né
qofté se M' = M\{0} éshté njé I''-grup, ku I'' = '\{0}.

Duke u bazuar te pérkufizimi i I'-unazave té Nabusawa-sé Sen-i te [39] ka futur I'-
gjysmégrupet gé njihen si I'-gjysmégrupet e Sen-it. Sen dhe Saha te [40] kané
pérkufizuar njé pérgjithésim té I'-gjysmégrupit té Sen-it qé tani quhet thjesht TI'-
gjysmégrup. Formalisht koncepti i I'-gjysmégrupit merret nga ai i I'-unazés duke
ménjanuar mbledhjen e saj. Mé sakté kemi kété pérkufizim:

Pérkufizim 1.2.5. [40] I'-gjysmégrup quhet ¢do cift i radhitur (S, (-)), ku S, I' jané
bashkési joboshe dhe () éshté I'-shumézim né S i tillé gé:

V(a,b,c,a,B) € S® xI'?, (aab)Bc = aa(bfc).

Le té jeté S njé I'-gjysmégrup dhe y njé element i fiksuar i I'. Si te [40] pércaktojmé
né S veprimin o, me ané té barazimit a o, b = ayb. Eshté e qarté se o, éshté veprim
shogérimtar né S dhe rrjedhimisht kemi gjysmégrupin e zakonshém (S,o,) i cili
shénohet thjesht S,,.

Zero e I'-gjysmégrupit S éshté njé element i tij, gé shénohet me simbolin e zakonshém
0, itillé qé

V(a,y) € S xT,ay0 = 0 = Oya.

Pohim 1.2.6. [40] Le té jeté S njé I'-gjysmégrup. Né qofté se pér ndonjé y €I, S,
éshté grup, atéheré pér ¢do y € I, S, éshté grup.
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Pérkufizim 1.2.7. [40] I'-gjysmégrupi S quhet I'-grup né qofté se S, éshté grup pér
ndonjé (rrjedhimisht pér ¢cdo) y € I'.
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KAPITULLI I

RELACIONET E GREEN-IT NE UNAZA

Relacionet e Green-it né unaza jané futur pér heré té paré nga P.Petro né vitin 1982 te
[1] dhe mé tej ato jané studiuar né disertacionin e tij me titull «Kuazi-idealet né disa
struktura algjebrike dhe ndikime té kétyre strukturave né modernizimin e léndés sé
Algjebrés» [2].

Relacionet £, R, H, né unaza jané pérkufizuar né ményré té ngjashme me relacionet e
Green-it (James Alexander Green) né gjysmégrupe, té cilat jané futur dhe studiuar pér
heré té paré né vitin 1951 te [4]. Eshté pikérisht kjo arsyeja qé ato te [1] dhe te [2]
jané quajtur relacionet e Green-it né unaza.

Relacioni Q i barazimit té kuazi-idealeve kryesore né unaza éshté futur te [1] dhe
éshté studiuar te [1] dhe [2]. Ky relacion é&shté pérkufizuar né ményré analoge me
relacionin Q né gjysmégrupe té futur te [3] ku éshté treguar se Q = H..

Mé tej né vitin 1983 Steinfeld (Otto Steinfeld) me ané té njé letérkémbimi me P. Petro
ka njoftuar pér futjen e relacioneve £,R,H,D dhe Q né unaza duke véné né dukje
edhe gjetjen e dy teoremave té tipit t&¢ Green-it pér unazat, nga té cilat njéra
ndihmonte pér vértetimin e shpejté té njé teoreme té vértetuar te [5] né ményré
direkte. Meqé vértetimi i teoremés analoge pér gjysmégrupet i béré fillimisht né
ményré té drejtpérdrejt ishte thjeshtuar ndjeshém duke pérdorur relacionet e Green-it,
Steinfeld te [5] térhigte vémendjen pér dobiné qé do té kishte gjetja e njé teoreme té
tipit té Green-it pér unazat. Veté O.Steinfeld i rifut relacionet £ dhe R né unaza te [6],
pa cituar burimin e futjes fillestare té tyre, pér té cilén ishte njoftuar, dhe i pérdor ato
pér té vértetuar njé rezultat pér kuazi-idealet kanonike, rezultat i cili né rrugé direkte
ndoshta do té ishte i véshtiré té vértetohej.

Né vitin 2002 relacionet e Green-it né unaza £, R dhe H jané paragitur dhe studiuar
né trajté me té ploté te [7] ku jané studiuar gjithashtu relacioni D i Green-it si dhe
relacioni Q, té cilin do ta quajmé gjithashtu relacion té Green-it né unaza. Te [7] éshté
treguar se né dallim nga gjysmégrupet relacioni Q éshté i ndryshém nga relacioni i
Green-it 7, sigurisht duke pasur né pérgjithési pérfshirjen Q <€ #.

Né kété kapitull sé pari ne tregojmé lidhjen e klasave té& ekuivalencés sipas
relacioneve £, R, H dhe Q né njé unazé (4, +,") me klasat e ekuivalencés pérkatése
sipas relacioneve té Green-it té gjysmégrupit té shumézimit (4,-) té késaj unaze. Mé
tej me ané té kétyre lidhjeve gjejmé njé rast kur njé ideal i majté minimal [ideal i
djathté minimal, kuazi-ideal minimal] i unazés (A4,+,) mbetet i tillé edhe né
gjysmégrupin e shumézimit (4,-) té saj si dhe gjejmé njé vértetim tjetér té teoremés sé
Green-it pér unazat. Gjithashtu kétu studiohet edhe sjellja e njé unaze gé nuk ka njésh
dhe pjesétues té zeros né lidhje me relacionet £, R, H dhe Q si dhe shqyrtohen unazat
gé jané té thjeshta me secilén prej relacioneve té Green-it £,R,H dhe Q. Objekt
diskutimi né kété kapitull éshté edhe «transferimi» i karakteristikés sé idealeve té
majta minimale, idealeve té djathta minimale dhe kuazi-idealeve minimale.
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Né paragrafin e fundit té kétij kapitulli do té futim dhe do té studiojmé edhe relacionin
B té «barazimit té bi-idealeve kryesore». Né kété kapitull do té shtrojmé edhe disa
probleme té cilat do ti IEmé té hapura.

§ 1. RELACIONET E GREEN-IT £ DHE R NE UNAZA
Relacionet e Green-it £ dhe R né njé unazé A [7] jané pércaktuar si mé poshté:

V(a,b) € A%,alb < (a), = (b),,
V(a,b) € A% aRb < (a), = (b),,

ku (a);, (b);, (a);, (b), jané pérkatésisht idealet e majta kryesore dhe idealet e
djathta kryesore té pérftuara nga elementet a, b té unazés A. Duket garté se relacionet
L, R jané relacione ekuivalence né A. Klasat e ekuivalencés sipas relacioneve £ dhe
R té elementit a € A do t’i shénojmé pérkatésisht L, dhe R,. Né& qofté se né
pérkufizimet e mésipérme té relacioneve té Green-it £ dhe R né unazén A,
zEévendésojmé unazén A me njé gjysmégrup S dhe idealet e majta kryesore (a);, (b);
dhe idealet e djathta kryesore (a),, (b), té unazés A i shohim si ideale t&é majta
kryesore dhe ideale té djathta kryesore té pérftuara nga elementet a, b té gjysmégrupit
S, atéheré kemi relacionet e Green-it né gjysmégrupin S, té cilat jané shénuar me po
ato simbole gé shénohen edhe relacionet e Green-it £ dhe R né unazén A.

Ne pér té dalluar relacionet e Green-it £ dhe R né unazén (A, +,") nga relacionet
pérkatése té Green-it né gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze (4,-) kéto té fundit
do t’i shénojmé L(-) dhe R(-). Gjithashtu klasat e ekuivalencés té elementit a té
gjysmeégrupit té shumézimit (4,-) té unazés (4, +,-) sipas relacioneve té Green-it L(-)
dhe R(*) do t’i shénojmé pérkatésisht L, (-) dhe R, (-). Pér thjeshtési sipas [6] pér ¢do
unazé A do té pérdorim shénimet:

(k,u)x = kx + ux,
y(k'u)=k'y + yu'
ku k, k' jané numra té ploté dhe x, y, u, u’ jané elemente té ¢farédoshme té A.

Pohim 2.1.1. [7] Le té jené a, b dy elemente té unazés A té tillé gé aLb. Né qofté se
a = (k,u)bdhe b = (k',u")a, ku k, k' € Z dhe u,u’ € A, atéheré pasqyrimet:

f: (@), n(a), m (b); N (b)y, g: (b), N (b), o (a); N (a),

jané té anasjellé té njéri tjetrit dhe pasqyrojné né ményré bijektive H, né H,. Pra, ¢do
dy H-klasa qé pérfshihen né té njéjtén L-klasé kané té njéjtin kardinal.

Le té jeté (4, +,) njé unazé cfarédo. Né kété unazé kemi relacionet e Green-it £ dhe
R si dhe relacionet e Green-it L(-) dhe R(-) né gjysmégrupin e shumézimit (4,") té
saj. Né qofté se unaza (4,+,") nuk ka njésh, atéheré nga barazimet (1.1.1) dhe
(1.1.2) kemi vetém pérfshirjet £(-) € £ dhe R(-) € R. Shembulli i méposhtém
tregon se kéto pérfshirje mund té jené strikte.

Shembull 2.1.2. [10] Le té jeté S = {0, e, a, b} gjysmégrupi me kété tabelé t& Cayley-
it:
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Shénojmé Z[S] unazén e gjysmégrupit S mbi unazén e numrave té ploté Z. Né kété
unazé kemi:

—a €Ly —a@Ly(-),—b€Ry —b&R,().

Ky shembull tregon se né pérgjithési relacionet e Green-it £ dhe R né njé unazé jané
té ndryshme nga relacionet e Green-it L(-) dhe R(-) né gjysmégrupin e shumézimit té
késaj unaze. Késhtu gé relacionet e Green-it né unazé, gé ne studiojmé jané té
ndryshme nga relacionet e Green-it né njé unazé té pércaktuar si relacione té Green-it
né gjysmégrupin pérkatés té saj [11].

Teoremé 2.1.3. Le té jeté (4, +,7) njé unazé dhe a njé element i A-sé. Atéheré ose L-
klasa [R-klasa] L, [R,] éshté bashkim L(-)-klasash [R(-)-klasash] té gjysmégrupit té
shumézimit (A,") té unazés (4,+,") té cilét kané vetém nga njé element, ose L, =
Lo() [Re = Ra (D]

Veértetim. Dallojmé dy raste té mundshme:

Rasti i paré. Cdo L, (-) klasé gé pérfshihet né L, ka vetém njé element. Atéheré kemi

Rasti i dyté. Ekziston njé klasé L, (), x € L, e cila ka té paktén dy elemente. Le té
jené b, c dy elemente té ndryshme té A té cilét i pérkasin L, (-). Atéheré ekzistojné
elementet u,v t€ A-sé té tillé q¢ b = uc dhe ¢ = vb. Pér ¢do element d € L,
ekzistojné numrat e ploté k,, k, dhe elementet u,, u, té A-sé té tillé gé:

d = kyc +uycdhe c = k,d + u,d.
Duke béré zévendésime té pérshtatshme kemi:
d = kyc +uyc = kyvb +uvb = (kv + u v)b,
b = uc = u(k,d + u,d) = (ku + uu,)d,

té cilét tregojné se dL(-)b. Késhtu, d € L,(-) = L,(-) dhe rrjedhimisht L, = L, ().
Tani éshté e qarté se L, = L, ().

Né ményré té ngjashme béhet vértetimi edhe pér klasén R,.m

Pérkufizim 2.1.4. Dy elemente a, b té njé unaze A quhen pjesétuesa té djathté [té
majté] té njéri-tjetrit né qofté se ekzistojné elementet c, d té A-sé té tilla gé a = cb
[a = bc] dhe b = da [b = ad)].
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Elementet a, b té unazés A quhen pjesétuesa té njéri-tjetrit, kur jané njéherésh
pjesétuesa té djathté dhe pjesétuesa té majté té njéri-tjetrit.

Rrjedhim 2.1.5. Le té jeté a njé element i ndryshém nga zero e unazés (4, +,). Né
qofté se ideali i majté [ideali i djathté] kryesor (a); [(a),] | unazés (4, +,") éshté
minimal dhe ekziston njé element b # a i tillé gé a dhe b jané pjesétuesa té djathté [té
majté] té njéri-tjetrit, atéheré (a); [(a),] éshté ideal i majté [i djathté] kryesor
minimal i gjysmégrupit té shumézimit (4,") té késaj unaze.

Vértetim. Eshté e qarté se elementet a # b i pérkasin L(-)-klasés sé gjysmégrupit té
shumézimit (A,") té unazés (4,+,). Né sajé té teoremés 2.1.3 jané té vérteta
barazimet:

Lo,u0=(a);=Lg()U0.

Nga ana tjetér po té shénojmé (a); idealin e majté kryesor té gjysmégrupit (4,) té
unazés (4, +,"), i cili pérftohet nga elementi a € A kemi:

Lo()u0c (a) € (a), =Ls()U0.
Pra,
(@), = (@) =L,() V0.
Tani éshté garté se (a), éshté ideal minimal i gjysmégrupit (4,") té unazés (4, +,").
Njélloj béhet vértetimi edhe pér idealin e djathté kryesor (a),.m

Né qofté se njé L-klasé ka vetém njé element, atéheré éshté e qarté se L, = L,(").
Pohimi i méposhtém tregon njé rast kur té vetmet klasa sipas relacioneve £ dhe R té
unazés (A, +,") pérputhen me Kklasat pérkatése sipas relacioneve L(-) dhe R(-) té
gjysmeégrupit té shumézimit (A,") té késaj unaze jané ato qé kané vetém nga njé
element.

Pohim 2.1.6. Le té jeté (A4, +,") njé unazé gé ka té paktén dy elemente por gé nuk ka
njésh dhe nuk ka pjesétues té zeros. Atéheré té vetmet klasa sipas relacionit té Green-
it L [R] né unazén (4, +,) gé pérputhen me klasat pérkatése sipas relacionit £(-)
[R(-)] né gjysmégrupin e shumézimit (A4,") té késaj unaze jané ato gé kané vetém nga
njé element.

Veértetim. Megenése unaza (4, +,") nuk ka pjesétues té zeros bashkésia A* = A\0
éshté pjesé e géndrueshme e A-sé né lidhje me veprimin e shumézimit té unazés A dhe
formon gjysmégrup né lidhje me shumézimin e induktuar né té. Eshté e garté se
gjysmeégrupi (A*,-) nuk ka njésh dhe éshté njé gjysmégrup i thjeshtueshém. VEmé re
se pér ¢do element a # 0 té A-sé klasa L,(-) e elementit a té gjysmégrupit (4,")
pérputhet me klasén pérkatése té gjysmégrupit (A*,), e cila né sajé té pohimit 1.1.7 ka
vetém njé element, pikérisht a-né. Tani né sajé té teoremés 2.1.3 L, = L,(-) vetém
kur L, ka njé element.

Njélloj béhet vértetimi edhe pér relacionin R.m

Nga ky pohim marrim menjéheré kété rrjedhim:
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Rrjedhim 2.1.7. Né njé unazé (4,+,)) gé nuk ka pjesétues té zeros dhe njésh
relacionet e Green-it £ dhe R pérputhen me relacionet e Green-it £L(+) dhe R(-) né
gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze, (A4,"), atéheré dhe vetém atéheré kur
L =R = 1y, ku 1, éshté relacioni identik né A.

Mé sipér pamé njé rast «ekstrem» kur relacionet e Green-it £ dhe R né njé unazé jané
«mé finét» e mundshém, domethéné klasat e ekuivalencés sipas tyre kané vetém nga
njé element.

Tani do té shqyrtojmé rastin tjetér «ekstrem» pikérisht rastin kur relacionet e Green-it
L dhe R né njé unazé A jané «mé té trashét» e mundshém, domethéné kur ¢do dy
elemente té unazés té ndryshém nga zero jané ekuivalenté sipas kétyre relacioneve.
Né kété rast éshté e qarté se pér cdo a € A\O kemi L, = R, = A\O.

Njé unazé A qé ka té paktén dy elemente do ta quajmé L-té thjeshté [R- té thjeshté] né
qofté se té vetmet klasa ekuivalence té saj sipas kétij relacioni jané vetém 0 dhe A\0.

Duke reflektuar pohimin 1.1.14 kemi kété pohim:

Pohim 2.1.8. Pér ¢do unazé A qé ka té paktén dy elemente kushtet e méposhtme jané
ekuivalente:

1) Unaza A éshté unazé me pjesétim.
2) Unaza A nuk éshté unazé zero (me shumézim zero) dhe éshté L-e thjeshté.
3) Unaza A nuk éshté zero dhe éshté R-e thjeshté.

Vértetim. Ne do té vértetojmé ekuivalencén e pohimeve 1) dhe 2). Njélloj vértetohet
dhe ekuivalenca 1) < 3).

Supozojmé se unaza A éshté me pjesétim. Atéheré A éshté unazé jozero dhe pér ¢do
element té ndryshém nga zero a € A kemi:

A=Aac (a), € A.
Pra,
V(a,b) € A* = A\0, (a); = A = (b);
dhe rrjedhimisht unaza A éshté L-e thjeshté.

Anasjellas, supozojmé se unaza A nuk éshté unazé zero dhe éshté L-e thjeshté. Le té
jeté a njé element i ndryshém nga zero i unazés A, i cili ekziston sepse pérndryshe A
do té ishte me shumézim zero. Meqé L, = A\0 kemi:

A=L,U0C (a), S A
Pra,
Va € A\O, (a)l = A.

Qé Kkétej rrjedh se unaza A nuk ka ideale t& majta té& miréfillta dhe rrjedhimisht né sajé
té pohimit 1.1.14 éshté unazé me pjesétim.m

Nga ky pohim dhe nga pohimi 1.1.14 marrim menjéheré kété rrjedhim:
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Rrjedhim 2.1.9. Pér ¢do unazé A gé ka njé numér té pafundmé elementesh pohimet e
méposhtme jané ekuivalente:

1. Unaza A éshté me pjesétim.
2. Unaza A éshté L-e thjeshté.
3. Unaza A éshté R-e thjeshté.

Nga pohimi 2.1.8 rrjedh menjéheré se kur njé unazé (A, +,") éshté L-e thjeshté [R-e
thjeshté] atéheré relacioni £ [R] né unazén (A4, +,-) pérputhet me relacionin e Green-it
L) [R(-)] né gjysmégrupin e shumézimit, (4,-), té késaj unaze.

Anasjellas, né qofté se gjysmégrupi i shumézimit (4,”) i unazés (4,+,”) éshté
L) [R()] i thjeshté, quhet i tillé kur té vetmet L(-) [R(-)] klasa ekuivalence té tij
jané 0 dhe A\0, atéheré duket garté se unaza (4, +,7) éshté £ [R] e thjeshté.

Késhtu né rastin e dyté ekstremal kur relacionet e Green-it né njé unazé (4, +,") jané
trivialé, atéheré kemi pérputhje té tyre me relacionet pérkatése té Green-it né
gjysmeégrupin e shumézimit (4,-) té késaj unaze dhe anasjellas.

Ndérsa né rastin e paré ekstremal né pérgjithési né njé unazé cfarédo nuk e kemi kété
pérputhje (ne pamé njé rast té vecanté kur kemi pérputhje). Késhtu, éshté e natyrshme
té shtrojmé kété problem té cilin po e I1émé té hapur.

Problem 2.1.10. Té gjenden kushte té nevojshme, té mjaftueshme, kushte té& nevojshme
dhe té mjaftueshme qé&, né qofté se né njé unazé (A4,+,”) relacioni i Green-it
L) [R(-)] né gjysmégrupin e shumézimit (A4,") té késaj unaze éshté relacioni identik
1,, atéheré edhe relacioni i Green-it £ [R] éshté i barabarté me 1,.

Sé fundi né kété paragraf do té shohim «transferimin» e karakteristikés sé njé kuazi-
ideali kryesor nga secili prej relacioneve té Green-it £ dhe R. Pikérisht kemi kété
pohim:

Pohim 2.1.11. Le té jené a, b dy elemente té€ njé unaze A té tillé gé kuazi-idealet
kryesore (a), dhe (b), kané vetiné prerése. Né qofté se aLlb, atéheré (a), dhe (b),
si nénunaza kané té njéjtén karakteristiké.

Vértetim. Meqgé (a), dhe (b), kané veting prerése, kemi (a), = (a); N (a), dhe
(b)q = (b); N (b),. Késhtu sipas pohimit 2.1.1 pasqyrimi

f:(a)q T (b)q

éshté bijektiv. Pér mé tepér pér ¢do dy elemente x, y té (a), kemi:
flx+y) =k(x+y)+ulx+y) = (kx +ux) + (ky +uy) = f(x) + f(¥).

Kéto barazime tregojné se bijeksioni f éshté njé izomorfizém grupesh. Késhtu kuazi-
idealet (a), dhe (b), si grupe aditivé té unazés A jané izomorfe. Q& kétej rrjedh
menjéheré se nénunazat (a), dhe (b), kané té njéjtén karakteristiké. m

Meqgé pér relacionin e Green-it R mund té vértetohet njé pohim analog i pohimit
2.1.1, atéheré éshté i vérteté edhe pohimi analog i pohimit 2.1.11.
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§ 2. RELACIONET E GREEN-IT # DHE Q NE UNAZA
Relacionet e Green-it H dhe Q né njé unazé A [7] pércaktohen si mé poshté:

v(a,b) € A?,aMh < [(a), = (b); A(a), = (b),],
V(a,b) € A% aQb < (a), = (b)g,

ku (a);, (b);, (@)y, (b), (a)q, (b)4 jané pérkatésisht idealet e majta kryesore, idealet
e djathta kryesore dhe kuazi-idealet kryesore té pérftuara nga elementet a, b té unazés
A.

Relacionet H dhe Q jané relacione ekuivalence né A. Klasat e ekuivalencés té
elementit a € A sipas relacioneve H dhe Q do t’i shénojmé pérkatésisht H, dhe Q,.
Né qofté se né pérkufizimet e mésipérme té relacioneve té Green-it H dhe Q né
unazén A, zévendésojmé unazén A me njé gjysmégrup cfarédo S dhe idealet e majta
kryesore, idealet e djathta kryesore dhe kuazi-idealet kryesore i shohim si ideale té
majta kryesore, ideale té djathta kryesore dhe kuazi-ideale kryesore té gjysmégrupit S,
atéheré kemi relacionet pérkatése té Green-it né gjysmégrupin S, té cilat shénohen me
po ato simbole gé shénohen edhe relacionet e Green-it né unazén A.

Pér gjysmégrupet tregohet se Q = H [5], kurse pér unazat, né sajé té barazimeve
(1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) kemi pérfshirjen Q < H, e cila né pérgjithési éshté strikte,
domethéné ekzistojné unaza pér té cilat H # Q [7]. Kétu, pér té dalluar relacionet e
Green-it H dhe Q né unazén (A4,+,") nga relacionet pérkatése té Green-it né
gjysmeégrupin e shumézimit té késaj unaze, (4,-), kéto té fundit do ti shénojmé F ()
dhe Q(:). Gjithashtu, klasat e ekuivalencés té elementit a té gjysmégrupit té
shumézimit (4,-) té unazés (A4, +,-) sipas relacioneve té Green-it 7 (-) dhe Q(-) do ti
shénojmé pérkatésisht H, () dhe Q,(+).

Le té jeté (4, +,-) njé unazé cfarédo. Né A kemi relacionet e Green-it H dhe Q né
unazén (A,+,) dhe relacionet e Green-it H(-) dhe Q(:) né gjysmégrupin e
shumézimit (4,-) té késaj unaze. Né qofté se unaza (4, +,") ka njésh, atéheré nga
barazimet (1.1.1),(1.1.2) dhe (1.1.3) rrjedh menjéheré se H = H (-) dhe @ = Q(-).
Né pérgjithési po né sajé té barazimeve (1.1.1),(1.1.2) dhe (1.1.3) kemi pérfshirjen
H () € H dhe Q(-) € Q. Shembulli i méposhtém tregon se kéto pérfshirje mund té
jené strikte.

Shembull 2.2.1. Le té jeté S njé gjysmégrup me zero. Shénojmé Z[S] unazén e
gjysmégrupit S mbi unazén e numrave té ploté Z. Nuk éshté e véshtiré té bindemi se
pér cdo element a € S < Z[S] kemi:

—a€H, —a€Qq—agHy(),—ae ().

Njé gjysmégrup me zero éshté gjysmégrupi i shembullit 2.1.2 né té cilin kemi
H() #H dhe Q(-) # Q.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se pér ¢do gjysmégrup me zero S unaza e tij mbi
unazén e numrave té ploté Z, Z[S] éshté e tillé gé té katér relacionet e Green-it
L,R,H dhe Q né té jané té ndryshme nga relacionet pérkatése L(), R(-), 7 (-) dhe
Q(-) né gjysmégrupin e shumézimit té saj. Késhtu né pérgjithési edhe relacioni i
Green-it H né njé unazé ¢farédo éshté i ndryshém nga relacioni i Green-it 7 né njé
unazeé i pércaktuar si relacion i Green-it né gjysmégrupin pérkatés té saj [11].
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Teoremé 2.2.2. Le té jeté (4, +,) njé unazé dhe a njé element i A-sé. Atéheré ose H -
klasa H, éshté bashkim 7 (-)-klasash, té cilat kané vetém nga njé element ose
H, = Ha(')-

Veértetim. Dallojmé dy raste té¢ mundshme.

Rasti i paré. Cdo H,(-) klasé qé pérfshihet né H, ka vetém njé element. Atéheré
kemi

Rasti i dyté. Ekziston njé klasé H, (), x € H, qé ka té paktén dy elemente. Le té jené
b, c dy elemente té A-sé té ndryshém njéri nga tjetri té cilét i pérkasin H,(-). Megé

Ly(:)NR,(-) =Hy(") €EH, =Lg NRy,

, Lo (+) dhe

elementet a, b té€ ndryshém njéri nga tjetri i pérkasin njéherésh L, (), R, (+)
(-). Tani nga

R,(-). Késhtu, né sajé té teoremés 2.1.3 kemi L, = L,(-) dhe R, = R,
kéto dy barazime rrjedh se

Hy=LaNRy =La() NR() = Hy (). u

Teoremé 2.2.3. Le té jeté (4, +,") njé unazé dhe a njé element i A-sé. Né gofté se
a’? € H,, atéheré H, = H,(*).

Veértetim. Supozojmé se a? € H,. Le té jeté x njé element cfarédo i klasés H, = H .
Atéheré ekzistojné numrat e ploté k, k, dhe elementet u, u, té A-sé té tillé gé

a = kx + ux dhe x = k;a? + u,a?.
Qé kétej kemi barazimet:
x = kia? + wa® = (kya + wa)a = (kja + uya) (kx + ux) =
= (k%ka + k kau, + k?au+k,auu; + kku,a + ku;au; + kju,au + u,auu,)a?.
a? = a(kx + ux) = (ka + au)x,

qé tregojné se xL(-)a?. Né ményré té ngjashme tregohet se xR(-)a?. Késhtu, pér ¢do
element x té H, kemi x# (-)a? dhe rrjedhimisht H, = H,(:).m

Tani po paragesim njé vértetim tjetér té Teoremés se Green-it pér unazat [7] pa
pérdorur Lemén e Green-it [5], [7].

Teoremé 2.2.4. (Teorema e Green-it pér unazat). Né qofté se elementet a, b, ab té njé
unaze (A, +,) i pérkasin sé njéjtés H-klasé H té késaj unaze, atéheré H éshté njé
néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (4,-) té unazés (4, +,).

Veértetim. Dallojmé dy raste t& mundshme:

Rasti i paré. Elementet a, b jané té barabarté. Atéheré ab = a? € H, = H. Nga
teorema 2.2.3 kemi H = H, = H,(-). Meqgé duket qarté se a, a? i pérkasin H,(-),
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atéheré nga Teorema e Green-it pér gjysmégrupet (teorema 1.1.6), H éshté néngrup i
grupit té shumézimit té unazés (4, +,).

Rasti i dyté. Elementet a, b jané té& ndryshém njéri nga tjetri. Megé a, b i pérkasin
H-klasés H ekzistojné numrat e ploté k,, ks, k4, ks dhe elementet u,, us, uy, us té A
té tillé gé

b = k,a+uya, b = kzab +uszab, a = kyab + uyuab.
Qé kétej kemi barazimet:

b = ksab + uzab = (kza + uza)b = (ksa + usa)(k,a + uya)
= (k3k2a + k3a7l2 + sz3a + ugau2)a,

a = kyab + usab = (kya + usa)b,

qé tregojné se aL(-)b. Né té njéjtén ményré tregohet se aR(-)b. Pra, aF ()b dhe né
sajé té teoremés 2.2.2 H-klasa H = H, pérputhet me H () klasén H,(-). Tani né sajé
té Teoremés sé Green-it pér gjysmégrupet (teorema 1.1.6) H éshté njé néngrup i
gjysmégrupit té shumézimit (4,) té unazés (4,+,). m

Edhe pér relacionin Q jané té vérteta teoremat analoge té teoremave 2.2.2 dhe 2.2.3.

Teoremé 2.2.5. Le té jeté (A4, +,") njé unazé dhe a njé element i A. Atéheré ose Q-
klasa Q,, éshté bashkim Q(-)-klasash gé kané vetém nga njé element ose Q, = Q,(*).

Veértetim. Dallojmé dy raste t&é mundshme.
Rasti i paré. Cdo Q(+)-klasé gé pérfshihet né Q, ka vetém njé element. Atéheré kemi:
0= e0.
X€EQq

Rasti i dyté. Ekziston njé klasé Q,.(+), x € Q, gé ka té paktén dy elemente. Le té jené
b, ¢ dy elemente té ndryshém té A té cilét i pérkasin Q,(-). Nga teorema 2.2.2 kemi:

Qa(') CQuEH, = Ha(') = Qa(’)v
dhe rrjedhimisht Q, = Q,(-).m

Teoremé 2.2.6. Le té jeté (4, +,) njé unazé dhe a njé element i saj. Né qofté se
a’? € Qg, atéheré Q, = Q,(").

Veértetim. Nga teorema 2.2.3 kemi:
Qa(') CQuEH, = Ha(') = Qa(’)v
dhe rrjedhimisht Q, = Q,(-).m

Megeé né gjysmégrupin e shumézimit (4,-) té unazés (4, +,-) kemi barazimin H (*) =
Q(*) nuk éshté véshtiré té pérshtatet vértetimi i teoremés 2.2.4 duke pérdorur edhe
teoremén 2.2.5 dhe té pérftohet njé vértetim tjetér i teoremés sé méposhtme, e cila
ngjan me Teoremén e Green-it pér unazat dhe éshté vértetuar né njé ményré tjetér mé
paré [7].
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Teoremé 2.2.7. Né qofté se elementet a, b, ab té njé unaze (4, +,) i pérkasin té
njéjtés Q-klasé Q té A, atéheré Q éshté néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (A4,") té
unazés (4, +,7).

Pohim 2.2.8. Né qofté se kuazi-ideali minimal Q i unazés (4, +,") ka dy elemente té
ndryshém, gé jané pjesétues té njéri-tjetrit, atéheré ai éshté kuazi-ideal minimal edhe i
gjysmégrupit té shumézimit (A,-) té unazés (4, +,).

Veértetim. Megé Q éshté kuazi-ideal minimal, ekziston njé element a € Q i tillé gé
Q = (a)g. Le t& jené b dhe c dy elemente té Q-s& qé jané pjesétues té njéri-tjetrit. Pra,
bQ(-)c. Né sajé té teoremés 2.2.5 jané té vérteta barazimet:

(a)q =Q,V0= Qa(') U 0.

Nga ana tjetér, po té shénojmé (a); kuazi-idealin kryesor t& gjysmégrupit té
shumézimit (A,-) té unazés (4, +,-) i cili pérftohet nga elementi a € A kemi:

Qa() V0 C (a)5 € (a)g =Qa(H V0.

Pra,
(@)g = (a); = Q.() V0.

Tani éshté e qarté se kuazi-ideali minimal Q i unazés (4, +,-) éshté i tillé edhe né
gjysmégrupin e saj té shumézimit (4,-).m

Né qofté se njé H-klasé [Q-klas€] e pércaktuar nga elementi a i njé unaze ka vetém
njé element, atéheré éshté e qarté se H, = H,(-) [Q, = Q,(-)]. Pohimi i méposhtém
jep njé rast kur té vetmet klasa sipas relacioneve H dhe Q té unazés (4,+,-)
pérputhen me klasat pérkatése sipas relacioneve H (-) dhe Q(-) té gjysmégrupit té
shumézimit (A4,-) té késaj unaze jané ato gé kané vetém nga njé element.

Pohim 2.2.9. Le té jeté (A4,+,") njé unazé qé ka té paktén dy elemente por nuk ka
njésh dhe nuk ka pjesétues té zeros. Atéheré té vetmet klasa sipas relacionit té Green-
it H[Q] té unazés (4, +,-) qé pérputhen me klasat pérkatése sipas relacionit té Green-
it H(-)[Q(-)] né gjysmégrupin e shumézimit (4,-) té késaj unaze jané ato gé kané
vetém nga njé element.

Veértetim. Megé unaza (4, +,-) nuk ka pjesétues té zeros, bashkésia A* = A\0 éshté
pjesé e géndrueshme e A-sé né lidhje me shumézimin e unazés A dhe formon
gjysmégrup sé bashku me shumézimin e induktuar né té. Eshté e garté se gjysmégrupi
(A%,-) nuk ka njésh dhe éshté njé gjysmégrup i thjeshtueshém. VEmé re se pér ¢cdo
element a # 0 té A-sé klasa H,(:) e elementit a t€ gjysmégrupit (4,") né sajé té
pohimit 1.1.7 ka vetém njé element, pikérisht a-né. Tani né sajé té teoremés 2.2.2
kemi H, = H,(-) vetém kur H, ka vetém njé element.

Njélloj béhet vértetimi edhe pér relacionin Q me té vetmin ndryshim gé né vend té
teoremés 2.2.2 pérdoret teorema 2.2.5.m

Nga ky pohim marrim kété rrjedhim:

Rrjedhim 2.2.10. Né njé unazé (4,+,") gé nuk ka pjesétues té zeros dhe njésh
relacionet e Green-it H dhe Q pérputhen me relacionin e Gren-it H(-) né

24



gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze, (4,-), dhe rrjedhimisht H = Q atéheré dhe
vetém atéheré kur H = 14, ku 1, éshté relacioni identik né A.

Mé sipér pamé njé rast ekstrem kur relacioni ' rrjedhimisht dhe relacioni Q né njé
unazé jané «mé finét» e mundshém, domethéné klasat e ekuivalencés sipas tyre kané
vetém nga njé element.

Tani do té diskutojmé rastin tjetér ekstrem, pikérisht rastin kur relacionet e Green-it
H dhe Q né njé unazé A jané mé «té trashét» e mundshém, domethéné kur ¢do dy
elementé té unazés té ndryshém nga zero jané ekuivalenté sipas kétyre relacioneve.
Né kété rast pér ¢cdo a € A\O kemi H, = Q, = A\0. Kur ndodh késhtu mund té themi
se unaza A gé ka té paktén dy elemente éshté H-e thjeshté [Q-e thjeshté]. Né fakt
éshté e garté se kur A-ja éshté Q-e thjeshté, atéheré ajo éshté edhe # -e thjeshté, megé
QCH.

Nga Teorema e Green-it pér unazat (teorema 2.2.4) rrjedh menjéheré gé né qofté se
unaza jozero A éshté #-e thjeshté, atéheré ajo éshté fushé. Késhtu, né gofté se njé
unazé jozero (A, +,-) éshté #-e thjeshté [Q-e thjeshté], atéheré relacioni £ i Green-it
pérputhet me relacionin e Green-it H (-)[Q(+)] né gjysmégrupin (4,-) té késaj unaze
dhe pér mé tepér kemi H = Q. Anasjellas, né qofté se né gjysmégrupin (4,") té
unazés (4, +,-) gé ka té paktén dy elemente té vetmet H () = Q(-)-klasa ekuivalence
jané 0 dhe A\O, atéheré duket garté se unaza (A,+,") éshté FH-e thjeshté [Q-e
thjeshté].

Pra, né rastin e dyté ekstremal kur relacionet e Green-it H dhe Q né njé unazé (4, +,-)
jané «mé té trashét» (trivalé), atéheré kemi pérputhje té tyre me relacionet pérkatése té
Green-it né gjysmégrupin e shumézimit (A,-) té kéaj unaze dhe anasjellas. Ndérsa né
rastin e paré ekstremal, té relacioneve H dhe Q «mé finét» nuk e kemi kété pérputhje.
Késhtu, éshté e natyrshme té shtrojmé kété problem té cilin po e 1émé té hapur.

Problem 2.2.11 Té gjenden kondita t& nevojshme, kondita té mjaftueshme dhe kondita
té nevojshme dhe té mjaftueshme gé né qofté se relacioni i Green-it 7 (-) = Q(-) né
gjysmégrupin e shumézimit (A,") té késaj unaze éshté relacioni identik 1,, atéheré
edhe relacioni 7[Q] éshté i barabarté me 1,.

§ 3. RELACIONI | GREEN-IT B DHE BI-IDEALET MINIMALE NE UNAZA

Né njé gjysmégrup S te [13] éshté pércaktuar relacioni B i barazimit té bi-idealeve
kryesore té pérftuar nga dy elemente cfarédo té S-sé. Né ngjashméri me kété relacion
ekuivalence né njé unazé cfarédo A pércaktojmé relacionin B si mé poshté:

V(a,c) € A%,aBc < (a), = (¢)p,
ku (a), dhe (c), jané bi-idealet kryesore té pérftuara nga elementet a, c té A-sé.
Né sajé té barazimit (1.1.4) kemi:
aBc © Za + Za? + aAa = Zc + Zc? + cAc.

Eshté e qarté se relacioni B éshté njé relacion ekuivalence né unazén A. Edhe
relacioni B, i cili pércaktohet ngjashém me relacionet e Green-it £, R, H, Q, do ta
quajme relacion té Green-it né njé unazé.
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Klasén e ekuivalencés sipas relacionit té Green-it B té elementit a € A do ta shénojmé
B,.

Nga barazimet (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) dhe (1.1.4) duket garté se B € H dhe B < Q.
Shembujt e méposhtém tregojné se kéto pérfshirje né pérgjithési jané strikte.

Shembull 2.3.1. Le té jete S ={0,e,a,b} gjysmégrupi i Cliffford-it [10] me kété
tabelé té Cayly-it

o |T|v D |-

o|Tc|jo|o® |[®
O |O|0 | (o
o |0 |0 |T |T
o |00 |0 O

Shqyrtojmé unazén e gjysmégrupit S, Zz[S], ku Z; éshté unaza e numrave té ploté
sipas modulit 3. Né kété unazé kemi:

H,.p = {ma + nb | m,n € Z3\{0}} +* {k(a + b) | k € Z3\{O}} = Baip

dhe rrjedhimisht H # B. Me llogaritje té drejtpérdrejta nuk éshté e véshtiré té
bindemi se né unazén Z5[S] kemi B = Q.

numrave té plote sipas modulit 8. Shqyrto;me unazén e gjysmegruplt Lg, L, [Zg], k

Z, éshté unaza e numrave t& ploté sipas modulit 2. Elementet 2 dhe 6 t& unazés
gjysmeégrupore Z,[Zg], jané Q-ekuivalenté meqé:

(2) =72 + Z,[Zg]2 N 2Z,[Zg] = {0,2,4,6,2 + 4,2 + 6,4 + 6},

(6) = 76 + Z,[Zg]6 N 6Z,[Zg] = {0,2,4,6,2 + 4,2 + 6,4 + 6}.

Nga ana tjetér elementet 2 dhe 6 t& unazés gjysmégrupore Z,[Zg] nuk jané B-
ekuivalenté meqé

—_ —_ -2 J— —_ —_———— —_

(2), =22+ 72 +2Z,[Z]2 = {0,2,4,2 + 4},

— —_ -2 —_ _ —_——— — —_

(6), =76 + 176 +6Z,[Zs]6 ={0,4,6,4 + 6}.
Késhtu, né unazén gjysmégrupore Z,[Zg] kemi B # Q.
Le té jeté (4,+,) njé unazé c¢farédo. Né qofté se né pérkufizimin e relacionit té
Green-it B né unazén A zévendésojmé unazén A me njé gjysmégrup S dhe bi-idealet
kryesore (a),, (c), té unazés A i shohim si bi-ideale té pérftuara nga elementet a, c té
gjysmégrupit S, atéheré kemi relacionin B né gjysmégrupin S, gé ne po e quajmé edhe
até relacion té Green-it, i cili shénohet me po até simbol gé shénohet edhe relacioni B

né unazén A. Ne pér té dalluar relacionin e Green-it B né unazén (4,+,-) nga
relacioni pérkatés i Green-it né gjysmégrupin e shumézimit té késaj unaze, (4,-), kété
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té fundit do ta shénojmé B(-). Gjithashtu, klasén e ekuivalencés sé elementit a té
gjysmégrupit té shumézimit (4,-) té unazés (4, +,-) sipas relacionit té Green-it B(-)
do ta shénojmé B, (-).

Né qofté se unaza (4, +,-) ka njésh, atéheré nga barazimi (1.1.4) rrjedh menjéheré
barazimi B(-) = B. Né pérgjithési po né sajé té barazimit (1.1.4) kemi pérfshirjen
B(-) € B. Shembulli i méposhtém tregon se kjo pérfshirje mund té jeté strikte.

Shembull 2.3.3. Le té jeté Zg unaza e numrave té ploté sipas modulit 8. Né kété unazé
elementet 2 dhe 6 jané B-ekuivalenté meggé:

)|

(2), =12 +12 +2252 = {0,2,4,6)
}

Por, né gjysmégrupin e shumézimit (Zg,") té unazés (Zg, +,-) elementet 2 dhe 6 nuk
jané B(-)-ekuivalenté meqé:

(6), =26+ 76 +6Zg6 = {0,2,%,

)]

Késhtu, B + B(-).

Pér relacionin B né unazén (4, +,-) ne nuk kemi mundur té vértetojmé njé teoremé
analoge me teoremén 2.1.3, prandaj po ngrejmé problemin e méposhtém té cilin po e
Iémé té hapur:

Problem 2.3.4. Né njé unazé (A,+,) pér elementin a € A a éshté B-klasa B,
bashkim B(-)-klasash té gjysmégrupit té& shumézimit (4,-) té unazés (4, +,") qé kané
vetém nga njé element ose B, = B,(*) ?

Pér relacionin e Green-it B né unaza do té vértetojmé teoremén e méposhtme té cilén
do ta quajmé Teorema e Green-it pér relacionin B né unaza, megé ajo ngjason me
Teoremén e Green-it pér gjysmégrupet [14], me Teoremén e Green-it pér
gjysméunazat [15] dhe me Teoremén e Green-it pér unazat [7].

Teoremé 2.3.5. (Teorema e Green-it pér relacionin B né unaza) Né qofté se
elementet a, b, ab té unazés (4, +,-) i pérkasin sé njéjtés B-klasé B té A-sé, atéheré B
éshté néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (4, ) té unazés (4, +,-). Pér mé tepér kjo
B-klasé éshté njé H -klasé dhe njé Q-klase.

Veértetim. Relacioni B pérfshihet né relacionin H prandaj kemi:
B =B, € H,.

Késhtu elementet a, b, ab i pérkasin H -klasés H, té unazés A. Késhtu nga Teorema e
Green-it né unaza (teorema 2.2.4) H, éshté njé néngrup i gjysmégrupit t& shumézimit
(A,-) té unazés (A,+,"). Atéheré ekziston elementi njésh i néngrupit H, dhe
rrjedhimisht jané té vérteta barazimet:
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a =eae dhee = aa talq,

ku a~?® éshté elementi i anasjellé i elementit a né néngrupin H, té gjysmégrupit (4,).
Kéto barazime tregojné se bi-idealet kryesore té pérftuara nga elementet a dhe e jané
té njéjta. Késhtu, elementi e i pérket klasés B, = B.

Tani le té jeté x njé element ¢farédo i néngrupit H,. Jané té vérteta barazimet:
x = exe dhe e = xx~ 1x71x,

ku x~1 éshté elementi i anasjellé i elementit x né néngrupin H, té gjysmégrupit (4,).
Kéto barazime tregojné se (x), = (e),. Késhtu, megé e € B,, elementi x € H, i
pérket B,. Késhtu kemi B = B, = H, dhe rrjedhimisht B-klasa B éshté néngrup i
gjysmégrupit té shumézimit, (4,-), té unazés (4, +,-) dhe kjo klasé pérputhet me H-
klasén H,,.

Nga pérfshirjet:

B, €Q, EH,
dhe barazimi B, = H, kemi B, = Q,, domethéné B-klasa B éshté njé Q-klasé.m
Nga kjo teoremé menjéheré gjejmé kété rrjedhim:

Rrjedhim 2.3.6. Né qofté se B-klasa B e unazés (4, +,-) ka njé element idempotent e,
atéheré B éshté njé néngrup i gjysmégrupit (4,-) té késaj unaze.

Tani do té shtjellojmé disa rezultate pér bi-idealet minimale gé lidhen me relacionet e
Green-it né unaza.

Njé bi-ideal [kuazi-ideal] B [Q] i unazés A quhet minimal né qofté se B [Q] nuk
pérmban asnjé bi-ideal [kuazi-ideal] t€ miréfillté, domethéné té ndryshém nga zero
dhe nga B [Q], té unazés A.

Lemé 2.3.7. Njé bi-ideal B i unazés A éshté minimal atéheré dhe vetém atéheré kur
B\ 0 éshté njé B-klase.

Veértetim. Bi-ideali B i unazés A éshté minimal atéheré dhe vetém atéheré kur pér ¢do
element a té B-sé i cili éshté i ndryshém nga zero kemi (a), = B. Kjo gjé éshté
ekuivalente me pohimin gé B\O0 té jeté njé B-klasé.m

Pohimi analog i lemés 2.3.7 pér njé kuazi-ideal Q té unazés A vértetohet né ményré
analoge.

Duke zbatuar Teoremén e Green-it pér relacionin B dhe lemén e mésipérme gjejmé
njé vértetim té shkurtér té teoremés 2.4 te [14].

Teoremé 2.3.8. [14] Njé bi-ideal minimal B i unazés (4, +,") éshté ose njé nénunazé
me shumézim zero ose njé nénunazé me pjesétim e (A4, +,-). Né rastin e dyté B ka
trajtén

B = eAe = eBe = eA N Ae,
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ku e éshté element njésh i B-sé dhe se ai éshté njé kuazi-ideal minimal i unazés
(4,+,).

Veértetim. Bi-ideali B éshté nénunazé me shumézim jozero, atéheré ekzistojné dy
elemente té ndryshme nga zero a, b té unazés A té tillé gé ab # 0. Né bazé té lemés
2.3.7 elementet a, b, ab i pérkasin B-klasés B\0. Nga ana tjetér, Teorema e Green-it
pér relacionin B né unaza implikon se B-klasa B\0 éshté njé néngrup i gjysmégrupit
té shumeézimit (4,-) té unazés (4, +,"). Q& kétej kemi qé nénunaza B e unazés (4, +,")
éshté nénunazé me pjesétim.

Né qofté se e éshté elementi njésh i B, atéheré nga barazimi 1.1.4 kemi:
B = (e)p = Ze + Ze* + eAe = eAe = eBe = eAN Ae = (e),

dhe rrjedhimisht (e), = (e), = B. Késhtu, B-ja éshté njé kuazi-ideal. Q& kétej, meqé
B-ja éshté bi-ideal minimal nuk éshté e véshtiré té bindemi se B éshté kuazi-ideal
minimal i unazés (4, +,"). m

Né qofté se B éshté njé bi-ideal minimal i unazés A, i cili nuk é&shté nénunazé me
shumézim zero, atéheré nga lema 2.3.7 dhe teorema 2.3.8 B\0 éshté njé B-klasé e
tillé g€ po t’i bashkojmé asaj zeron ¢ A-S&, pérftojmé njé nénunazé me pjesétim té
unazés A. Késhtu, éshté e natyrshme té ngrehim kété problem té cilin po e 1émé té
hapur:

Problem 2.3.9. Cfaré kushtesh plotésuese duhet ti shtojmé Teoremés sé Green-it pér
relacionin B né ményré gé bashkimi i B-klasés B me zero, B U {0}, té jeté njé
nénunazé me pjesétim?

Teoremé 2.3.10. Né qofté se njé unazé A ka njé element té thjeshtueshém qé
pérmbahet né njé bi-ideal minimal B té A-s€, atéheré A-ja éshté unazé me pjesétim.

Veértetim. Le té jeté a njé element i thjeshtueshém gé i pérket bi-idealit minimal B té
unazés A. Eshté e qarté se a # 0. Né qofté se b éshté njé element i ndryshém nga zero
I B-sé atéheré ab # 0 sepse sikur ab = 0, atéheré do té kishimab = a0 = b = 0, gé
do té ishte né kundérthénie. Késhtu, nénunaza B éshté me shumézim jozero. Tani nga
teorema 2.3.8 bi-ideali B éshté njé nénunazé me pjesétim. Le té jeté e elementi njésh i
nénunazés me pjesétim B. Duke shumézuar té dy anét e barazimit ea = a me
elementin e ¢farédoshém c té A-sé kemi cea = ca. Q& kétej megé elementi a éshté i
thjeshtueshém gjejmé ce = c. Késhtu, elementi e éshté njésh i unazés A. Meqé e € B,
pér ¢do element x té A-sé kemi:

x = exe € Ze + Ze* + eAe S B
dhe rrjedhimisht A = B, domethéné A-ja éshté njé unazé me pjesétim.m

Pohim 2.3.11. Né qofté se £ [R]-klasa L [R] e njé unaze A ka njé element té rregullt,
atéheré cdo element i L [R] éshté i rregullt.

Veértetim. Ne do bé&jmé vértetimin pér L-klasén L, vértetimin pér R-klassén R béhet
né ményré té ngjashme. Nga pohimi 1.1.17 elementi a i unazés A é&shté i rregullt
atéheré dhe vetém atéheré kur L-klasa L, ka njé element idempotent. Q& kétej kemi
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gé cdo L-klasé L gé ka njé element té rregullt pérmban njé element idempotent dhe
rrjedhimisht ¢cdo element i saj shté i rregullt.m

Teoremé 2.3.12. [7] Le té jené a, b dy elemente té njé unaze A té tillé qé aLb [aRb].
Kuazi-ideali kryesor (a), éshté minimal dhe ka vetiné prerése atéheré dhe vetém

atéheré kur e njéjta gjé ndodh edhe pér kuazi-idealin (b),.

Pohim 2.3.13. [7] Né qofté se njé kuazi-ideal minimal i njé unaze A ka vetiné prerése,
atéheré Q\0 éshté njé H -klasé.

Teoremé 2.3.14. Le té jené a, c dy elemente jozero té njé unaze A té tillé gé alc
[aRc] dhe (a), e (c), jané unaza me shumézim jozero. Atéheré bi-ideali (a); éshté
minimal atéheré dhe vetém atéheré kur njé gjé e tillé ndodh edhe pér bi-idealin (c),,.

Veértetim. Do ta b&mé vértetimin vetém pér relacionin £, vértetimi pér R béhet né
ményré analoge. Supozojmé se (a), éshté bi-ideal minimal. Nga teorema 2.3.8 (a),
éshté kuazi-ideal minimal gé ka vetiné prerése dhe (a), = (a),. Nga teorema 2.3.12
kemi (c), éshté kuazi-ideal minimal gé ka vetiné prerése. Késhtu, nga pohimi 2.3.13
rrjedh se (c)4\0 = H, € L. Meqgé L. = L, dhe a éshté njé element i rregullt, atéheré
nga pohimi 2.3.11 ¢do element i L. éshté i rregullt dhe nga pohimi 1.1.18 kemi
(c)p = (c)4. Tani nga pohimi 1.1.18 rrjedh se (c), éshté bi-ideal minimal. Né qofté
se (c), éshté bi-ideal minimal arsyetimi pérséritet fjalé pér fjalé. m

Pohim 2.3.15. [8] Né& qofté se njé bi-ideal B i njé unaze A ka karakteristikén zero,
atéheré ¢cdo element i tij éshté i rregullt.

Teoremé 2.3.16. Le té jené a, ¢ dy elemente té unazés A té tillé qé aLc [aRc] dhe
(a), e (c)p jané unaza me shumézim zero té A-sé. Atéheré bi-ideali (a), éshté
minimal me karakteristiké zero atéheré dhe vetém atéheré kur njé gjé e tillé ndodh
edhe pér bi-idealin (¢).

Veértetim. Do ta bé&jmé vértetimin pér relacionin £, vértetimi pér relacionin R béhet
né ményré té ngjashme. Supozojmé se (a), éshté njé bi-ideal minimal me
karakteristiké zero. Né sajé té pohimit 2.3.15 ¢do element i (a), éshté i rregulllt dhe
rrjedhimisht né sajé t& pohimit 1.1.18 kemi (a), = (a),. Nuk éshté e véshtiré té
bindemi se (a), éshté njé kuazi-ideal minimal me vetiné prerése. Késhtu nga teorema
2.3.12 kemi qé (c), éshté njé kuazi-ideal minimal gé ka vetiné prerése dhe nga
pohimi 2.1.11 ai e ka karakteristikén zero. Né sajé té lemés 2.3.7 kemi:

(c)g=B.u{0} L. U{0}=L,uU{0}

dhe rrjedhimisht, megé a éshté element i rregullt sipas pohimit 2.3.11 ¢do element i
kuazi-idealit minimal (c), éshté i rregullt. Tani duke pérdorur pohimin 2.1.11 éshté i
vérteté barazimi (c)q = (c), dhe se bi-ideali (c), me karakteristiké zero éshté
minimal. m

Né lidhje me teoremén 2.3.14 dhe teoremén 2.3.16 ngrehim kété problem, té cilin po e
Iémé té hapur:
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Problem 2.3.17. Le té jené a dhe ¢ dy elemente té njé unaze A té tillé qé aLc [aRc].
A éshté bi-ideali kryesor (a);, minimal atéheré dhe vetém atéheré kur (c), éshté bi-
ideal minimal?

Né qofté se pérgjigja e pyetjes sé shtruar pér zgjidhje né problemin 2.3.4 do té ishte
pozitive, atéheré do té kishim mundési té shtjellonim problemin e pérputhjes sé
relacionit té Green-it B dhe B(-) né njé unazé ashtu sic bémé pér relacionet e tjera té
Green-it. Késhtu, ne nuk e kemi cekur kété problem duke mbetur vetém me
konstatimin e pérgjithshém gé né pérgjithési relacioni i Green-it B né njé unazé
(A, +,") nuk pérputhet me relacionin e Green-it B(-) né gjysmégrupin e shumézimit
(A,) té késaj unaze. Né rastin kur relacioni i Green-it B né njé unazé A éshté «mé i
trashi», domethéné kur c¢do dy elemente té ndryshém nga zero té unazés A jané
ekuivalenté sipas kétij relacioni, unazén A do ta quajmé B-té thjeshté. Né sajé té
Teoremés sé Green-it pér relacionin e Green-it B né unaza bindemi, njélloj si pér
relacionin #, se kur unaza (A,+,”) éshté B-e thjeshté, atéheré B = B(-) dhe
anasjellas kur né njé unazé A té vetmet B(-)-klasa ekuivalence jané A\O dhe 0,
atéheré unaza A éshté B-e thjeshtsé.

§ 4. RELACIONI | GREEN-IT D NE UNAZA

Te [7] éshté provuar se relacionet e Green-it £ dhe R né unaza jané té
pérkémbyeshém, domethéné pér cdo unazé A kemi L o R = R o L. Kjo gjé na lejon qé
té pércaktojmé né unaza edhe relacionin D té barabarté me sejcilin prej relacioneve
LoR, Ro L. Relacioni D éshté relacion ekuivalence dhe ne do ta quajmé edhe até
relacion té Green-it né unaza megé ai ngjason me relacionin pérkatés té Green-it né

gjysmégrupe.

Klasén e ekuivalencés sipas relacionit t& Green-it D té elementit a té unazés A do ta
shénojmé D,. Té gjithé relacionet e Green-it gé kemi shqyrtuar né kété kapitull
pérfshihen né relacionin D dhe nuk éshté e véshtiré té gjenden shembuj gé tregojné se
kéto pérfshirje jané strikte.

Le té jeté (4, +,) njé unazé ¢farédo. Né A kemi relacionin e Green-it D dhe relacionin
e Green-it né gjysmégrupin (4,-) té cilin, pér té shmangur ngatérresat, do ta shénojmé
D(). Gjithashtu klasén e ekuivalencés sé elementit a té gjysmégrupit té& shumézimit
(A,-) té unazés (4,+,") sipas relacionit t&¢ Green-it D(-) do ta shénojmé D,(-). Né
qofté se unaza (A4, +,") ka njésh, atéheré éshté e garté se D = D(-). Né pérgjithési
kemi pérfshirjen D(-) € D. Shembujt qé kané shérbyer pér té treguar se pérfshirjet
pérkatése pér relacionet e Green-it té shqyrtuar né kété kapitull jané strikte vlejné pér
té justifikuar vértetésiné e pérfshirjes strikte D(-) < D né unaza.

Pér relacionin D té Green-it né unaza nuk ka njé teoremé analoge me teoremén 2.1.3
por te [16] éshté vértetuar kjo teoremé:

Teoremé 2.4.1. Le té jeté (4, +,) njé unazé dhe a njé element i A-sé. Atéheré D,
éshté ose njé D(-)-klasé ose D, éshté bashkim # (-)-klasash gé kané vetém nga njé
element.

Ndérkohé qé problemi i unazave £ [R,H, Q,B]-té thjeshta u ezaurua plotésisht né
paragrafét e méparshém, njé gjé e tillé nuk ndodh pér unazat D-té thjeshta sipas kétij
pérkufizimi:
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Pérkufizim 2.4.2.[16] Njé unazé A quhet D-e thjeshté né qofté se ajo ka mé shumé se
njé element dhe té vetmet klasa ekuivalence té saj sipas relacionit D jané 0 dhe A\O0.

Unazat D-té thjeshta jané futur dhe studiuar te [17]. Tek [17] W.D.Munn ka futur
unazat bi-té thjeshta sipas kétij pérkufizimi:

Pérkufizim 2.4.3. [17] Njé unazé A quhet bi-e thjeshté né qofté se ajo ka mé tepér se
njé element dhe plotéson kushtet e méposhtme:

(B1) Va € A,a € aA N Aa.
(B,) V(a,b) € (A* = A\0)?,3c € A,aA = cA dhe Ac = Ab.

Unazat bi-té thjeshta jané studiuar te [17], [18], [19]. Te [4] éshté vértetuar gjithashtu
se njé unazé (4, +,) éshté bi-e thjeshté atéheré dhe vetém atéheré kur gjysmégrupi i
shumézimit (4,") i saj éshté 0-bi-i thjeshté. Meqgé kur gjysmégrupi (4,-) éshté 0-bi-i
thjeshté, atéheré 0 dhe A\O0 jané té vetmet D(-)-klasa dhe megenése D(-) < D, rrjedh
se ¢do unazeé bi-e thjeshté éshté unazé D-e thjeshté. Shembulli i méposhtém tregon se
anasjellas jo ¢do unazé D-e thjeshté éshté bi-e thjeshté.

Shembull 2.4.4. Le té jeté (G,+) grup i rendit p ku p numér i thjeshté. Marrim
unazén me shumézim zero. Eshté e garté se Kjo unazé éshté D-e thjeshté, ndérkohé qé
nuk plotésohet kushti (B,).

Ky shembull éshté dhéné te [17] dhe konsiderohet si trivialé, megé mund té
nénkuptohet tek pérkufizimi 2.4.3 se éshté fjala pér unazat me shumézim jozero,
megjithése kjo gjé nuk theksohet aty né trajté té shtjelluar.

Nuk éshté gjetur ende ndonjé unazé me shumézim jozero D-e thjeshté qé té mos jeté
bi-e thjeshté, ky problem éshté i hapur!

Te [17] jané dhéné pohime pér unazat D-té thjeshta, té cilat edhe né rast se vértetohet
se ¢do unazé D-e thjeshté me shumézim jozero éshté bi-e thjeshté i pasurojné mé tej
rezultatet e gjetura te [17], [18] dhe [19].

Nga pérkufizimi i relacionit té Green-it D né unaza dhe nga pohimi 2.3.11, teorema
2.3.14 dhe nga teorema 2.3.16 marrim menjéheré kéto rrjedhime:

Rrjedhim 2.4.5. Né qofté se D-klasa D e njé unaze A ka njé element té rregullt,
atéheré ¢cdo element i D-sé éshté i rregullt.

Rrjedhim 2.4.6. Le té jené a, c dy elemente jozero té njé unaze A té tillé gé aDc dhe
(a), e (c)p jané unaza me shumézim jozero. Atéheré bi-ideali (a), éshté minimal
atéheré dhe vetém atéheré kur bi-ideali (c¢),; éshté minimal.

Rrjedhim 2.4.7. Le té jené a, c dy elemente jozero té njé unaze A té tillé gé aDc dhe
(a)p, e (c)p jané nénunaza me shumézim zero. Atéheré bi-ideali (a), éshté minimal
me karakteristiké zero atéheré dhe vetém atéheré kur njé gjé e tillé ndodh edhe pér bi-
idealin (c),.

Teoremé 2.4.8. Elementet idempotenté té njé unaze A jané ekuivalent¢é mod D
atéheré dhe vetém atéheré kur idealet e majta [té djathta] Ae, Af [eA, fA] té A-sé
jané A-module té majta [té djathta] A-izomorfe.
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Vértetim. Do té b&jmé vértetimin pér idealet e majta. Vértetimi pér idealet e djathta
béhet né ményré té ngjashme.

Supozojmé se eDf. Atéheré ekziston njé element a € A i tillé gé (e), = (a), dhe
(a); = (f);. Késhtu nga barazimet (1.1.1) dhe (1.1.2) kemi:

a=kye+eb, e =kia+ ab;, a=kyf +b,f, f = kjya + bja,

ku k4, k1, k2, k; jané numra té ploté, ndérsa b,, by, b,, b; jané elemente té A-sé. Kéto
barazime implikojné barazimet:

a=-ea=af =eaf, a=-e(ke+eb;), e=a(kie+ bje),

f=(af +fby)a,  a=(kzf +byf)f.
Né qofté se shénojmé:
c =kie+eby, c¢' = kje+ bie, d=kyf + fb,, d' = kyf +b,f
kemi:

a=ea=af =eaf, a=ec, e =ac’, f =da, a=d'f.
Kéto barazime implikojné barazimet:
a=ea=af =eaf, ac'e=e, fda =f,
e =ac'e =eafc'e =eaffc'e,
f =fda = fdeaf = fdeeaf = fc'eeaf.

Nga kéto barazime kemi elementet a = eaf dhe b = fc'e té cilét plotésojné
barazimet (1.1.5), (1.1.6) té pohimit 1.1.21, prandaj idealet e majta Ae dhe Af jané
A-module té majta A-izomorfe.

Anasjellas, né gofté se idealet e majta Ae dhe Af jané A-module té majta A-izomorfe,
atéheré nga pohimi 1.1.21 ekzistojné elementet a, b té A-sé té tillé gé:

eaf = a, fbe = b, ab = e, ba = f.
Kéto barazime tregojné se eRa, aLf dhe rrjedhimisht eDf.m

Teoremé 2.4.9. Né qofté se elementet idempotenté e, f té unazés A jané D-
ekuivalenté, atéheré bi-idealet kryesore (e),, (f), jané nénunaza izomorfe.

Veértetim. Né sajé té pohimit 1.1.21 dhe té teoremés 2.4.8 D-ekuivalenca e
elementeve idempotenté e, fimplikon ekzistencén e elementeve a, c té A-sé té tillé

qé:
eaf = a, fce =c, ac = e, ca=f.
Shénojmé me h pasqyrimin e bi-idealit (e),, né bi-idealin (f), té tillé qé
Vx € (e)p, h(x) = cxa.

Pasqyrimi h éshté i mirépércaktuar, megé barazimet e mésipérme implikojné:
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cxa = fexaf € fAf = (f).
Né qofté se x, y jané dy elemente ¢farédo té bi-idealit (e), = eAe, atéheré kemi:
h(x +vy) = c(x +y)a = cxa + cya = h(x) + h(y),

h(xy) = c(xy)a = cxeya = (cxa)(cya) = h(x)h(y).

Késhtu, h éshté njé homomorfizém i (e), né (f),. Pér mé tepér h éshté njé pasqyrim
injektiv. Vértet, né qofté se pér ¢cdo dy elemente x, y t& (e), kemi h(x) = h(y),
domethéné cxa = cya, atéheré

X = exe = acxac = acyac = eye =Y.

Sé fundi, né qofté se y éshté njé element cfarédo i bi-idealit (f),, atéheré pér
elementin x = eayce € (e), kemi:

h(eayce) = ceaycea = ceafyfcea = fyf = y.

Késhtu, h éshté pasqyrim syrjektiv. Pra, pasqyrimi h éshté njé izomorfizém i (e), né
(f)p dhe rrjedhimisht bi-idealet kryesore (e), dhe (f), jané nénunaza izomorfe.m

Tani duke pérdorur teoremén 2.4.9, lemén 2.3.7 dhe rrjedhimin 2.4.6 gjejmé kété
teoremé:

Teoremé 2.4.10. Le té jené e, f dy elemente jozero té njé unaze A té tillé gé eDf. Né
qofté se (e), éshté njé bi-ideal minimal, atéheré (f), éshté gjithashtu njé bi-ideal
minimal. Pér mé tepér bi-idealet (e), dhe (f), jané nénunaza izomorfe.

Ekuivalenca e dy elementeve a, b té njé unaze A sipas relacionit té Green-it D né A u
pércaktua me ndihmén e njé elementi té ndérmjetém c té tillé gé aLc dhe cRb. A
mund té eleminohet ky element ndérmjetés duke e pércaktuar ekuivalencén e dy
elementeve a, b té unazés A duke u mbéshtetur vetém né idealet e majta kryesore apo
idealet e djathta kryesore té pérftuara nga kéto dy elemente sigurisht duke shtuar
kondita té tjera qé ato duhet té plotésojné?

Do té tregojmé se pérgjigjja e késaj pyetje éshté pozitive dhe ne do ta marrim até nga
njé pohim mé i pérgjithshém gé ka té béjé me pérgjithésimin e Relacioneve té Green-
it né unaza, duke pérgjithésuar fillimisht konceptet e idealit t€ majté, idealit té djathté,
kuazi-idealit dhe bi-idealit né unaza. Pikérisht kéto rezultate do ti shtjellojmé né
kapitullin e treté té kétij disertacioni!
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KAPITULLI I

NJE PERGJITHESIM | RELACIONEVE TE GREEN-IT NE UNAZA
Pér relacionet e Green-it né gjysmégrupe ka njé varg pérgjithésimesh té tyre gé jané
paragitur te [21], [22], [23], [24], [25]. Pér té gjitha kéto pérgjithésime mund té shihet
mundésia e transplatimit té tyre pér relacionet e Green-it né unaza. Né kété kapitull ne
do té bé&jmé njérin nga kéto transplatime pikérisht até gé éshté shtjelluar te [21] meqé
ai lidhet me koncepte gé jané paksa té dobishme edhe pér unazat né pérgjithési.
Fillojmé pikérisht me trajtimin e koncepteve bazé.

§ 1. TRANSLACIONET NE UNAZA DHE PERGJITHESIME TE IDEALEVE
Né kété paragraf fillimisht do trajtojmé né ményré té koncentruar disa koncepte e
pohime qé do ti pérdorim pér té realizuar njé pérgjithésim té relacioneve té Green-it
né unaza qé kemi shtjelluar né kapitullin e dyté, sigurisht duke béré disa pérshtatje pér
géllimet tona.

Né pjesén e dyté té kétij paragrafi do té japim pérgjithésime té idealeve té majta, té
idealeve té djathta, kuazi-idealeve e bi-idealeve né unaza duke gelur shtegun pér
pérgjithésimin e déshiruar té relacioneve té Green-it né unaza.
Le té jeté A njé unazé ¢farédo, k njé numér i ploté dhe a njé element i A-sé.
Pérkufizim 3.1.1. [26] Pasqyrimi A, q): A — A i tillé gé

Vx € A A a)(x) = kx + ax = (k,a)x

quhet translacion i brendshém i majté i unazés A qé i pérket numrit té ploté k dhe
elementit a € A.

Pérkufizim 3.1.2. [26] Pasqyrimi pg q): A — A i tillé gé
Vx € A, p(k,a)(x) = kx + xa = x(k,a)

quhet translacion i brendshém i djathté i unazés A qgé i pérket numrit té ploté k dhe
elementit a € A.

Bashkésia e translacioneve té brendshme té majta shénohet A,, kurse bashkésia e
translacioneve té brendshme té djathta shénohet P,.

Kur nuk ka ngatérresa pérdoren thjesht shénimet 4, p né vend té shénimeve A q),
Pk,a)-

Né qofté se pér njé element a € A shénohen:
Apa={x€A|ILEA, x=2A)},
abp={x€A|3p€EP, x=p(a)}

atéheré kemi Aya = (a), dhe aP, = (a),.
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Pohim 3.1.3. [26] Cdo translacion i brendshém i majté [i djathté] i njé unaze (4, +,")
éshté endomorfizém i grupit t¢ mbledhjes (A4, +) té késaj unaze dhe endomorfizém i
unazés A té konsideruar si A-modul té djathté [té majté] (4, +, (-) 1) [(A, +, A())]

Pohim 3.1.4. [26] Pér ¢do numér té ploté k dhe pér ¢cdo element a té njé unaze A
kemi

XAtk,) (V) = P,ay(X) Y.

Pérkufizim 3.1.5. [26] Translacioni i brendshém i majté¢ Ay, .)€ 4, dhe
translacioni i brendshém i djathté p(, q,) € P quhen té lidhur njéri me tjetrin né
qofté se éshté i vérteté pohimi:

V(x,y) € A%, XAk, a) (V) = Pliey.a) V.

Pohimi 3.1.4. tregon se pér ¢cdo numér té ploté k dhe pér c¢do element a € A
translacionet A, ) € Ay, dhe pk q) € Pp jané té lidhur me njéri tjetrin.

Pohim 3.1.6. [26] Cdo translacion i brendshém i majté i njé unaze A &shté i
pérkémbyeshém me ¢do translacion té brendshém té djathté té késaj unaze.

Simbolikisht ky fakt shénohet
Ab OPb = Pb oAb.

Né qofté se A, q) € Ap dhe p, ) € Py, atéheré nga pohimi 3.1.6 pér ¢cdo x € A
éshté i vérteté barazimi:

Akr,a) (p(kz,b) (x)) = P(kz.b) (A(kl,a) (x)).

Duke patur parasysh vetité themelore té translacioneve té brendshme té majta e té
djathta té njé unaze mund té jepen koncepte mé té pérgjithshme té translacioneve té
majta e té djathta. Pikérisht jepen kéto pérkufizime.

Pérkufizim 3.1.7. [26] Translacion i majté [i djathté] i njé unaze A quhet ¢do
homomorfizém i A-modulit té djathté [té majté]A, [2A].

Pérkufizim 3.1.8. [26] Translacioni i majté [i djathté] i njé unaze A quhet i
pranueshém né qofté se ai éshté i pérkémbyeshém me c¢do translacion té djathté [té
majté] té A-sé.

Bashkésia e translacioneve té majta té pranueshme té njé unaze A shénohet A, kurse
bashkésia e translacioneve té djathta té pranueshme shénohet P.

Pohim 3.1.9. Né qofté se unaza A éshté e tillé gé A% = A, atéheré ¢do translacion i
majté [i djathté] i A-sé éshté i pranueshém.

Vértetim. Do ta b&mé vértetimin pér translacionin e majté. Veértetimi pér
translacionin e djathté rrjedh menjéheré prej tij pér arsye simetrie.

Le té jeté A njé translacion ¢farédo i majté i A-sé. Pér ¢do translacion té djathté p té A-
sé dhe pér ¢cdo a € A ekzistojné elementet b, c té A tillé gé a = bc dhe jané té vérteta
barazimet:
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(o p)(@) = (Ao p)(be) = (p(be)) = A(b(cp)) = (Ab)(cp),

(p o D(@) = p(2(@)) = p(A(b0)) = p((Ab)c) = (Ab)(cp),
gétregojnéseAop =pod m

Nuk éshté e véshtiré té bindemi se ¢do translacion i brendshém i majté [i djathté] i njé
unaze A éshté i pérkémbyeshém me ¢do translacion té djathté [té majté] té A-sé.
Késhtu jané té vérteta pérfshirjet:

Ap € Adhe P, € P.
Pohimi i méposhtém tregon njé rast se kur kéto pérfshirje kthehen né barazime.

Pohim 3.1.10. Né qofté se unaza A ka njé njésh té majté [té djathté] atéheré A, = A
[P, = P], rrjedhimisht kur A-ja ka njé njésh A, = A dhe P, = P.

Veértetim. Do ta b&jmé vértetimin pér njéshin e majté, vértetimi pér njéshin e djathté
béhet né ményré analoge. Le té jeté e njéshi i majté i unazés A. Le té jeté A1 njé
translacion i majté i pranueshém i unazés A. Pér ¢cdo element a € A kemi a = ea dhe
rrjedhimisht A(a) = A(ea) = A(e)a. Q€ kétej rrjedh se A = A(O,/l(e)) meqé pér ¢do
a € A jané té vérteta barazimet:

/1(0,/1(6)) (a) =0a+ A(e)a = A(e)a = A(ea) = A(a). m

Pér arsye komoditeti né qofté se A € A dhe x € A ne do té pérdorim shénimin Ax né
vend té shénimit A(x) dhe né qofté se p € P, shénimin xp né vend té shénimit té
zakonshém p(x). Me kéto shénime translacioni i majté i unazés A éshté i
pérkémbyeshém me translacionin e djathté té unazés A atéheré dhe vetém atéheré kur
pér ¢do element x € A kemi

A(xp) = (Ax)p.

Pér komoditet shkruajmé Axp = A(xp) = (Ax)p.

Le té jené B, C dy nénbashkési elementesh té unazés (4, +,"). Shénojmé:
AB={AbeA|21€Adnheb € B},
CP={cpeA|pePdheceC}

ABP ={Abp e A|A€ A,p € Pdhe b € B}.

Duke pérdorur konceptet e mésipérme japim pérgjithésimet e méposhtme té idealit té
majté, idealit té djathté, kuazi-idealit dhe bi-idealit.

Pérkufizim 3.1.11. Ideal i majté [i djathté] i pérgjithésuar i njé unaze (4, +,") quhet
¢do nénbashkési L, [Rp] e A-sé gé formon néngrup té grupit t&é mbledhjes (4, +) té
késaj unaze e tillé qé AL, S L, [R,P S R,].

Gdo nénbashkési I € A gé éshté njéherésh ideal i majté i pérgjithésuar dhe ideal i
djathté i pérgjithésuar quhet ideal i pérgjithésuar i A-sé.
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Pérkufizim 3.1.12. Kuazi-ideal i pérgjithésuar i njé unaze (4,+,) quhet ¢cdo
nénbashkési Q, € A gé formon néngrup té grupit té mbledhjes (4, +) té késaj unaze e

tille & AQ, N Q,P S Q,.

Prerja e té gjitha idealeve té majta [idealeve té djathta, kuazi-idealeve] té
pérgjithésuara qé pérmbajné njé nénbashkési T té A-sé quhet ideal i majté [ideal i
djathté, kuazi-ideal] i pérgjithésuar i pérftuar nga T-ja, veté T-ja quhet bashkési
pérftuesish té tij. Eshté e qarté se ideali i majté [ideali i djathté, kuazi-ideali] i
pérgjithésuar i pérftuar nga T-ja ekziston sepse veté A-ja éshté ideal i majté [ideal i
djathté, kuazi-ideal] i pérgjithésuar.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se pér nénbashkésin T € A ideali i majté [ideali i
djathté, kuazi-ideali] i pérgjithésuar i pérftuar nga T-ja éshté AT [TP, AT N TP] meqgé
pasqyrimi identik éshté translacion i majté [i djathté] i pranueshém i unazés A. Né
qofté se T pérbéhet vetém nga njé element a € A, atéheré kemi idealin e majté
[idealin e djathté, kuazi-idealin] kryesor té pérgjithésuar té pérftuar nga elementi a té

cilin do ta shénojmé (a),, [(a)rp, (a)qp]. Pra kemi:
(a)lp = Aa, (a)rp = aP, (a)qp = Aa N aP.

Pohim 3.1.13. Ideali i majté [ideali i djathté, kuazi-ideali] i pérgjithésuar kryesor i
pérftuar nga njé element i rregullta i njé unaze A pérputhet me idealin e majté
[idealin e djathté, kuazi-idealin] kryesor té pérftuar nga ky element.

Vértetim. Do ta béjmé vértetimin pér idealin e majté té pérgjithésuar kryesor,
vértetimi béhet né ményré té ngjashme pér idealin e djathté té pérgjithésuar kryesor
dhe pér kuazi-idealin e pérgjithésuar kryesor. Meqé elementi a i unazés A éshté i
rregullt, ekziston njé element x € A i tillé gé a = axa. Pér ¢do translacion té majté té
pranueshém A kemi barazimet:

Aa = Alaxa) = (Aax)a.

Nga kéto barazime rrjedh se Aa S Za + Aa. Né qofté se b € Za + Aa, atéheré
ekzistojné elementet k € Z dhe x € A i tillé qg¢ b = ka+ xa. Po té shénojmé
translacionin e majté té brendshém A ), atéheré kemi:

Ak (@) = ka + xa = b.

Pra, éshté e vérteté edhe pérfshirja Za + Aa < Aa dhe rrjedhimisht kemi barazimin
Aa = Za + Aa. Ky barazim pérkthehet né barazimin e déshiruar (a)lp =(a);.m

Megenése ¢do element idempotent né njé unazé éshté element i rregullt, atéheré kemi
rrjedhimin e méposhtém:

Rrjedhim 3.1.14. Ideali i majté [ideali i djathté, kuazi-ideali] i pérgjithésuar kryesor
I pérftuar nga njé element idempotent a i njé unaze A pérputhet me idealin e majté
[idealin e djathté, kuazi-idealin] kryesor té pérftuar nga ky element.
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§ 2. RELACIONET E PERGJITHESUARA TE GREEN-IT Lp, Rp, Hp, Qp, Dp
NE UNAZA

Paraqgitja gé bémé né paragrafin e paré na mjafton pér té béré pérgjithésimet tona té
relacioneve té Green-it né unaza: Le té jeté A njé unazé dhe a, b dy elemente ¢farédo
té saj. Pércaktojmé né A relacionet £,,, R,,, Hy,, Q,, Si mé poshté:

alyb < (@), = (b)y,
a:pr d (a)rp = (b)rp'
aHyb = (a), = (b)y, dhe (a)y, = (D),

anb = (a)qp = (b)qp'

ku (a)lp, (a)rp, (a)qp, (b)lp, (b)rp, (b)qp jané pérkatésisht idealet e majta té
pérgjithésuara kryesore, idealet e djathta té pérgjithésuara kryesore, kuazi-idealet e
pérgjithésuara kryesore té pérftuara nga elementet a dhe b.

Eshté e garté se relacionet e mésipérme jané relacione ekuivalence. Kéto relacione
ekuivalence do ti quajmé relacione té pérgjithésuara té Green-it né unaza. Klasat e
ekuivalencés sipas kétyre relacioneve té pérgjithésuara té Green-it gé pérmbajné
elementin a té unazés A do ti shénojmé pérkatésisht:

L,(a),R,(a), H,(a) dhe Q,(a).

Pohim 3.2.1. Relacionet e pérgjithésuara té Green-it £,, dhe R, né njé unazé A jané
té tillé qé pér cdo translacion té pranueshém té majté A dhe pér ¢do translacion té
pranueshém té djathté p dhe pér cdo dy elemente a, b té A-sé jané té vérteta
implikimet:

al,b = (ap)L,(bp),
aR,b = (Aa)R,(4b).

Veértetim. Supozojmé se aL,b. Atéheré ekzistojné translacionet e majta té
pranueshme A dhe 2’ té tillé gé

a=Abdhe b = A'a.
Meqé jané té vérteta barazimet:
ap = (4b)p = A(bp),
bp = (Aa)p = A'(ap),
atéheré kemi
(ap)L,(bp).
Implikimi tjetér vértetohet né ményré analoge. m

Pohim 3.2.2. Né ¢do unazé A relacionet e pérgjithésuara té Green-it £,, dhe R,, jané
té pérkémbyeshém, domethéné L, e R, = R, o L,,.
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Veértetim. Mjafton té vértetojmé R, o £, € L, o R,,. Le té jené a dhe b dy elemente
té unazés A té tillé qé aR, o L,b. Kjo do té thoté se ekziston njé element c i A-sé i
tilé gé aL,c dhe cR,b. Nga pérkufizimi i relacioneve té pérgjithésuara té Green-it £,
dhe R, kjo gjé implikon ekzistencén e njé translacioni té majté té pranueshém A dhe
njé translacioni té djathté té pranueshém p té tillé qé a = Ac dhe b = cp.

Le té jeté d = ap. Atéheré kemi:
d =ap = (Ac)p = A(cp) = Ab.
Meqgé aL,c nga pohimi 3.2.1 rrjedh se
(ap)Ly(cp),
domethéné dL,b. Pérséri nga pohimi 3.2.1, megé cR, b, kemi
(AC)R,(Ab),

domethéné aR,d. Késhtu, megé aR,d dhe dL,b kemi aLl, o R,b dhe rrjedhimisht
éshté e vérteté pérfshirja R, o L, € L, o R,. m

Pohimi 3.2.2 tregon se £, o R,, éshté relacion ekuivalence né unazén A. Késhtu, kemi
relacionin e pérgjithésuar té Green-it

D,=LpoR,=RpeoL,

né unaza. Klasén e ekuivalencés mod D,, qé pérmban elementin a té unazés A do ta
shénojmé simbolikisht D, (a).

Pohim 3.2.3. Né ¢do unazé A kemi pérfshirjet
LEL,RER,,H CEH, QCE QD ED,.

Veértetim. Supozojmé se pér elementet a, b té unazés A kemi aLb. Atéheré ekzistojné
translacionet e brendshme té majta A, dhe A, té tillé qé¢ a = A;b dhe b = A,a. Meqé
translacionet e brendshme té majta jané té pranueshme, elementet a, b jané
ekuivalente edhe sipas relacionit té pérgjithésuar té Green-it £, dhe rrjedhimisht
L c L,

Né ményré té ngjashme vértetohen edhe pérfshirjet R € R, dhe Q < Q,,. Pérfshirjet
H cH, dhe D <D, jané rrjedhim i menjéhershém i pérfshirjeve L < L,, dhe
RER, m

Nga pohimi 3.1.13 marrim menjéheré kété pohim:
Pohim 3.2.4. Né qofté se elementet a dhe b té unazés A jané té rregullt, atéheré kemi:
alb & aLpb, aRb aprb, aHb & a}[pb, aQb & anb, aDbh apr.

Lema e méposhtme éshté njé analoge e lemés sé Green-it pér relacionin £ né unaza
[7], prandaj até do ta quajmé lema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar £,,.
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Lema 3.2.5. (Lema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar £,,) Le té jené a, b dy
elemente té unazés A té tillé gé aL,b. Né qofté se 4,4, 1, jané dy translacione té majta
té pranueshme té tilla qé b = A,a dhe a = A, b, atéheré pasqyrimet

@: (a)rp x—>—119)c (b)rp, l/J: (b)rp y_>—/123>/ (a)rp
jané té anasjellé té njéri-tjetrit, ruajné L,-klasat dhe pasqyrojné né ményré bijektive
R,(a) né R, (b).

Veértetim. Le té jeté x njé element ¢farédo i idealit té djathté té pérgjithésuar (a)rp.
Atéheré ekziston translacioni i djathté i pranueshém p, i tillé qé x = ap,. Megé kemi
@(x) = 4x = 4(apy) = (L1a)p, = bp, € (b)y,,,

atéheré pasqyrimi ¢ éshté i mirépércaktuar. Né ményré analoge tregohet se edhe
pasqyrimi v éshté i mirépércaktuar.

Jané té vérteta barazimet:
Wod)(x) = w(ﬁﬂ(x)) =yPpAx) = 1,(41x) = /12((/1161)101) = Ax(bpy) =

= (A2b)p1 = ap; = x,

gé tregojné se Y o ¢ éshté i barabarté me pasqyrimin identik té (a)rp. Né ményré té
ngjashme tregohet se edhe pasqyrimi ¢ o 1) &shté i barabarté me pasqyrimin identik té
(b)y,. Késhtu, pasgyrimet ¢ dhe i jané té anasjellé té njéri-tjetrit dhe rrjedhimisht
jané pasqyrime bijektive.

Le té jeté x njé element i R,-klasés R, (a). Né sajé t&é pohimit 3.2.1 kemi implikimin
x Rpa = (L1x)R, (A1),

g€ tregon se ¢ pasqyron R, (a) né R,(b). Né ményré té ngjashme tregohet se dhe v
pasqyron R, (b) né R, (a). Q& kétej rrjedh se ¢ dhe ¥ pasqyrojné né ményré bijektive
R,(a) dhe R, (b) tek njéra tjetra.

Pér té treguar se pasqyrimi ¢ ruan L,-klasén shénojmé gé né qofté se x € L,(a), dhe
y = ¢(x) = A;x, atéheré A,y = x, prandaj yL,x. Né ményré analoge tregohet se dhe
pasqyrimi i ruan L,-klasén. m

Né ményré té ngjashme vértetohet lema duale e lemés 3.2.5 pér relacionin e
pérgjithésuar té Green-it R,,. Pikérisht kemi:

Lema 3.2.6. (Lema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar R,). Le té jené a, b dy
elemente té njé unaze A té tillé gé a R,b. Né qofté se p,, p, jané dy translacione té
djathta té pranueshme té tilla qé b = ap, dhe a = bp,, atéheré pasqyrimet:

9" (@, s> (B, ¥ (D), = (),

jané té anasjellé té njéri-tjetrit, ruajné R,-klasat dhe pasqgyrojné né ményré bijektive
L,(a) né L,(b).
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Lema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar £, na ndihmon té vértetojmé kété
pohim:

Pohim 3.2.7. Le té jené a, b dy elemente té njé unaze A té tillé qé a £,b. Né qofté se

A1, 1, jané dy translacione té majta té pranueshme té tilla gé¢ b = 1,a dhe a = A, b,
atéheré pasqyrimet:

f:Hp(a) me(b)v g:Hp(b) me(a)

jané té anasjellé té njéri tjetrit. Pér me tepér ¢cdo dy H,-klasa té A-sé gé pérmbahen
né té njéjtén L, -klasé kané té njéjtin kardinal.

Vértetim. Né qofté se x € H,(a), né sajé t& lemés 3.2.5 dhe lemés 3.2.6 jané té
vérteta implikimet:

x € Ly(a) = L,(b) = A1x € Ly,(a) = Ly (b),
x € Ry(a) = R,(b) = A1x € Ry(a) = R,(b),

té cilat na garantojné se pér ¢do element x t& H,(a) elementi A;x i pérket H,(b).
Késhtu, pasqyrimi f éshté pércaktuar né ményré korrekte. N& ményré té ngjashme
tregohet se edhe pasqyrimi g éshté pércaktuar né ményré korrekte.

Le té jeté x njé element cfarédo i H,(a). Atéheré ekziston translacioni i djathté p; i
pranueshém i tillé qé x = ap,. Jané té vérteta barazimet:

ge°oHx) = g(f(x)) = g(41x) = 1,(41x) = /12(/11(ap1)) =

= /12((/1151),01) = A2(bpy) = (A2b)p; = ap; = x,

Q€ tregojné se pasqyrimi g o f éshté i barabarté me pasqyrimin identik t¢ H,(a). Né
ményré té ngjashme tregohet se edhe pasqyrimi f o g éshté i barabarté me pasqyrimin
identik t&¢ H,(b). Késhtu, pasqyrimet f dhe g jané té anasjellé t& njéri tjetrit dhe
rrjedhimisht ato jané pasqyrime bijektive.

Né qofté se dy #,-klasa H, (x) dhe H,(y) pérmbahen né té njéjtén L, -klasé, atéheré
xL,y dhe nga sa pamé mé sipér rrjedh se H,(x) dhe H,(y) jané dy bashkési té
barazfugishme prandaj ato kané té njéjtin kardinal. m

Me ané té lemés sé Green-it pér relacionin e pérgjithésuar R, (lema 3.2.6) pérftojmé
pohimin dual té pohimit 3.2.7 pér relacionin R,,:

Pohim 3.2.8. Le té jené a, b dy elemente té njé unaze A té tillé gé a R,,b. Né qofté se

P1, P2 Jané translacione té djathta té pranueshme té tilla gé b = ap, dhe a = bp,,
atéheré pasqgyrimet:

fl: Hp(a) x_)—m) Hp(b)a 9g1: Hp(b) }]Tm) Hp(a)
jané té anasjellé té njéri tjetrit. Pér mé tepér cdo dy 7,,-klasa té A-sé gé pérmbahen

né té njéjtén R,-klasé kané té njéjtin kardinal.
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Nga pohimet 3.2.7 dhe 3.2.8 kemi rrjedhimin e méposhtém:

Rrjedhim 3.2.9. Le té jené a, b dy elemente té njé unaze A té tillé gé aD,b. Né qofté
se alyc, c Ry,b dhe A;, 1, jané translacione té majta té pranueshme, p,, p, jané
translacione té djathta té pranueshme té tilla gé:

c=Ma, a=Ac,c=bpy, b =cp,,
atéheré pasqgyrimet

fzi Hp(a) m Hp(C), ['PX Hp(C) y—M—zypz) Hp(a)

jané té anasjellé t€ njéri-tjetrit. Pér mé tepér cdo dy 7{,-klasa té unazés A qé
pérfshihen né té njéjtén D, -klasé té A-sé kané té njéjtin kardinal.

Veértetim. Né sajé té lemave té Green-it pér relacionet e pérgjithésuara £, dhe R,
ekzistojné pasgyrimet

f:Hy(a) me(c), g:H,(c) m Hy,(a)
té anasjellé té njéri-tjetrit dhe pasqyrimet:
fi:Hy(c) p—— Hy,(b), g1: H,(b) P Hy,(c)
gjithashtu té anasjellé té njéri-tjetrit.
Shénojmé f, = f; o f dhe g, = g o g,. Eshté e garté se pasqyrimet :
f2:Hy(a) g Hy,(b), g,: H,(b) o Hy,(a)
jané té anasjellé té njéri-tjetrit sepse jané té vérteta barazimet:

faega=(ficfle(geg) =fie(feglegi=fieiduy,y°og1 =
= fi° 01 = ldy,m),

92°fa=(gegle(ficf)=ge(grefi)ef=geidyef=9gc°f =idu,a

Né qofté se dy H,-klasa H,(x;) dhe H,(x,) pérmbahen né té njéjtén D,-klasé
atéheré x;D,x, dhe nga sa pamé mé sipér rrjedh se H,(x;) dhe H,(x,) jané té
barazfugishme prandaj ato kané té njéjtin kardinal. m

Vérejtje 3.2.10. Fakti qé ¢do dy {,-klasa té unazés A gé ndodhen né njé D, -klasé
kané té njéjtin kardinal nuk éshté ndonjé gjé e re ajo dihet nga pohimet 3.2.7 dhe
3.2.8 sepse kéto F{,-klasa pérmbahen né té njéjtén L,-klasé dhe né té njéjtén R,-
klasé, megé L, € D,, dhe R, € D,,. Késhtu kemi edhe njé ményré tjetér (né thelb
pasqyrime té tjera) qé garanton barazfuginé e tyre.

Lemé 3.2.11. Né qofté se pér translacionin e majté [té djathté] té pranueshém A [p] té
unazés A elementet h, Ah [hp] té dyja i pérkasin té njéjtés 7,-klasé H, (h), atéheré

AHp(h) = Hp(h) [Hp(h)p = Hp(h)]a
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ku
AH,(h) = {Ax € A| x € Hy(W)} [Hy(h)p = {xp € A| x € Hy,(W}].

Vértetim. Elementet h dhe Ah jané £L,,-ekuivalenté, prandaj ekziston njé translacion i
majté i pranueshém A, i tillé qg¢ h = A,(41h). Késhtu, né sajé té pohimit 3.2.7
pasqyrimet

f: Hp (h) m Hp(/lh), g: Hp (/Ul) m Hp (h)
jané pasqyrime bijektive dhe rrjedhimisht kemi barazimin
Hy(h) = f (Hy(h)) = AH, (h).
Barazimi tjetér H, (h) = H,(h)p rrjedh njélloj nga pohimi 3.2.8.m

Tani i kemi té gjitha mjetet pér té vértetuar pér relacionin e pérgjithésuar té Green-it
njé teoremé analoge me Teoremén e Green-it pér gjysmégrupet dhe me Teoremén e
Green-it pér unazat, té cilén do ta quajmé Teorema e Green-it pér relacionin e
pérgjithésuar 7£,.

Teoremé 3.2.12. (Teorema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar #£,) Né qofté
se elementet a, b dhe ab t& unazés (4, +,-) i pérkasin té njéjtés 7,-klasé H,(a) té A-
sé, atéheré Hy,(a) éshté njé néngrup i gjysmégrupit t& shumézimit (4,") t& unazés
(A; +')

Vértetim. Translacionin e brendshém té djathté p ), 1 cili si¢ dihet éshté i
pranueshém, e shénojmé thjeshté p.

Meqgé ab = ap, elementet a dhe ap jané H,-ekuivalente, prandaj né sajé té lemés
2.3.11 kemi:

H,(h)b = H,(h)p = H,(h).
Le té jené c dhe d dy elemente ¢farédo té H,(h). Meqé
cb € H,(h)b = H,(h),

elementet b dhe cb i pérkasin té njéjtés H,-klasé H,(h) prandaj njélloj si mé sipér
bindemi se cH,(h) = H,(h). Késhtu, elementi cb i pérket H,(h) dhe rrjedhimisht
bashkésia H,(h) éshté njé néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (4,)) té unazés
(A, +,). Pérséri duke pérdorur lemén 2.3.11 pérftojmé edhe barazimin H,(h)d =
H,(h). Nga barazimet

cH,(h) = H,(h) dhe H,(h)d = H,,(h)

pér cdo dy elemente c, d té H,(h) rrjedh se H,-klasa H,(h) éshté njé néngrup i
gjysmégrupit t& shumézimit (4,-) té unazés (4, +,-). m

Nga Teorema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar marrim menjéheré kéto dy
rrjedhime:
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Rrjedhim 3.2.13. Né qofté se njé H,-klasé e njé unaze (4, +,-) pérmban njé element
a t& tille q¢ a™ = a pér n > 2, atéheré H,(a) €shté néngrup i gjysmégrupit té
shumézimit (4,-) té unazés (4, +,).

Rrjedhim 3.2.14. Cdo H,,-klasé e njé unaze nuk mund té pérmbajé mé shumé se njé
element idempotent.

Edhe pér relacionin e pérgjithésuar té Green-it Q, éshté e vérteté teorema e
méposhtme e cila ngjan me Teoremén e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar 3,
dhe gé ne do ta quajmé Teorema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar Q,,.

Teoremé 3.2.15. (Teorema e Green-it pér relacionin e pérgjithésuar Q,). Né gofté
se elementet a, b dhe ab t& unazés (4, +,") i pérkasin té njéjtés Q,,-klasé Q,(a) té A-
sé, atéheré Q,(a) éshté njé néngrup i gjysmégrupit t& shumézimit (4,") té unazés
(4,+,).

Vértetim. Meqg sic duket qarté Q,(a) € H,(a), elementet a, b dhe ab i pérkasin té
njéjtés F,-klasé Hy,(a) té A-sé. Késhtu, nga Teorema e Green-it pér relacionin e
pérgjithésuar 7, kemi qé H, (a) éshté njé néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (4,-)
té unazés (4, +,-).

Le té jeté x njé element cfarédo i H,(a). Meqé H,(a) éshté néngrup, ekzistojné
elementet vy, v, ¥3, ya 1€ Hy(a) té tilla gé jané té vérteta barazimet:

X =ay; =Y,a,a = XYy3 = YsX,

té cilat tregojné se
()1, = (@), dhe (x);., = (),

Késhtu, éshté e vérteté pérfshirja H,(a) € Q,(a) e cila sé bashku me pérfshirjen e
qarté Q,(a) € H,(a) na japin barazimin Q,(a) = H,(a). Pra, Q,-klasa Q,(a) éshté
njé néngrup i gjysmégrupit té shumézimit (4,) té unazés (4,+,:). m

Pérkufizim 3.2.16. Kuazi-ideal i pérgjithésuar Q,, i njé unaze A quhet minimal né
qofté se ai nuk pérmban kuazi-ideale té pérgjithésuara té miréfillta domethéné té
ndryshém nga 0 dhe A.

Me ané té Teoremés sé Green-it pér relacionin e pérgjithésuar @, mund té vértetojme
thejsht njé teoremé pér kuazi-idealin e pérgjithésuar minimal té njé unaze e cila éshté
analoge me teoremén pér kuazi-idealin e zakonshém té njé unaze gé te [5] éshté
vértetuar gjaté né rrugé direkte, kurse te [7] éshté vértetuar shkurt duke pérdorur
Teoremén e Green-it pér relacionin e zakonshém Q té barazimit té kuazi-idealeve
Kkryesore té njé unaze.

Teoremé 3.2.17. Njé kuazi-ideal i pérgjithésuar Q,, i njé unaze (4, +,-) éshté ose njé
nénunazé me shumézim zero e A-sé ose njé nénunazé me pjesétim e A-sé. Né rastin e
dyté kemi

Qp = ede =eA N Ae,
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ku e éshté njéshi i Q,, dhe rrjedhimisht kuazi-ideali i pérgjithésuar minimal éshté njé
kuazi-ideal minimal i zakonshém i unazés (4, +,).

Veértetim. Supozojmé se Q,, nuk éshté nénunazé me shumézim zero e A-sé. Meggé Q,,
éshté kuazi-ideal i pérgjithésuar minimal, atéheré éshté e garté se Q,,\0 éshté njé Q,-
Klasé. Né kété rast ekzistojné elementet a, b té Q, té tillé gé ab # 0 dhe kemi
barazimet:

(@g, = (b)g, = (ab),,.

Késhtu, elementet a, b, ab jang té tre né té njéjtén Q,,-klasé Q,\0 té A-sé dhe né sajé
té Teoremés sé Green-it pér relacionin e pérgjithésuar Q,, (teorema 3.2.14) Q,\0
éshté njé néngrup i grupit té shumézimit (4,-) té unazés (4, +,-). Prandaj né kété rast
kuazi-ideali i pérgjithésuar minimal Q,, éshté njé nénunazé me pjesétim e unazés
(4,+,).

Né rastin e dyté po té shénojmé me e njéshin e Q,, pér ¢do translacion t& majté té

pranueshém A dhe pér cdo translacion té djathté té pranueshém p jané té vérteta
barazimet:

Ae = A(ee) = (de)e = A ae)e
ep = (ee)p = e(ep) = ep(o,ep)-
Nga kéto barazime kemi:
(e)qp =ePNAe =eP,NAje =eAN Ae = eAe.
Késhtu, (e),, nuk éshté gjé tjetér vegse kuazi-ideal minimal
(e)g =eANAe=ele.m

Né mbyllje té kétij kapitulli po karakterizojmé relacionin e pérgjithésuar té Green-it
D, pa pérdorur elementin e ndérmjetém. Pér kété sé pari japim konceptet e A-

izomorfizmit fortésisht majtas té dy idealeve té majta té pérgjithésuara dhe até té A-
izomorfizmit fortésisht djathtas té dy idealeve té pérgjithésuara té djathta.

Pérkufizim 3.2.18. A-izomorfizém fortésisht majtas té idealit té majté té pérgjithésuar
L, né idealin e majté té pérgjithésuar L, t€ unazés A do té quajmé ¢do pasqyrim
bijektiv ¢: L, — L, té tillé gé:

1) V(a,b) € Lpz,(p(a + b) = p(a) + ¢(b).
2) V(a,A) € L, X A, p(Aa) = Ap(a).

3) Va€ Ly, ¢(a) € aP.

4) va' € L, *(a") € a'P.

Pérkufizim 3.2.19. A-izomorfizém fortésisht djathtas té idealit té djathté té
pérgjithésuar R, né idealin e djathté té pérgjithésuar R, t€é unazés A do té quajmé
¢do pasqyrim bijektiv i: R, — R, té tillé gé:

1) V(a,b) € R,%,P(a+b) =P(a) + p(b).
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2) V(a,p) € R, X P,P(ap) = P(a)p.
3) Va € Ry, y(a) € aA.
4) va' € R,y 1(a') € d'A.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se kur @[] éshté A-izomorfizém fortésisht majtas
[djathtas] i idealit t& majté [té djathté] té pérgjithésuar L,[R,] né idealin e majté [té
djathté] té pérgjithésuar Ly,[R,] té unazés A atéheré ¢~*[y~'] éshté A-izomorfizém
fortésisht majtas [djathtas] i idealit t& majté [té djatht€] té pérgjithésuarL;, [Rp] né
idealin e majté [té djathté] té pérgjithésuar L, [Rp] té unazés A. Késhtu, gé mund té
themi thjesht se dy ideale t& majta [té djathta] t& pérgjithésuara L,L),[R,, Ry| jané A-
izomorfé fortésisht majtas [djathtas] kur ekziston njé A-izomorfizém fortésisht majtas
[djathtas] i njérit tek tjetri.

Teoremé 3.2.20. Elementet a dhe b té unazés A jané D,-ekuivalenté atéheré dhe
vetém atéheré kur (a)lp [(a)rp] dhe (b)lp [brp] jané A-izomorfe fortésisht majtas
[djathtas].

Veértetim. Ne do ta bé&jmé vértetimin pér idealet e majta té pérgjithésuara kryesore
(a),, dhe (b),,. Vértetimi béhet né meényré té ngjashme pér idealet e djathta té

pérgjithésuara kryesore (a),, dhe (b);,. Supozojmé se aD,b, atéheré ekziston njé
elemenet c € A i tillé gé aL,c dhe cR,b. Pra, ekzistojné translacionet e majta té
pranueshme A;, 4, dhe translacionet e djathta té€ pranueshme p;, p, té tillé gé:

¢ =Ma, a=Ac, b =cpy, c = bp,. (D
Né sajé té Lemés sé Green-it pér relacionin e pérgjithésuar £,, pasqyrimet:

#:(@r, = (Drye ¥ (O, = (@,

jané té anasjellé té njéri-tjetrit.

Po ashtu, né sajé té Lemés sé Green-it pér relacionin e pérgjithésuar t& Green-it
Rppasqyrimet:

¢": (C)zp —> (b)zp P (b)lp (C)lp
jané té anasjellé té njéri-tjetrit.
Shénojmé d = ap;. Meqé ' éshté i anasjellé i ¢’ kemi a = dp,.
Nga (1) kemi:

Ad = A (ap,) = (1a)py = cpy = b.

Pra, b = A2;d dhe meqé vy éshté i anasjellé i ¢ éshté i vérteté barazimi d = 1,b.
Késhtu, jané té vérteta barazimet:

d=ap,, a=dp,, b=21d, d =2,b. (2)

Shénojmé:

47



f: @@y, == (b)y,, g: (b)y, — (@),
Pasqyrimet f dhe g jané té pércaktuar korektésisht sepse nga (1) dhe (2) kemi:
Ad = A(A;b) € (b)y,,
Ac = A(41a) € (a)lp.
Tani pér¢do 1 € A jané té vérteta barazimet:
(g °HAa) = g(f(1a)) = g(Ad) = g(A(A;b)) = A(A;¢) = Aa,
(f ° 9)(b) = f(g(ab)) = f(4e) = f(A(A1@)) = A(A,d) = 2b,
gé garantojné se pasqyrimet f dhe g jané bijeksione dhe g = f~1.
Pér mé tepér kemi:
VA €e A f(Aa) = Ad = Af (a),
f(a) =d = ap, € aP,

f~1(b) = g(b) = c = bp, € bP

dhe rrjedhimisht pasqyrimi f éshté njé A-izomorfizém fortésisht majtas i (a), né
(b),, . Pra, idealet e majta t& pérgjithésuara (a), dhe (b), jané A -izomorfé
fortésisht majtas.

Anasjellas, le té jete ¢ njé A-izomorfizém fortésisht majtas i (a),, né (b),,.
Shénojmé ¢(a) = c. Nga pérkufizimi i A-izomorfizmit fortésisht majtas ekzistojné
translacionet e majta té pranueshme A, A, dhe translacionet e djathta té pranueshme
p1, P, tétillé gé:

c =Mb=ap, dhe ¢~1(b) = A,a = bp,.
Qé Kkeétej, né sajé té pérkufizimit 3.2.18 jané té vérteta barazimet:
c=Mbb=¢pa) =1ela) = A,
té cilat tregojné se cL,b.
Nga ana tjetér kemi barazimet:
c=apra=¢ () =@ (A1) = 11071 (b) = A1 (bp,) = (441b)p, = cp,
nga té cilét rrjedh se aR,c. Késhtu, kemi aD,b.m

Né qofté se tek pérkufizimet 3.2.18 [3.2.19] né vend té idealeve té pérgjithésuara té
majta marrim idealet e majta dhe né vend té bashkésisé sé translacioneve té majta [té
djathta] té pranueshmeA[P] marrim bashkésiné e translacioneve té majta [té djathta]
té brendshme A,[P,], atéheré kemi pérkufizimin e A-izomorfizmit fortésisht majtas
[djathtas] t& njé ideali t€¢ majté [té djathté] né njé ideal té majté [té djathté] té njé
unaze.
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VEme re se né rastin e idealeve té zakonshme té majta [té djathta] L, L' [R,R'] té njé
unaze A, A-izomorfizmat fortésisht majtas [djathtas] sé pari jané A-izomorfizma té
zakonshme té L[R] né L' [R']. Késhtu, pér shembull, pérkufizimi i A-izomorfizmit
fortésisht té majté té idealit L né idealin L' mund té jepet thjesht:

A-izomorfizém fortésisht i majté i idealit L né idealin L' quhet ¢cdo A-izomorfizém ¢ i
A-modulit té majté L né A-modulin e majté L’ i tillé gé:

Va € L,p(a) € aPdheVva' € L',p~1(a’) € a'P.

Pikérisht, kjo gjé pérligj né njé faré mase pérdorimin e termit A-izomorfizém edhe né
rastin e idealeve té pérgjithésuara té majta apo té djathta.

Mé tej té njéjtén ményré si vértetimi i teoremés 3.2.20, duke pérdorur translacionet e
djathta té brendshme vértetojmé teoremén e méposhtme e cila te [16] éshté provuar né
ményré direkte:

Teoremé 3.2.21. Elementet a dhe b té unazés A jané D-ekuivalente atéheré dhe vetém
atéheré kur idealet e majta [té djathta] kryesore a; [a,.] dhe b; [b,] jané A-izomorfé
fortésisht majtas [djathtas].

Nga teoremat 3.2.20 dhe 3.2.21 kemi pérkufizime ekuivalente té relacionit té
pérgjithésuar (té zakonshém) D,, (D) né njé unazé pikérisht:

Relacion i pérgjithésuar (i zakonshém) né unazén A quhet relacioni D, (D) i tillé qé
dy elemente ¢farédo a, b t€ A jané D,, (D) ekuivalenté vetém né qofté se idealet e
majta [té djathta] té pérgjithésuara (a),,, (b)y,. (@), (), | (idealet e majta [té

djathta] t& zakonshme, (a);, (b);, [(a),, (b),]) jané A-izomorfe fortésisht majtas
[djathtas].

49



KAPITULLI IV

I-UNAZAT E DOBETA DHE RELACIONET E GREEN-IT NE TO

Né kété kapitull sé pari do té pérgjithésojmé né ményré té natyrshme I'-unazat, té cilat
nga ana e tyre jané njé pérgjithésim i atyre qé tashmé njihen si I'-unazat e Nabusawa-
sé. T'-unazat e dobéta lidhen me T'-gjysmégrupet duke reflektuar lidhjen e unazave té
zakonshme me gjysmégrupet. Kjo gjé lejon gé té vendoset njé urékalim mé e
fugishme ndérmjet tyre dhe I'-gjysmégrupeve. Mé tej futen konceptet e I'-unazés sé
dobét me pjesétim dhe I'-fushat e dobéta si dhe studiohen ato duke pérdorur konceptet
e idealeve, idealeve té njéanshme dhe kuazi-idealeve. Njé nga pikésynimet kryesore té
kétij kapitulli éshté pajisja e I'-unazave té dobéta me relacionet e Green-it gé tashmé
jané futur dhe studiuar né I'-gjysmégrupet dhe shtrihen njé varg rezultatesh pér
relacionet e Green-it né I'-gjysmégrupet dhe né unazat e zakonshme. Ato shérbejné si
mjete efikase pér té zgjidhur né ményré komode disa probleme gé lidhen me I'-unazat
e dobéta dhe qé pa pérdorimin e tyre do té ishte e véshtiré zgjidhja e tyre.

§ 1. T-UNAZAT E DOBETA DHE I-UNAZAT E DOBETA ME PJESETIM.

Duke mbajtur né méndje qé bashkekzistenca e I'-unazave mé té pérgjithéshme me I'-
gjysmégrupet t’i ngjasojé bashkéekzistenc€s sé unazave t&€ zakonshme me
gjysmégrupet e zakonshme qé lejon difuzimin e teorive pérkatése po dobésojmé
pérkufizimin e I'-unazave té dhéné nga Barnes-i duke futur késhtu ato gé ne do ti
quajmé T'-unazat e dobéta (Ne do té déshironim gé kéto gé ne po pérkufizojmé té
quheshin thjesht I'-unaza dhe ato té pérkufizuar nga Barnes té emértoheshin I'-unazat
e Barnesit, kurse ato gé ka futur Nabusawa té titulloheshin I'-unazat e Nabusawa-sé!)

Pérkufizim 4.1.1. I'-unazé e dobét quhet ¢do treshe e radhitur (M, +, (*)), ku M dhe
I' jané dy bashkési jo boshe, + éshté mbledhja né M, () éshté njé I'-shumézim né M
té tillé gé:

1) (M, +) éshté grup abelian.
2) (M, (-)r) éshté I'-gjysmégrup.
3) V(a,b,c,y) € M3 XT, ay(b + c) = ayb + ayc dhe (a + b)yc = ayc + byc.

Sipas kétij pérkufizimi éshté e garté se ¢do I'-unazé e Nabusawa-sé dhe ¢do I'-unazé e
Barnes-it jané I'-unaza té dobéta. Unazat e zakonshme, unazat ternare té Hestenes-it
[29], unazat ternare [30], unazat kubike té cilat jané I'-unaza t& Nabusawa-sé jané
gjithashtu I'-unaza té dobéta dhe kéto té fundit jané I'-gati-unaza [27], [28], té cilat
kané nxitur kété pérkufizim. Por ne do té ndértojmé I'-unaza té dobéta, té cilat nuk
jané T'-unaza dhe rrjedhimisht nuk jané as I'-unaza té Nabusawa-sé. Si fillim kété gjé e
ilustron ky shembull.

Shembull 4.1.2 .Le té jeté M bashkésia e matricave me m X n pérmasa mbi njé fushé
F dhe T njé bashkési joboshe n x m matricash pérséri mbi fushén F. Pércaktojmé né
M njé T'-shumézim (-)r me ané té produktit A - C - B pér ¢do dy matrica A, B nga M-
ja dhe pér ¢cdo matricé C nga I'. Me llogaritje té thjeshta bindemi se treshja e radhitur
(M, +, ()r), ku + éshté mbledhja e zakonshme e matricave nga M-ja, éshté njé I'-
unazé e dobét. Kjo I'-unazé e dobét nuk éshté njé I'-unazé e Barnes-it, rrjedhimisht as
['-unazé e Nabusawa-sé, meqé né pérgjithési marrim si I' njé bashkési joboshe n x m
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matricash me elementé nga fusha F, e cila nuk éshté detyrimisht njé nénunazé e
unazés sé zakonshme té n X m matricave.

Le té jeté M njé I'-unazé e dobét dhe A, B dy nénbashkési jo boshe té M-sé.
Pércaktojmé A + B si bashkési té shumave a + b, ku a € A dhe b € B, té cilén e
quajmé shumé té bashkésive A dhe B. Gjithashtu pércaktojmé:

ATB ={}-,a;y;b; € M| a; € A,b; € B,y; €T,n € N}.
Pér thjeshtési pér ¢cdo a € M dhe ¢do y € T shkruajmé:
Mya = {mya € M | m € M},
ayM = {aym € M | m € M}.

Pérkufizim 4.1.3. Ideal i djathté [i majté] i I'-unazés sé dobét (M, +, (-);) quhet ¢cdo
néngrup R [L] i grupit (M, +) i tillé gé

RTM < R [MTL < L].

Pérkufizim 4.1.4. Ideal i njé I'-unaze té dobét (M, +, (*);) quhet ¢cdo néngrup I i
grupit (M, +) i tillé gé

ITM € M dhe MT'I < I.

Pra, I éshté ideal i I'-unazés sé dobét M vetém atéheré kur ai éshté njéherésh ideal i
majté dhe ideal i djathté i M-sé.

Pérkufizim 4.1.5. Kuazi-ideal i njé I'-unaze té dobét (M, +, (-);) quhet ¢cdo néngrup
Q igrupit (M, +) itillé gé

QTM N MTQ < Q.

Prerja e té gjitha idealeve [idealeve té djathta, idealeve t€ majta, kuazi-idealeve] té I'-
unazés sé dobét M gé pérmbajné elementin a € M éshté ideal [ideal i djathté, ideal i
majté, kuazi-ideal] i M-sé i cili shénohet (a) [(a),, (a);, (a),] dhe quhet ideal [ideal i
djathté, ideal i majté, kuazi-ideal] kryesor i M-sé i pérftuar nga elementi a.

Nuk éshté e véshtiré té bindemi pér vértetésiné e kétyre pohimeve:

Pohim 4.1.6. Pér cdo element m té I'-unazés sé dobét M dhe pér c¢cdo y €T,
bashkésia myM [Mym, myM n Mym] éshté ideal i djathté [ideal i majté, kuazi-ideal]
i M-sé.

Pohim 4.1.7. Pér cdo element a té I'-unazés sé dobét (M, +, (*);) jané té vérteta
barazimet:

(4.1.1) (a); = Za + MTa,

(4.1.2) (a), =Za + al'M,

(4.1.3) (a)q = Za + aI'M N MTaq,

(4.1.4) (a) = Za + +aTM + MTa + MTal'M.
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Pérkufizim 4.1.8. Le té jeté (M, +, (-)) njé I'-unazé e dobét. Pér njé y € I'" elementi
a € M quhet y-i thjeshtueshém majtas [djathtas] né qofté se pér ¢do dy elemente b, ¢
té M-sé kemi:

(ayb = ayc) = b =c.
[(bya = cya) = b = c].

Elementi a € M i cili éshté njéherésh y-i thjeshtueshém majtas dhe y-i thjeshtueshém
djathtas quhet element y-i thjeshtueshém.

Le té jeté (M, +, (-)r) njé I'-unazé e dobét dhe y njé element i fiksuar i I'. Pércaktojmé
né M veprimin o, me ané té barazimit

ac, b=ayb

pér ¢do dy elemente a, b t& M-sé. Eshté e qarté se (M, +,0,) éshté njé unazé, gé e
shénojmé thjesht M,. N& pérgjithési, né qofté se pér njé y € I unaza (M, +,0, ) éshté
unazé me pjesétim, atéheré jo pér c¢do y € I' unaza (M,+,0,) éshté unazé me
pjesétim. Pér kété shérben shembulli i méposhtém:

Shembull 4.1.9. Le té jeté (H,+) grupi i mbledhjes i kuaternioneve dhe I' = H. Eshté
e lehté té tregohet qé, né qofté se (-)r éshté njé I'-shumézim né H i tillé gé pér ¢do dy
elemente a, b té H-sé dhe pér cdo element y € H\{1}, ayb éshté prodhimi i
zakonshém i kuaternioneve a, y, b kurse pér y =1 ayb = 0, atéheré (H,+, (")r)
gshté njé I'-unazé e dobét. Eshté e garté se pér ¢do y € I'\{0,1} unaza H, éshté unazé
me pjesétim, kurse pér y =0 dhe y =1 unazat H, dhe H; nuk jané unaza me
pjesétim.

Pérkufizim 4.1.10. Le té jeté (M, +, (1)) njé I'-unazé e dobét. Elementi y € I', quhet
I'-zero né qofté se pér ¢do dy elemente a, b té M-sé kemi ayb = 0.

Né I'-unazén e dobét (M, +, (-)r) bashkésiné e elementeve té ' qé nuk jané I'-zero do
ta shénojmé I,. Pér I'-unazén e dobét (H,+,(-)r) té shembullit 4.1.9 kemi I, =
I'\{0,1}. Shembulli 4.1.9 tregon se ka I'-unaza té dobéta né té cilat kemi I'-zero dhe
pér mé tepér mund té kemi mé shumé se njé I'-zero.

Né gofté se njé I'-unazé e dobét éshté I'-unazé e Nabusawa-s€, atéheré nga kushti 3) i
pérkufizimit 1.2.1 rrjedh se ajo ka vetém njé I'-zero, pikérisht zeron e grupit abelian.
Barnes e ka ménjanuar kushtin 3) gé plotéson njé I'-unazé e Nabusawa-s€ nga
pérkufizimi 1.2.1 i I'-unazés. Shembulli i méposhtém tregon se né pérgjithési né njé
I'-unazé té dobét mund té kemi mé tepér se njé I'-zero, madje njé pafundési I'-zerosh.

Shembull 4.1.11. Shénojmé:

w={(* %)|acrjoer={° *)|pcen)

Kéto dy bashkési jané pjesé té géndrueshme té bashkésisé sé matricave té rendit dy
me elemente reale dhe formojné grupe abeliane né lidhje me mbledhjet e induktuara
né to. Me llogaritje té thjeshta tregohet gé, né qofté se (-)r éshté I'-shumézim né M i
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tillé gé pér cdo element y € ', AyB éshté prodhimi i zakonshém i matricave A4, y, B,
atéheré (M, +, (-)r) éshté njé I'-unazé e dobét dhe se pér kété I'-unazé té dobét kemi:

I, = r\{(g 2) | c e R}

Késhtu, I'-unaza e dobét M ka njé pafundési I'-zerosh.

Pérkufizim 4.1.12. Njé I'-unazé e dobét (M,+,(-);) quhet I'-unazé e dobét me
pjesétim né qofté se I, # ¢ dhe pér ¢do element y € I}, unaza (M, +,oy) éshté unazé
me pjesétim.

Pér cdo unazé me pjesétim (M, +,"), pér shembull pér unazén me pjesétim té
kuaternioneve, dhe pér ¢do bashkési I' elementesh té M té cilét jané té ndryshém nga
zero mund té pérftojmé njé I'-unazé té dobét me pjesétim. Vértet, pércaktojmé TI'-
shumézimin né M té tillé gé pér ¢do y € I' dhe ¢do dy elemente a, b t¢ M, ayb éshté
prodhimi i elementeve a, y, b té unazés me pjesétim (M, +,"). Eshté e lehté té
tregohet se (M, +, (*)1), ku + éshté mbledhja e unazés me pjesétim (M, +,), éshté I'-
unazé e dobét dhe pér ¢do y € T, (M, +,0,) éshé unazé me pjesétim.

Eshté e garté se I'-unaza e dobét e shembullit 4.1.9, (H, +, (-)r) éshté njé T'-unazé e
dobét me pjesétim.

Gjithashtu I'-unaza e dobét e shembullit 4.1.11, (M, +, ()r) éshté I'-unazé e dobét me

pjesétim sepse pér ¢do y = (8 2

éshté unazé me pjesétim meqgé matrica I, = (

) qé i pérket T, domethéné c # 0, unaza (M, +,oy)

0
0) éshté njésh i késaj unaze kurse

alr alr

— 0

pér matricén A = (Z 8) #+ 0 matrica “;2 € M éshté e anasjellé e matricés A
— 0
ac?

Duke pérdorur pérkufizimin 4.1.10 dhe pohimin 1.1.14 éshté e lehté té vértetohen
kéto dy pohime:

Pohim 4.1.13. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém gé njé I'-unazé e dobét
(M, +, ()r), e cila ka té paktén dy elemente, dhe I}, # ¢ té jeté njé I'-unazé e dobét
me pjesétim éshté

V(m,y) € M* X Ty, myM = M,
ku M* = M\0.

Pohim 4.1.14. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém gé njé I'-unazé e dobét
(M, +,()r), e cila ka té paktén dy elemente, dhe I}, # ¢ té jeté njé I'-unazé e dobét
me pjesétim éshté

v(m,y) € M* X Ty, Mym = M,
ku M* = M\0.

Nga dy pohimet e mésipérme marrim dy pérkufizime ekuivalente té I'-unazés sé
dobét me pjesétim. Pikérisht:
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Njé I'-unazé e dobét (M, +, (-)) quhet I'-unazé e dobét me pjesétim né qofté se ka té
paktén dy elemente, I, # ¢ dhe pér ¢do element m € M* = M\ 0 dhe pér ¢do element
y € I,, myM = M [Mym = M].

Le té jeté (M, (-)r) njé I'-grup, M; njé nénbashkési e M dhe I'; njé nénbashkeési e T.
Shénojmé

M1F1M1 = {a)/b € Mla € Ml,b € Ml’y € Fl}

Né qofté se M I;M; € M;, atéheré né M; mund té pércaktojmé njé I;-shumézim duke
i bashkuar ¢do tresheje té radhitur (aq,y,,b,) elementin a,y,b; té M; té llogaritur
sipas I'-shumézimit né M. Kété I';-shumézim né M; do ta quajmé I;-shumézim té
induktuar né M; nga I'-shumézimi (-) né M sipas I;.

Tani mund té zbulojmé lidhjen e natyrshme té I'-unazave té dobéta me pjesétim dhe
I'-grupeve gé imiton lidhjen ndérmjet unazave té zakonshme me pjesétim dhe grupeve
té zakonshme. Pikérisht, nuk éshté véshtiré té vértetohet pohimi i méposhtém, i cili
tregon njé tjetér kusht té nevojshém dhe té mjaftueshém qé njé I'-unazé e dobét té jeté
['-unazé e dobét me pjesétim dhe qé prej tij rrjedh njé tjetér pérkufizim ekuivalent me
pérkufizimin e I'-unazés sé dobét me pjesétim.

Pohim 4.1.15. Njé I'-unazé e dobét (M, +, (-);) éshté I'-unazé e dobét me pjesétim
atéheré dhe vetém atéheré kur ka té paktén dy elemente, I, # ¢ dhe éshté e tillé gé
M*ILM* € M*, ku M* = M\O, dhe (M*, (")), ku (-, éshté I;-shumézim i induktuar
né M* nga I'-shumézimi né M sipas I}, éshté I;-grup.

VEémé re se né rastin kur njé I'-unazé e dobét éshté I'-unazé, atéheré pérkufizimi
4.1.10 i I'-unazés sé dobét me pjesétim pérputhet me pérkufizimin 1.2.4 té I'-unazés
me pjesétim vetém kur I, = I'\{0}. I'-unazat e shembujeve 4.1.9 dhe 4.1.11 jané I'-
unaza té dobéta me pjesétim por ato nuk jané I'-unaza me pjesétim sepse pér to kemi
I, # I'\{0}. Pra koncepti i I'-unazés sé dobét me pjesétim éshté «mé i gjeré» se
koncepti i T'—unazés me pjesétim. Eshté e garté se kur njé I'-unazé e dobét éshté I'—
unazé e Nabuswa-sgé, atéheré koncepti i '-unazés sé dobét me pjesétim pérputhet me
konceptin e '-unazés me pjesétim.

Pohimi 4.1.15 na ndihmon té gjejmé té gjitha I'-unazat e dobéta té tilla qé pér secilén
prej tyre té€ kemi njé pohim gé ngjason me pohimin 1.2.6. Pikérisht kemi kété pohim:

Pohim 4.1.16. Le té jeté (M, +, ();) njé I'-unazé e dobét gé ka té paktén dy elemente
dhe I, # ¢. Pohimet:

1) Ekziston njé y € Iy e tillé gé (M, +,0,) éshté unazé me pjesétim.
2) Pércdoy € I unaza (M, +,0, ) éshté unazé me pjesétim.

jané ekuivalente atéheré dhe vetém atéheré kur M*Ty,M* € M* ku M* = M\{0}.

Veértetim. Supozojmé se pohimet 1) dhe 2) jané pohime ekuivalente. Né qofté se do
té ekzistonte ndonjé y € I, e tillé gé pér ¢cdo dy elemente a, b t&¢ M* = M\{0} té
kishim ayb & M*, atéheré unaza (M, +,,) nuk do té ishte me pjesétim dhe do t&
kishim késhtu njé kontradiksion. Pra, M* T,M* € M*.
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Anasjellas, supozojmé se M* éshté e tillé g¢ M T,M* € M*. Né qofté se pohimi 1)
éshté i vérteté, atéheré (M*,0,) éshté grup meqé (M, +,,) éshté unazé me pjesétim.
Késhtu (M*, (-)r,) éshté T,-grup. Tani pohimi 4.1.14 implikon gé (M, +, (-)r) éshté
I'-unazé e dobét me pjesétim dhe rrjedhimisht éshté i vérteté pohimi 2).

Né gofté se pohimi 2) éshté i vérteté, atéheré éshté e garté se dhe pohimi 1) éshté i
vérteté. Pra pohimet 1), 2) jané ekuivalente.m

Nga kjo teoremé marrim menjéheré kété rrjedhim:

Rrjedhim 4.1.17. Kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme gé njé I'-unazé e dobét M
té jeté I'-unazé e dobét me pjesétim éshté qé té ekzistojé y € I e tillé qé (M, +,0,) té
jeté unazé me pjesétim dhe M*IL,M* € M*.

§ 2. DISA KARAKTERIZIME TE I'-UNAZAVE TE DOBETA ME PJESETIM
Né kété seksion do té karakterizojmé I'-unazat e dobéta me pjesétim me anén e
idealeve té majta, idealeve té djathta, kuazi-idealeve, kuazi idealeve minimale dhe
idealeve té majta minimale dhe idealeve té djathta minimale.

Teoremé 4.2.1. I'-unaza e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe
vetém atéheré kur:

1) Ka té paktén dy elemente dhe I, # ¢.

2) Nuk pérmban ideale té majta [ideale té djathta] té miréfillta, domethéné ideale
té majta [té djathta] té€ ndryshme nga zero dhe M-ja

3) V(m,y) € M* X Ty, Mym # 0. [V(m,y) € M* X T,, myM # 0]

Veértetim. Ne do ta béjmé vértetimin pér idealet e majta, vértetimi pér idealet e djathta
béhet njélloj. Supozojmé se M éshté njé I'-unazé e dobét me pjesétim. Eshté e garté se
M-ja ka té paktén dy elemente. Le té jeté L ideal i majté jozero i M-sé dhe m njé
element jozero i L-sé. Né sajé té pohimi 4.1.14, pér ¢cdo y € I, dhe ¢cdo m € M* =
M\0, Mym = 0.

Anasjellas, supozojmé se I'-unaza e dobét ka té paktén dy elemente dhe nuk ka ideale
té majta té miréfillta. Meqgé pér ¢cdo y € I, dhe pér ¢cdo m € M* kemi Mym # 0 nga
pohimi 4.1.6 Mym éshté ideal i majté i ndryshém nga zero dhe rrjedhimisht, Mym =
M. Tani nga pohimi 4.1.14 kemi qé M é&shté I'-unazé e dobét me pjesétim.m

Njé I'-unazé e dobét M quhet I'-unazé e dobét pa pjesétues té zeros né qofté se
V(a,y,b) e M XT' X M,(ayb =0) = (a=0o0seb =0o0sey €I,).
Nga teorema marrim menjéheré kété rrjedhim:

Rrjedhim 4.2.2. Njé I'-unazé e dobét éshté I"-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe
vetém atéheré kur ajo ka té paktén dy elemente, nuk ka ideale té miréfillta t€¢ majta [té
djathta] dhe éshté pa pjesétues té zeros.

Teoremé 4.2.3. Njé I'-unazé e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré
dhe vetém atéheré kur

1) Ka té paktén dy elemente dhe Iy # ¢.
2) Nuk ka ideale té miréfillta té djathta dhe ideale té€ miréfillta té majta.
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3) Vy €Ty, MyM # 0.

Vértetim. Supozojmé se M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim. Eshté e garté se M ka
té paktén dy elemente.

Le té jeté L njé ideal i majté i M i ndryshém nga zero dhe m njé element jozero i L.
Nga pohimi 4.1.14 pér ¢do element y € I, kemi:

M = Mym € MTL € L.
Pra, L = M dhe pér ¢do y € Iy dhe pér cdo m € M* kemi MyM =+ O.
Né ményré té ngjashme provohet se M nuk ka as ideale té miréfillta té djathta.

Anasjellas, supozojmé se I'-unaza e dobét M ka té paktén dy elemente, nuk ka ideale
té miréfillta t¢ majta dhe ideale t& miréfillta té djathta dhe pér ¢do element y € I
kemi MyM +# 0. Késhtu, ekziston njé element jozero m i M i tillé g&¢ myM + 0 dhe
rrjedhimisht myM = M. Pra, pér ¢do y € I, ekziston njé e € M e tillé gé¢ mye = m.
Q¢ kétej kemi barazimin myeye = mye té cilin e rishkruajmé my(eye — e) = 0.

Shénojmé
M; ={m; € M | mym, = 0}.

Nuk éshté véshtiré té bindemi se M; éshté njé ideal i djathté i ndryshém nga zero i M.
Késhtu M; = 0 sepse ndryshe do té kishim myM = 0 né kundérshtim me barazimin
myM = M. Tani meqé eye — e = m, éshté njé element i tillé g¢ mym,; = 0 kemi
m,; = 0 dhe rrjedhimisht eye = e. Meqé pér ¢do y # 0, eyM éshté ideal i djathté i
ndryshém nga zero kemi M = eyM. Q& kétej rrjedh se pér ¢do y € [, elementie € M
éshté njésh i majté i unazés (M, +,0, ).

Né ményré té ngjashme, duke pérdorur mungesén e idealeve té miréfillta t€ majta
provohet ekzistenca e njéshit té djathté e, t& unazés (M, +,0,). Tani éshté e garté se
e = e, dhe elementi e éshté njéshi i unazés (M, +,0, ). Pér cdo m # 0 kemi m = mye
dhe rrjedhimisht myM # 0. Megé myM éshté ideal i djathté dhe myM =+ 0, atéheré
myM = M. Q& kétej rrjedh se pér ¢do y = 0 dhe pér ¢do element m € M\{0}
ekziston njé element m' € M i tillé g¢ mym’' = e. Késhtu, per ¢do y € I, unaza
(M, +,0,) éshté unazé me pjesétim dhe rrjedhimisht (M, +, (-)r) éshté T'-unazé e
dobét me pjesétim.m

Konditat e para té dy teoremave 4.2.1 dhe 4.2.3 jané té njéjta, kondita e dyté e
teoremés 4.2.1 plotésohet kur plotésohet kondita e dyté e teoremés 4.2.3 kurse kondita
e treté e teoremés 4.2.3 plotésohet kur plotésohet kondita e treté e teoremés 4.2.1.
Natyrshém lind pyetja e integrimit té kétyre dy teoremave né njé teoremé té vetme
«mé té fugishme» gé plotéson kushtet «mé té dobéta» té tyre. Mé sakté kété po e
formulojmeé si njé problem, té cilin po e Iémé té hapur.

Problem 4.2.4. A éshté i vérteté pohimi: Njé I'-unazé e dobét éshté I'-unazé e dobét
me pjesétim atéheré dhe vetém atéheré kur ka té paktén dy elemente, I, # ¢ nuk ka
ideale té miréfillta té majta [té djathta] dhe pér ¢do y € I, MI'M # 0.
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Teorema e méposhtme jep njé karakterizim tjetér té I'-unazave té dobéta me pjesétim
me ané té kuazi-idealeve.

Teoremé 4.2.5. I'-unaza e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe
vetém atéheré kur ajo ka té paktén dy elemente, I, # ¢ nuk pérmban kuazi-ideale té
miréfillta, domethéné kuazi-ideale té ndryshme nga zero dhe veté M-ja, dhe

V(m,y) € M* X Ty, Mym +# 0.

Vértetim. Supozojmé se M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim. Eshté e garté se M ka
té paktén dy elemente. Le té jeté Q njé kuazi-ideal jozero i M-sé dhe m njé element
jozero i Q-sé dhe y njé element i I,. Né sajé té pohimeve 4.1.13 dhe 4.1.14 kemi:

M = Mym = myM = MymNmyM € MT'Q n QT'M € Q,
prandaj Q = M.

Anasjellas, supozojmé se M-ja ka té paktén dy elemente, nuk pérmban kuazi-ideale té
miréfillta dhe pér cdo m € M* dhe y € Iy kemi Mym # 0. Meqgé ¢do ideal i majté i
M-sé éshté kuazi-ideal, atéheré M-ja nuk ka ideale t€ majta t& miréfillta dhe né sajé té
teoremés 4.2.1 T'-unaza e dobét M é&shté I'-unazé e dobét me pjesétim.m

Né ményré té ngjashme vértetohet njé teoremé analoge e teoremés 4.2.5 e cila né vend
té kushtit Mym =+ 0 ka kushtin myM # 0.

Dy elemente té ndryshém nga zero a, b té I'-unazés sé dobét M quhen pjesétues té
zeros né qofté se pér ¢cdo y € I, ayb = 0.

Nga teorema 4.2.5 marrim menjéheré kété rrjedhim:

Rrjedhim 4.2.6. Njé I'-unazé e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré
dhe vetém atéheré kur ajo ka té paktén dy elemente, I, # 0 nuk ka kuazi-ideale té
miréfillta dhe éshté pa pjesétues té zeros.

Njé ideal i majté [ideal i djathté, kuazi-ideal] L [R, Q] i njé I'-unaze té dobét quhet
minimal né qofté se L [R, Q] nuk pérmban ideale té majta [ideale té djathta, kuazi-
ideale] té ndryshme nga zero dhe nga veté ai.

Teoremé 4.2.7. I'-unaza e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe
vetém atéheré kur ajo ka té paktén dy elemente, I, # ¢ dhe pér ¢cdo y € I, ekziston
njé element y- i thjeshtueshém gé pérmbahet né njé kuazi-ideal minimal té& M.

Veértetim. Supozojmé se I'-unaza e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim. Pra,
sé pari M ka té paktén dy elemente dhe Ty # ¢. Né sajé té teoremés 4.2.5 veté M
éshté njé kuazi-ideal minimal. Pér ¢do y € T, unaza (M, +,,) éshté unazé me
pjesétim dhe elementi njésh i saj e, éshté njé y-element i thjeshtueshém gé pérmbahet
né kuazi-idealin minimal M.

Anasjellas, supozojmé se I'-unaza e dobét M ka té paktén dy elemente I, # ¢ dhe pér
¢cdo y € I,, m éshté njé element y-i thjeshtuehém gé pérmbahet né kuazi-idealin
minimal Q t& M. Meqé Mym n myM éshté kuazi-ideal i M gé pérmbahet né Q dhe ka
elementin mym # 0 té Q, atéheré nga minimaliteti i Q-sé kemi Q = Mym N myM.
Pra ekzistojné elementet e, dhe e,, té tilla gé
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m = e,ym = mye,,
QE Kétej, pér cdo element x € M kemi:
xym = xye,ym dhe myx = mye,yx,
dhe meqé m éshté element y- i thjeshtueshém jané té vérteta barazimet
X = Xxye, = eyx,
g€ tregojné se elementi e, éshté njésh i unazés (M, +,oy).
Njélloj si mé sipér tregohet se
Q = Mymym n mymyM.
Pra, ekzistojné elementet a, b té M té tillé gé
e,ym = mye, = m = aymym = mymyb
dhe meqé m éshté y- i thjeshtueshém kemi
e, = aym =myb € Q.

Tani pér ¢do c € M, ¢ = e, yc = cye, € Q dhe rrjedhimisht Q = M. Késhtu, I'-unaza
e dobét M plotéson kushtet e teoremés 4.2.5 dhe rrjedhimisht éshté I'-unazé e dobét
me pjesétim. m

Pér té dhéné njé karakterizim té I'-unazave té dobéta me pjesétim me ané té idealeve
té majta minimale dhe té idealeve té djathta minimale na duhet té vértetojmé pohimin
e méposhtém, i cili ka edhe vleré si pohim mé vete.

Pohim 4.2.8. Prerja e ¢do ideali minimal té majté L dhe ¢do ideali minimal té djathté
R té njé I'-unaze té dobét M ose éshté zero ose éshté njé kuazi-ideal minimal i M-sé.

Vértetim. Eshté e lehté té provohet se prerja L N R = Q éshté kuazi-ideal i M-sg.
Supozojmé se Q + 0 dhe le té provojmé se ai éshté njé kuazi-ideal minimal i M-sé. Le
té jeté Q; njé kuazi-ideal i ndryshém nga zero i M-sé i cili pérfshihet né Q dhe
rrjedhimisht pérfshihet né L. Késhtu bashkésia MT'Q, éshté ideal i majté i M-sé gé
pérmbahet né L. Meqé L éshté ideal minimal, atéheré MT'Q,; = 0 ose MT'Q, = L. Né
qofté se MI'Q, = 0, atéheré Q, éshté ideal majté i M-sé i ndryshém nga zero dhe
Q; € L. Nga minimaliteti i L kemi Q; = L dhe rrjedhimisht Q; = Q. Né qofté se
MTQ, = L, atéheré né ményré té ngjashme provojmé se Q;I'M = 0 ose Q;'M = R.
Né rastin kur Q;I'M = 0, atéheré Q, éshté ideal i djathté gqé pérmbahet né R dhe nga
minimaliteti i R kemi Q; = R dhe rrjedhimisht Q; = Q. Né rastin kur Q;'M =R
kemi:

Q=LNR=Q'MNMIQ, € Q4

dhe pérséri Q; = Q. Késhtu, Q = L N R éshté kuazi-ideal minimal i I'-unazés sé dobét
M.m

Tani japim kété karakterizim té I'-unazave me pjesétim me ané té idealeve té majta
minimale dhe idealeve té djathta minimale:
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Teoremé 4.2.9. I'-unaza e dobét M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe
vetém atéheré kur ajo ka té paktén dy elemente, I, # ¢ dhe pér ¢do y € I} ekziston
njé element y-i thjeshtueshém m, i tillé qé (my)l dhe (mV)r jané pérkatésisht ideal i
majté kryesor minimal dhe ideal i djathté kryesor minimal.

Vértetim. Supozojmé se I'-unaza e dobét M ka té paktén dy elemente, I, # ¢ dhe pér
¢do y € I ekziston njé element y-i thjeshtueshém m,, i tillé gé ideali i majté kryesor
(my), dhe ideali i djathté kryesor (m,) té pérftuar nga m, jané minimalé. Nga
pohimi 4.2.8 prerja (mY)z N (mV)r = Q éshté kuazi-ideal minimal. Pér ¢do y € T, ky
kuazi-ideal minimal pérmban elementin y-té thjeshtueshém m,,. Késhtu, nga teorema
4.2.7 M éshté I'-unazé e dobét me pjesétim.

Anasjellas, né qofté se M-ja éshté I'-unazé e dobét me pjesétim, atéheré ajo ka té
paktén dy elemente dhe nga teorema 4.2.3 nuk ka ideale té miréfillta t& majta dhe
ideale t& miréfillta té djathta dhe rrjedhimisht pér ¢cdo y € Iy pér njéshin e, té unazés
me pjesétim (M, +,,), i cili éhte y-i thjeshtueshém, (e,) dhe (e,), jané
pérkatésisht ideal i djathté minimal dhe ideal i majté minimal. m

Né lidhje me karakterizimet e I'-unazave té dobéta me pjesétim té dhéna nga teoremat
4.2.7 dhe 4.2.9 ngrehim kété problem té cilin po e 1émé té hapur.

Problem 4.2.10. A mbeten té vérteta teoremat 4.2.7 dhe 4.2.9 né qofté se kérkojmé
vetém ekzistencén e njé elementi y- té thjeshtueshém?

§ 3. T-FUSHAT E DOBETA

Po e fillojmé kété paragraf duke i paré I'-unazat e dobéta nga njé kéndvéshtrim tjetér,
i ngjashém me até té I'-gati-unazave [27], [28] klasés sé té cilave ato i pérkasin, té
cilin do ta shfrytézojmé né paragrafin pasues.

Pér njé I'-unazé té dobét (M, +, (-)r) pér ¢do y € T, formuam unazén e zakonshme
(M, +,o],) té cilin e shénojmeé thjesht M,,. Kété unazé do ta shénojmé edhe (M, +,y).
Me ané té unazés (M, +,y) pér ¢cdo y € I' kemi mundési ta pércaktojmé né njé
ményré tjetér I'-unazén e dobét, t& ndryshém nga pérkufizimi 4.1.1 por gé sigurisht
éshté ekuivalent me té. Mé sakté kemi pérkufizimin e méposhtém té I'-unazés sé
dobét i cili &shté ekuivalent me pérkufizimin 4.1.1.

Pérkufizim 4.3.1. I'-unazé e dobét quhet ¢do treshe e radhitur (M, +, ") ku:

1) (M, +) éshté grup abelian.

2) T éshté njé bashkési jo boshe veprimesh binare né M e tillé qé pér¢cdoy € I
treshja e radhitur (M, +,y) éshté unazé.

3) Pér cdo tre elemente a, b, c té M-sé dhe pér ¢do dy elemente a, § té I" kemi

(aab)Bc = aa(bfc).

Nga ky pérkufizim I'-unazén e dobét M mund ta konsiderojmé si grup abelian me T'-
operatoré. Né kété rrugé ne kemi mundési té gjejmé disa rezultate pér I'-unazat e
dobéta gé lidhen me I'-homomorfizmat.
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Le té jené (M,+,T), (M',+,T) dy I'-unaza té dobéta. Pasqyrimin h: M — M’ do ta
quajmé I'-homomorfizém t€ M né M’ né qofté se pér ¢cdo dy elemente a, b t&¢ M dhe
pér ¢cdo y € T kemi:

h(a + b) = h(a) + h(b),
h(ayb) = h(a)yh(b).

Né qofté se h éshté pasqyrim injektiv (syrjektiv), atéheré h-né do ta quajmé T'-
monomorfizém [I-epiomorfizém]. N& qofté se h éshté pasqyrim bijektiv, atéheré ai
quhet T'-izomorfizém i I'-unazés sé dobét (M, +,T) né I'-unazén e dobét (M',+,T)
dhe kéto dy I'- unaza té dobéta quhen I'-izomorfe.

Né gofté se h éshté I'-homomorfizém i I'-unazés sé dobét M né I'-unazén e dobét M’,
atéheré bashkésia e M-sé

Kerh = {x € M |h(x) = 0},

quhet bérthamé e h-sé. Eshté e lehté té provohet se Kerh éshté njé ideal i I'-unazés sé
dobét M.

Né qofté se [ éshté njé ideal i I'-unazés sé dobét M, atéheré me kontroll té
drejtpérdrejté bindemi se bashkésia

M/l ={x+1€PM)|x €M}

e kobashkésive té grupit abelian I formon pérséri I'-unazé té dobét, né gofté se
veprimet né té i pércaktojmé me ané té barazimeve:

x+D+@@+DH=E+y)+]1,

x+Dyly+1) =xyy+1.

I'-unaza e dobét M /I quhet T'-unazé e dobét faktore e I'-unazés sé dobét M sipas
idealit I té saj. Vértetimi i teoremave t€ méposhtme ka vetém ndryshime té thjeshta
nga vértetimet e teoremave pérkatése pér unazat, por ato jané rrjedhime té
menjéhershme té teoremave pérkatése pér Q-grupet [31] gjé gé pérligj mos vértetimin
e tyre.

Teoremé 4.3.2. Le té jeté I njé ideal i I'-unazés sé dobét M dhe ¢: M —+;M/I
X—X

pasqyrimi kanonik i M-sé né M/I. Atéheré ¢ éshté njé I'-epiomorfizém i I'-unazés sé
dobét M né I'-unazén e dobét faktore M /I me bérthamé I. Pér mé tepér, né qofté se h
éshté njé epiomorfizém i I'-unazés sé dobét M né I'-unazén e dobét M’, atéheré
ekziston vetém njé I'-izomorfizém i M /Kerh né M’ i tillé g¢ h = Y o ¢.

Teoremé 4.3.3. Le té jeté h njé I'-epiomorfizém i I'-unazés sé dobét M né I'-unazén e
dobét M’ me bérthamé I. Atéheré B’ éshté njé ideal i M’ atéheré dhe vetém atéheré
kur h=1(B") = B éshté njé ideal i M gé pérmban I-né. Né kété rast M/B, M’ /B’ dhe
(M/1)/(B/I) jané té gjitha I'-izomorfe.

Teoremé 4.3.4. Le té jené A, B ideale té I'-unazés sé dobét M dhe dhe ¢: M
—— M/B epiomorfizém kanonik i B-sé né M/B. Atéheré A + B = ¢~ *(¢(A)) dhe

x—x+B

I'-unazat e dobéta (A + B)/B, A/(A n B) jané I'-izomorfe.

60



Pérkufizim 4.3.5. Njé I'-unazé e dobét M quhet ndérrimtare né qofté se pér ¢cdo
y € I' dhe pér ¢do dy elemente a, b té M-sé éshté i vérteté barazimi ayb = bya.

Né ményré té natyrshme si pér fushén e zakonshme japim pérkufizimin e I'-fushés sé
dobét:

Pérkufizim 4.3.6. Njé I'-unazé e dobét M quhet I'-fushé e dobét né qofté se dhe vetém
né qofté se ajo éshté ndérrimtare dhe I'-unazé e dobét me pjesétim.

I'-unaza e dobét (M,+, (*)r) e shembullit 4.1.11 éshté I'-fushé e dobét megé me
llogaritje té drejtpérdrejta bindemi se pér ¢cdo dy matrica A, B té M-sé dhe pér ¢do
matricé y € I' kemi se AyB = ByA.

I'-unaza e dobét me pjesétim (H, +, (-)r) e shembullit 4.1.9 nuk éshté I'-fushé e dobét
sepse ajo nuk éshté ndérrimtare.

VEémé re se né rastin kur njé I'-unazé e dobét éshté I'-unazé, atéheré pérkufizimi i
4.3.5 i I'-fushés sé dobét pérputhet me pérkufizimin 1.2.3 té I'-fushés vetém kur
I, =T'/{0}. Késhtu I'-fusha e dobét e shembullit 4.1.11 nuk éshté I'-fushé. Pra
koncepti i I'-fushés sé dobét éshté mé i gjeré se ai i I'-fushés. Eshté e garté se kur njé
['-unazé e dobét éshté I'-unazé e Nabusawa-sé, atéheré koncepti i I'-fushés sé dobét
pérputhet me konceptin e I'-fushés.

Nga pohimet dhe teoremat gé kemi shtjelluar né paragrafét 1 dhe 2 té kétij kapitulli, té
cilat japin pérkufizime ekuivalente me pérkufizimin e I'-unazés sé dobét me pjesétim
dhe karakterizimeve té saj me ané té idealeve té njéanshme dhe kuazi-idealeve,
pérftojmé pérkufizime ekuivalente me pérkufizimin e I-fushés sé dobét si dhe
karakterizime té saj me ané té idealeve, meqé I'-unazat e dobéta qé pérmendém né to
jané ndérrimtare.

Mé poshté po japim vetém njé pérkufizim té I-fushés sé dobét ekuivalent me
pérkufizimin 4.3.6 dhe njé karakterizim té saj, i cili pérftohet nga teorema 4.2.3.

Pérkufizim 4.3.7. I'-unaza e dobét M quhet I'-fushé e dobét né gofté se dhe vetém né
qofté se ajo éshté ndérrimtare, ka té paktén dy elemente, I, # ¢ dhe

v(m,y) € M* X Ty, myM = M,
ku M* = M/{0}.

Teoremé 4.3.8. I'-unaza e dobét M éshté I'-fushé e dobét né qofté se dhe vetém né
qofté se ajo éshté ndérrimtare, ka té paktén dy elemente, I, # ¢, nuk ka ideale té
miréfillta dhe

Vy € Iy, MyM + 0.

Pérkufizim 4.3.9. Ideali I i I'-unazés sé dobét M quhet maksimal né qofté se I + M
dhe pér cdo ideal J t& M-sé kemi:

qc)h)=U=]V]=M).

Pérkufizim 4.3.10. I'-unaza e dobét M quhet unitare né qofté se I, # ¢ dhe pér ¢do
y € I unaza (M, +,°, ) éshté unitare.
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Teoremé 4.3.11. Le té jeté M njé I'-unazé e dobét gé ka té paktén dy elemente, éshté
ndérrimtare, unitare dhe e tillé qé I, # ¢ . Ideali I i M-sé éshté maksimal atéheré dhe
vetém atéheré kur I'-unaza e dobét faktore M /I éshté I'-fushé e dobét.

Veértetim. Le té jeté I ideal maksimal i M-sé. Nuk éshté véshtiré t& bindemi se I'-
unaza e dobét faktore M/I ka té paktén dy elemente dhe é&shté ndérrimtare dhe
unitare.

Pér I'-unazén e dobét faktore M /I, T, # ¢, meqé pér ¢cdo y € I, po té jeté e, njésh i
unazés (M, +,0,) kemi:

(e], + I)y(e], + I) =eyve, =e, €1
Sepse I = M dhe [ éshté zeruae M/I.

Pér té provuar se M /I éshté I'-fushé e dobét marrim njé element ¢farédo jo zero a + I
té M /I, domethéné a ¢ I dhe njé element cfarédo b + 1 t¢ M/I. Me llogaritje té
drejtpérdrejta bindemi se I + Mya éshté njé ideal i M-sé gé pérmban idealin I. Ideali
I + Mya éshté i ndryshém nga I-ja sepse a & I, kurse a € (I + Mya). Késhtu, né sajé
té maksimalitetit t& /-sé kemi I + Mya = I. Pra, ekzistojné elementet m € I dhe
c € M tétille gé b = m + cya. Q& kétej kemi:

b+I=m+D+(c+Dy(a+1)=(c+Dy(a+]).

Nga kéto barazime, né sajé té pérkufizimit 4.3.7, I'-unaza e dobét faktor M /I sipas
idealit I éshté I'-fushé e dobét.

Anasjellas, supozojmé se M /I éshté I'-fushé e dobét dhe J éshté njé ideal i M-sé i tillé
qé I < J. Né qofté se I # J, atéheré ekziston njé element d i J-sé i tillé gé d ¢ I.
Késhtu, elementi d + I i I'-fushés sé dobét M /I éshté i ndryshém nga zero. Nga
pérkufizimi 4.3.7 pér njé element ¢farédo x + I té M /I dhe pér ¢do y € T ekziston njé
elementu +1iM/Iitillé gé

d+Dy(u+1)=x+1.
Qé Kkétej kemi
dyu+1=x+1

dhe rrjedhimisht pér elementin c¢farédo x ekziston elementi m; € I <] i tillé gé
x = dyu + my. Meqé a € ] dhe m; € J, edhe elementi x éshté element i J-sé. Késhtu,
J = M, prandaj ideali I i M-sé éshté maksimal.m

§ 4. RELACIONET E GREEN-IT NE I'-UNAZAT E DOBETA

Si pér té gjitha strukturat algjebrike né té cilat jané pércaktuar idealet e njéanshme dhe
kuazi-idealet pér té futur relacionet e Green-it né kéto struktura, e para ide gé té shkon
né méndje éshté ajo e pércaktimit té tyre me ané té barazimit té idealeve té njéanshme
kryesore apo té kuazi-idealeve kryesore. Késhtu né sajé té barazimeve 4.1.1, 4.1.2 dhe
4.1.3 relacionet e Green-it né njé I'-unazé té dobét pércaktohen nga barazimet e
méposhtme:

alb < Za+ MTl'a = Zb + MTb,
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aRb < Za + al'M = Zb + bI'M,
aQb < Za + al'M n MT'a = Zb + bT'M N MTb.

Por, pércaktimi i relacioneve té Green-it né I'-unazat e dobéta me ané té kétyre
barazimeve, té cilét qysh né dukje ngjajné tepér volumicioze (jané dy bashkési prané e
prané) ndesh né pengesa gé ne nuk kemi mundur ti kapércejmé.

Sé pari, kéto barazime nuk lejojné té provohet gé relacioni i Green-it i barazimit té
idealeve té majta kryesore &shté i pérkémbyeshém me relacionin e Green-it té
barazimit té idealeve té djathta kryesore dhe rrjedhimisht é&shté i pamundur té
pércaktohet relacioni gé éshté i barabarté me kompozimin e tyre. Mé tej nuk mund té
vértetohet Lema e Green-it pér relacionet e barazimit té idealeve té njéanshme. Dhe
¢’éshté mé e réndésishmja duket e pamundur vértetimi i teoremave té tipit t€ Green-it
pér relacionin e barazimit té njékohshém té idealeve té njéanshme dhe té kuazi-
idealeve kryesore, teorema qé kané impakt pér studimin e mikrostrukturave minimale.
Té gjitha kéto na shtyjné té kérkojmé rrugé té tjera qé na mundésojné gjetjen e disa
prej rezultateve mé té pérgjithshme gé lidhen me relacionet e Green-it né struktura té
ndryshme algjebrike.

Ka njé ide té paraqgitur te [11] pér identifikimin e relacioneve té Green-it né I'-
gjysmeégrupe gé marrin pjesé né ndértimin e tyre. Kjo ide jep disa karakterizime né T'-
unazat dhe ajo mund transplantohej menjéheré pér I'-unazat e dobéta. Por, né fund té
fundit né cdo I'-unazé té dobét (M,+, (-)r) ne i kemi relacionet e Green-it né I'-
gjysmeégrupin pérkatés (M, ()r) dhe askush nuk na ndalon t’i studiojmé ato.

Ne do t€ ndjekim njé rrugé té treté, e cila na ka dhéné disa rezultate té cilat do t’i
shtjellojmé né kété paragraf.

Le té jeté (M,+,(-)r) njé I'-unazé e dobét. Pér ¢cdo element té fiksuar y € T' kemi
unazén e zakonshme (M, +,y) ku y shénon kétu shumézimin gé pér ¢do dy elemente
a, b rezultati sipas tij éshté ayb. Né kété unazé ne kemi relacionet e Green-it, té cilat i
kemi shqyrtuar né kapitullin e dyté. Me ndihmén e tyre pércaktojmé relacionet e
Green-it £, R, H dhe Q si mé poshté:

alb < (Vy € I',Za + Mya = Zb + Myb),
aRb < (Vy €T, Za + ayM = Zb + byM),
aHb < (Vy €T,Za + Mya = Zb + Myb A Za + ayM = Zb + byM),
aQb < (Vy €I',Za + ayM N Mya = Zb + byM N Myb).

Eshté e qarté se relacionet £, R, 7 dhe Q jané relacione ekuvalence né M. Klasat e
ekuivalencés sipas tyre, gé pérmbajné elementin a € M i shénojmé pérkatésisht L,

Ra1 Ha’ Qa-

Ideja e thjeshté qé na ka shtyré t’i pércaktojmé relacionet e Green-it sSi mé larté éshté
kjo:

Ashtu si genia e I'-unazés sé dobét (M,+,(-)r) mund té imagjinohet si genie e
njékohshme e té gjitha unazave té zakonshme (M, +,y), y € T, ashtu edhe géniet e
relacioneve té Green-it £, R, H, Q duhet t¢ mendohen si genit e njékohshme té
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relacioneve té zakonshme té Green-it né unazat (M,+,y), y € I'. Dhe vértet po ti
shohim mé nga afér relacionet £, R, H dhe Q né njé I'-unazé té dobét (M, +, (")r)
VEMmE re se:

L= nyerLy, R = nyEl":R]/r H = nyEF}[yaQ = nyEF Qy'

kupéredoy €T L, R, H,, Q, nuk jané gjé tjetér vecse relacionet e zakonshme té
Green-it né unazén e zakonshme (M, +,y) = (M, +,0,) = M,. Klasat e ekuivalecés
gé pérmbajné elementin a € M sipas relacioneve £, R,, H,, Q, do t’i shénojmé
pérkatésisht L,(a), R,(a), H,(a) dhe Q,(a). Le t& jeté (M, +,(-)r) njé I'-unazé e
dobét. Pér thjeshtési pér ¢cdo k € Z, pér ¢cdo element x € M, pér ¢cdo y € T dhe pér ¢do
m € M shénojmé:

(k, m)yx = kx + myx,
xy(k,m) = kx + xym.
Me kéto shénime pér ¢cdo dy elemente a, b t€ M dhe pér ¢do y € T kemi:
alb = (Vy €T,3(k, k', m,m") € Z*> x M?,a = (k, m)yb Ab = (k',m")ya),
aRb < (Vy e T,3A(k,k',m,m’) € Z> x M?,a = by(k,m) Ab = ay(k’,m’)).

Le té jeté a njé element ¢farédo i I'-unazés sé dobét (M,+,(*)r). Pér ¢do y €T
shénojmé (@)} [(a)), (a)}] idealin e majté [idealin e djathté, kuazi-idealin] kryesor té
pérftuar nga elementi a né unazén (M,+,y). Me anén e lemave té Green-it pér
unazén e zakonshme pérftojmé menjéheré lemat e méposhtme gé do té ishin lema té
Green-it pér relacionet £ dhe R né I'-unazén e dobét (M, +, (-)r).

Lema 4.4.1. Le té jené a, b dy elemente té I'-unazés sé dobét (M, +, (*)) té tillé gé
aLlb. Né gofté se a = (k,m)yb dhe b = (k',m")ya, ku k,k’ € Z,

(D) Wy (D) ——— (@)}

Y
oy (@) y—(le,m)yy

x— (k' mr)yx
jané té anasjellé té njéri tjetrit, ruajné L, -klasat dhe pasqyrojné pérkatésisht né
ményré bijektive R, (a) né R, (b) dhe R, (b) né R, (a).

Lema 4.4.2. Le té jené a, b dy elemente t& I'-unazés sé dobét (M, +, (-)) té tillé gé
aRb. Né qofté se pér elementin c¢farédo y € I' kemi a = by(k,m) dhe b =
ay(k',m"), ku k, k' jané numra té ploté, m, m’ elemente t& M-sé, atéheré pasqyrimet:

r, Y Y I, Y Y
@y (a)] m (b)y, Py (b)), p———— (a),
jané té anasjellé té njéri tjetrit, ruajné R, -klasat né kuptimin gé pér ¢do x € (a)!
kemi xR, ¢, (x) dhe pér ¢do y € (b)) kemi yR, P, (y) dhe pasqyrojné né ményré
bijektive pérkatésisht R, (a) né R, (b) dhe R, (b) né R, (a).

Né sajé té pércaktimit té relacioneve H dhe Q né I'-unazat e dobéta dhe teoremave té
Green-it pér unazat pérftojmé menjéheré teoremat e méposhtme g€ mund t’i quanim
dhe ato teorema té Green-it pér relacionet ' dhe Q né I'-unazat e dobéta.
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Teoremé 4.4.3. Le té jeté (M, +, (-)r) njé I'-unazé e dobét. Né qofté se pérnje y € I'
elementet a, b, ayb i pérkasin sé njéjtés H-klasé H, té M-sé, atéheré H, pérfshihet
né néngrupin H, (a) té gjysmégrupit té shumézimit (M, y) té unazés (M, +,y).

Teoremé 4.4.4. Le té jeté (M, +, (*);) njé I'-unazé e dobét. Né qofté se pérnjé y € I’
elementet a, b, ayb i pérkasin sé njéjtés Q-klasé Q, té M-sé, atéheré Q, pérfshihet né
néngrupin Q, (a) té gjysmégrupit t& shumézimit (M, y) té unazés (M, +,y).

Nga teorema 4.4.3 kemi kété rrjedhim:

Rrjedhim 4.4.5. Le té jeté (M, +, (-);-) njé I'-unazé e dobét e tillé gé I, # ¢. Né qofté
se pér ¢do y € I ekzistojné elementet a, b té M-sé té tillé qé a, b, ayb jané né té
njéjtén H-klasé H, atéheré pér ¢cdo y € I; ekziston njé element e, € M i tillé gé

Vx € H,x = e, yx = xye,.

Veértetim. Megé pér ¢do y € I, elementet a, b, ayb i pérkasin té njéjtés H-klasé H,
atéheré nga teorema 4.4.3 pér ¢do y € I, veté H-ja pérfshihet né grupin H,(a) té
gjysmégrupit t& shumézimit (M, y) té unazés (M, +,y). Le té jeté e, njéshi i grupit
H,(a). Atéheré pér ¢cdo x € H meqé x € H,(a) kemi:

X =e,yx = xye,.®
Né ményré analoge nga teorema 4.4.4 marrim kété rrjedhim:

Rrjedhim 4.4.6. Le té jeté (M, +, (-);) njé I'-unazé e dobét e tillé gé I # ¢. Né qofté
se pér cdo y € I ekzistojné elementet a, b té M-sé té tille qé a, b, ayb jané né té
njéjtén Q-klasé Q, atéheré pér cdo y € I; ekziston njé element e, € M i tillé gé

Vx € Q,x = e,yx = xye,.

Pérkufizim 4.4.7. Kuazi-ideal Q i I'-unazés sé dobét (M, +, (-);) quhet minimal né
qofté se ai nuk pérmban kuazi-ideale té miréfillta t&¢ M-sé, domethéné kuazi-ideale té
ndryshme nga zero dhe veté M-ja.

Sqgarojmé né fillim se cfaré do té nénkuptojmé me I'-unazé té dobét (Q,+, ()r) té
formuar nga kuazi-ideali Q i I'-unazés sé dobét (M, +, ()r) dhe ¢’kuptim ka pér té I,.

Kuazi-ideali Q éshté néngrup i grupit t& mbledhjes (M,+) té T'-unazés sé dobét
(M, +, ()r), prandaj né Q kemi njé mbledhje té induktuar, gé e shénojmé me té njéjtin
simbol, +, me mbledhjen e TI'-unazés sé dobét (M,+,(-)r). Po ashtu, pér ¢do dy
elemente a, b té Q-sé dhe pér ¢cdo element y € I' elementi ayb i pérket Q-sé
megenése

ayb € MTQ N QI'M < Q.

Pra, né Q mund té pércaktojmé njé I'-shumézim duke marré elementin ayb si rezultat
té tij pér ¢cdo dy elemente a, b t€ M-sé dhe ¢do element y té I'. Kété I'-shumézim né Q
e shénojmé me té njéjtin simbol té I'-shumézimit té I'-unazés sé dobét (M, +, (-)r) dhe
sé bashku me mbledhjen + né Q pérftojmé treshen e radhitur (Q, +, (*)r). Nuk éshté e
véshtiré té bindemi se (Q, +, (-)r) éshté njé I'-unazé e dobét. Pikérisht, kété I'-unazé té
dobét do ta nénkuptojmé si I'-unazé té dobét té formuar nga kuazi-ideali minimal. Po
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ashtu, vémé né dukje se I, pér kuazi-idealin Q té paré nén kéndvéshtrimin e I'-unazés
sé dobét (Q, +, (-)r) nuk éshté gjé tjetér vecse bashkésia e elementeve y € T té tillé gé
ekzistojné té paktén dy elemente a, b té Q té tillé gé ayb # 0.

Le té jeté Q njé kuazi-ideal minimal i I'-unazés sé dobét (M, +, (-)r). Pér ¢do element
té ndryshém nga zero a € M kemi (a), = Q. Shqyrtojmé klasén e ekuivalencés sipas
relacionit Q né I'-unazén e dobét M gé pérmban elementin a, Q,. Né qofté se x € Q,,
atéheré pér ¢cdo element y té Iy, sigurisht gé ka lidhje me Q-né, kemi:

Za + ayM N Mya = Zx + xyM N Myx.

Nga ky barazim rrjedh se (a), = (x)4, prandaj x € Q. Késhtu Q, € Q dhe pér mé
tepér Q, < Q\{0}. Natyrshém lind pyetja: Kur éshté i vérteté barazimi Q, = Q? Pér
kété, sé pari supozojmé se Q, = Q\{0} dhe shohim se ¢faré ndodh.

Supozojmé se Ty # ¢ pér (Q,+, ()r). Le té jeté y njé element nga I, i '-unazés sé
dobét (Q,+,(-)r) dhe pér té shqyrtojmé unazén e zakonshme (Q,+,y). Megé
Q. = Q\{0} pér ¢cdo x € Q\{0} do té kishim x € Q, dhe rrjedhimisht pér ¢cdo y € T
kemi Q,\{0} = Q < (a)};. Meqé

(a)§ = Za +ayM N Mya € Za + alM n Mla = (a), = Q,

éshté i vérteté barazimi Q = (a)’(;. Tani pér cdo y € I, ekzistojné dy elemente a, b té
tillé gé ayb # 0 dhe rrjedhimisht kemi:

(@4 = (b)} = (ayb)} = Q.

Nga kéto barazime dhe barazimi Q, = Q\{0} rrjedh se Q,(a) éshté grup. Késhtu
unaza (Q, +,y) éshté unazé me pjesétim sepse Q, (a) = Q\{0}. Pra, I'-unaza e dobét
(Q, +, (*)1) éshté I'-unazé e dobét me pjesétim.

Anasjelltas, supozojmé se kuazi-ideali minimal Q éshté I'-unazé e dobét me pjesétim,
domethéné T'-unaza e dobét (Q, +, (1)r) éshté I'-unazé e dobét me pjesétim. Pra, pér
cdo y € Ty kemi gé (Q,+,y) éshté unazé me pjesétim. Kjo do té thoté se kjo unazé
nuk ka kuazi-ideale té miréfillta. Késhtu pér cdo a € Q\{0} kemi (a)}, = Q dhe
rrjedhimisht pér ¢do x € Q\{0} né sajé t& minimalitetit t& Q-sé kemi x € Q, (a). Q&
kétej rrjedh menjéheré se Q, = Q\{0}.

Késhtu kemi vértetuar kété teoremé:

Teoremé 4.4.8. Le té jeté (M,+,(-);) njé I'-unazé e dobét dhe Q njé kuazi-ideal
minimal i saj i tillé qé pér I'-unazén e dobét té formuar prej tij, (Q,+, ();) kemi
Iy # ¢. Kuazi-ideali Q éshté njé I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe vetém
atéheré kur Q\{0} éshté njé Q-klasé e M-sé.

Njé lidhje e kuazi-idealit minimal me relacionin A e ngjashme me até té teoremés sé
mésipérme jepet nga teorema e méposhtme:

Teoremé 4.4.9. Le té jeté (M,+,(-);) njé I'-unazé e dobét dhe Q njé kuazi-ideal
minimal i saj i tillé qé pér I'-unazén e dobét té formuar prej tij, (Q,+, (1)) kemi
I, # ¢. Kuazi-ideali Q éshté njé I'-unazé e dobét me pjesétim atéheré dhe vetém
atéheré kur Q\{0} pérfshihet né njé 7{-klasé t& M-sé.
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Veértetim. Supozojmé se kuazi-ideali Q éshté I'-unazé e dobét me pjesétim domethéné
I'-unaza e dobét (Q, +, (-)r) éshté I'- unazé e dobét me pjesétim. Pér ¢do y € I, unaza
(Q,+,y) éshté unazé me pjesétim dhe rrjedhimisht né sajé té pohimit 1.1.14 nuk ka
ideale té majta dhe ideale té djathta té miréfillta. Pra, pér ¢do element a # 0 té Q-sé
kemi:

Hy(a) = Ly(a) N Ry(a) = Q\{0}.
Nga kéto barazime rrjedh menjéheré se Q\{0} = H,,.

Anasjellas, supozojmé se Q\{0} pérfshihet né njé # -klasé, H,, pér njé element a # 0

té Q-sé. Meqgeé
H, = ﬂ Hy(a)

v€ly

pér cdo y €I, kemi pérfshirjenQ,\{0} € H,(a) dhe Q-ja éshté njé kuazi-ideal
minimal i unazés (Q,+,y). Késhtu pér ¢do y € I, unaza me shumézim jo zero
(Q, +,y) éshté unazé me pjesétim dhe rrjedhimisht I'-unaza e dobét (Q, +, ()r) éshté
I'-unazé e dobét me pjesétim.m
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