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5.1

Densiteti i shpérndarjes sé anuar normale

X



Hyrje

Né kéte tezé doktorature jané shtjelluar disa metoda pér gjenerimin e shpérndarjeve
té reja dhe studimin e vetive té tyre. Punimi pérmban pesé kapituj, katér prej te
ciléeve pérmbajné vetém rezultatet origjinale té autorit.

Né kapitullin e paré kemi pérkufizuar njé shpérndarje té re té tipit té vazhdueshém,
té quajtur shpérndarja e beta-Lindley-it qé béné zgjerimin e shpérndarjes sé Lindley-
it. Do té jepen disa veti matematikore té késaj shpérndarje dhe do té tregohen
momentet dhe funksioni gjenerues. Shprehje té ndryshme me té thjeshta do té tre-
gohen pér densitetin, momentet e funksionit gjenerues dhe momentet pér statistikat
e renditura. Vlerésimi i parametrave pér kété shpérndarje do té béhet me metoda
klasike si éshté ajo e peérgjasisé maksimale dhe me metoda bashkékohore si ajo e
Bayesit. Aplikimin e modelit té ri e kemi ilustruar me dy shembuj me té dhéna reale.
Shpresojmé se kjo shpérndarje e propozuar do té shérbejé si njé model alternativ me
shpérndarjet ekzistuese pér modelimin e té dhénave reale pozitive né shumé fusha té
ndryshme té shkencés.

Né kapitullin e dyté, kemi pérkufizuar shpérndarjen ee quajtur shpérndarja e Ku-
maraswamy té Lindley-it.Do té jepen disa veti matematikore té késaj shpérndarje
dhe do té tregohen momentet dhe funksioni gjenerues. Shprehje té ndryshme me té
thjeshta do té tregohen pér densitetin, momentet e funksionit gjenerues dhe momentet
pér statistikat e renditura. Vlerésimi i parametrave pér kété shpérndarje do té behet
me metoda klasike si éshté ajo e pérgjasisé maksimale dhe me metoda bashkékohore
si ajo e Bayesit. Aplikimin e modelit té ri e kemi ilustruar me dy shembuj me té
dhéna reale.

Né kapitullin e treté, kemi futur njé version té shpérndarjes inverse té Lindley-it
dhe pérgjithésimin e saj té quajtur: shpérndarja e pérgjithésuar inverse e Lindley-

it. Jané paraqitur disa veti statistikore si: momentet, funksioni i kuantiles, entropia,



radhitja stokastike. Tri metoda té vlerésimit: metoda e pérgjasisé maksimale, metoda
e katroréve té vegjél dhe metoda e vlerésimit prodhimit maksimal jané pérdorur
pér vlerésimin e parametrave té panjohur tek kjo shpérndarje. Dy algoritme jané
propozuar pér gjenerimin e mostrave té rastit nga shpérndarja e propozuar dhe kodi
né R éshté dhéné poashtu. Pér meé tepér, simulimet jané pérdorur peér té studiuar
sjelljen e parametrave té vlerésuar. Né vazhdim kemi dhéné disa pérgjithésime té
shpérndarjes sé pérgjithésuar inverse té Lindley-it si GILD né fuqi, beta-GILD dhe
Kumaraswamy-GILD jané sugjeruar pér pérdorim kur shpérndarja e sugjeruar nuk
eshté kompatibile pér té dhénat qé studiohen. Né fund, aplikimi i shpérndarjes sé
propozuar éshté demonstruar me njé bashkési té dhénash reale dhe kemi krahasuar
me shpérndarjes tjera inverse me dy parametra.

Né kapitullin e kateért, kemi paraqgitur modelin e shpérndarjes me tre-parametra tée
quajtur shpérndarja e Weibull-Rayleigh-it. Do ti studiojmé disa nga vetité matem-
atikore té saj. Pér mé tepér do té jepen: Momentet, funksioni gjenerues, Statistika
e renditur. Metoda e pérgjasisé maksimale dhe metoda e katoréve té vegjél do té
merren pér té béré vlerésimin e parametrave kur matrica e informacionit éshté dhéné.
Do té ilustrojmé kété model pérmes aplikimit me té dhéna reale.

Né kapitullin e pesté, kemi dhéné pérkufizimet e shpérndarjes normale té anuar,
pastaj disa modifikime ge jané béré viteve té fundit si dhe disa veti statistikore té
késaj shperndarje. Pastaj jané paraqgitur shpérndarjet e anuara t dhe Dirichle, si dhe

koeficientét e varésisé bishtore té kétyre shpérndarjeve.

Falenderim: Falénderoj udhéheqésin tim shkencor Prof. Dr. Llukan Puka pér

pérkrahjen e tij, sugjerimet dhe inkurajimin gjaté hartimit té keétij disertacioni.
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Kapitulli 1

Shperndarja e beta-Lindley-it:
Vetite dhe aplikimet

1.1 Hyrje

Né shumeé shkenca aplikative si mjekési, inxhinieri dhe financa, dhe shume té tjera,
modelimi dhe analizimi i té dhénave jané me réndési té vecanté. Shumeé shpérndarje
té ndryshme kemi pér t’i modeluar kéto té dhéna. Cilésia e procedurés se pérdorur né
analizat statistikore varet shumé nga shpérndarja qé éshté zgjedhur pér té modeluar
kéto té dhéna. Megjithaté, ka ende mjaft té dhéna reale qé nuk iu pérshtatet ndonjé
shpérndarje klasike apo ndonjé model standard. Andaj lind nevoja pér gjenerimin e

shpérndarjeve té reja.

1.2 Disa metoda pér gjenerimin e shperndarjeve
te reja
Metodat e propozuara pér gjenerimin e shpérndarjeve té vazhdueshme mund té pérmbledhen

si méposhteé:

e Metoda e ekuacioneve diferenciale:
Kjo metodé e gjenerimit té shpérndarjeve njihet edhe si sistemi i Pearson-it gé

gjeneron shpérndarjet e reja ashtu qé pér ¢do densitet f(x) plotésohet ekuacioni



diferencial:
1 df(x) a+zx

= 1.2.1
f(z) dx by + bix + byx? ( )

ku a, by, by and by jané parametra.

e Burr propozoi njé metodé tjetér, po ashtu té bazuar né ekuacione diferenciale.

Sistemi i shpérndarjeve plotéson ekuacionin diferencial:

dF(z) = F(1 — F)g(x)dx (1.2.2)

ku 0 < F' <1 dhe g(x) éshté funksion jonegativ mbi z. Jané dhéné dymbédhjeté

zgjidhje né lidhje me (1.2.2) né formé té funksioneve té shpérndarjes.

e Dunning dhe Hanson propozuan pérgjithésimin e sistemit té Pearson-it duke

marré ekuacionin diferencial né trajtén

dfx(z)  (ap+ a1z + asx? + ...+ apmr™) fx(z)
dr  (bg+ b+ boa? + ... + bya)

(1.2.3)

e Metoda e transformimeve. Johnson propozoi njé sistem pér gjenerimin e shpérndarjeve

duke pérdorur transformimet e normalizimit né trajté té pérgjithshme:

Z:7+ﬁ<§§5) (1.2.4)

Ai propozoi tri funksione transformuese

e 1. Familja lognormale:

Z=7+0m(X -, X >¢

e 2. Familja e shpérndarjeve té kufizuara:

X-¢

Z:7+5m<zirr§

),§§X§§+>\



e 3. Familja e shpérndarjeve té pakufizuara:
Z=7v+dn T+ N +1 ESX <E+ A

e Metoda e kuartileve éshté pérdorur pér shpérndarjen lambda:

Ayl A (1 — gt

/() z=Q(y) (1.2.5)

1.3 Shperndarja e beta-Lindley-it

Né vitin 2002 Eugene e té tjeré [30], propozuan gjenerimin e njé shpérndarje té
pérshtatshme duke iu shtuar dy parametra shtesé. Disa autor botuan punime me kété
lloj metodologjie si Eugene dhe té tjeré [30], Nadarajah dhe Kotz [96], Nadarajah me
Gupta [97] dhe Nadarajah me Kotz [98] propozuan shpérndarjet: beta-normale, beta-
Gumbel, beta-Frecheut dhe beta-eksponenciale, respektivisht. Jones [52] ka béré njé
diskutim té pérgjithésuar té familjes sé shpérndarjes beta té motivuar nga statistikat
e renditura dhe ka treguar veti interesante dhe potenciale pér aplikime statistikore.

Sé fundmi, Barreto-Souza dhe te tjeré [11] kané propozuar shpérndarjen beta-e
pérgjithésuar eksponenciale, Pescim dhe te tjeré [113] beta-e pérgjithésuar gjysmé
normale, Cordeiro dhe te tjeré [19] kané definuar beta-pérgjithésuar Rayleigh me
aplikime ne té dhéna reale, Merovci dhe Sharma kané definuar shpérndarjen beta e
Lindley-it [71].

Neé kéte kapitull do té paragesim njé pérgjithésim té ri té shpérndarjes sé Lindley-
it té quajtur shpérndarja e beta-Lindley-it [71]. Shpérndarja e Lindley-it fillimisht
éshté propozuar nga Lindley ne kuadér té statistikés sé Bayesit.

Pérkufizimi 1.3.1. [105] Variabla e rastit themi se ka shpérndarje té Lindley-it me
parametrin 6 nése densiteti i saj jepet me:

2

0+1

f(z,0) = (1+x)e, 2>060>0. (1.3.1)



Funksioni i shpérndarjes jepet me:

1
F(z)=1- %e—"w, z>0,0>0 (1.3.2)

Ghitany dhe té tjeré [40] kané diskutuar vetité statistikore té shpérndarjes sé Lindley-
it dhe kané treguar se aplikimi i késaj shpérndarje me té dhéna reale éshté me i mire
né krahasim me shpérndarjen eksponenciale.

Ky kapitull éshté organizuar si me poshté: Né paragrafin e dyté jepet njé hyrje
e shpérndarjes sé beta-Lindley-it dhe éshté demonstruar fleksibiliteti i densitetit
pér vlera té ndryshme té parametrave, funksioni i shpérndarjes dhe hazardit. Mo-
mentet dhe statistikat e renditura nga shpérndarja e beta-Lindley-it jané paraqitur
ne paragrafét 3 dhe 4, respektivisht. Né paragrafin 5, metoda e pérgjasisé maksimale
dhe metoda e katroréve té vegjél sé bashku me metodén e Bayesit jané dhéné pér
vlerésimin e parametrave statistikor. Pér té demonstruar aplikimin e shpérndarjes sé
diskutuar, jané marré né shqyrtim dy té dhéna reale né paragrafin 6. Algoritmi pér
simulim éshté paraqitur po ashtu né paragrafin 6. Njé rezyme e kétij kapitulli éshté

dhéné né paragrafin 7.

1.4 Perkufizimi i shpérndarjes beta-Lindley-it

Le té jeté F'(x) funksioni i shpérndarjes pér ndryshoren e rastit X, atéheré funksioni

i shpérndarjes pér familjen e pérgjithésuar nga Eugene dhe té tjeré [30], éshté:

F(x)
_ 1 a—=1/1 _ 1\B-1
C@) = 502 /t (1—1P1dr, 0 <a,f< oo (1.4.1)
0

Densiteti korrespondues né lidhje me G(x) éshté:

1
g(x) = F(2)]* 1 — F(2)]? g(x 1.4.2
() B(&,B)[()] 1= F(2)]" g(x) (1.4.2)
ku g(z) = dG(x)/dx éshté densiteti bazé, ndérsa B(«, ) = FF(&E%) éshté funksioni

beta. Tani do té pérkufizojmé shpérndarjen e beta-Lindley-it(BL) duke zévendésuar

4
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Fig. 1.1: Densiteti i shpérndarjes Beta e Lindley-it pér vlera té ndryshme té parame-
trave.

G(z) té dhéné me (1.4.1) tek funksioni i shpérndarjes (1.3.2). Pra, funksioni i

shpérndarjes BL éshte:

1_0+140z 0z

- 1 0+1 _ B .
G(z) = Ba ) / t Y1 — )P tdt, x> 0. (1.4.3)
0

Pérkufizimi 1.4.1. [71] Themi se ndryshorja e rastit X, ka shpérndarje beta té
Lindley-it nése densiteti i saj jepet me:

g(x) = (1.4.4)

02(0 + 1+ 0x)P~1(1 + z)e 02 [ 0+1+0x _egs]a—l
Bla, B)(0 + 1) h+1

Figura 1.1 ilustron disa forma té ndryshme té densitetit té shpérndarjes BL pér
vlera té ndryshme té parametrave «, 3 dhe 6, respektivisht.
Densiteti (1.4.3) mund té shprehet né termat e funksionit hipergjeometrik (shih,

Cordeiro dhe Nadarajah [20]) né formén e méposhtme:

F(x)~
1— 9+1+9$679x o 04140
( aé—&—; 6) ) 2F1((1,1—6;(1+1;1—T1x@_0$) (145)



Do té japim dy forma mé té thjeshta pér funksionin e shpérndarjes sé BL varur nga
fakti se parametri S > 0 éshté numeér real jo i ploté ose numér i ploté. Sé pari nése

|z| <1 dhe f > 0 éshté numer real jo i ploté, kemi:

Ly — (1) (V')
(1 ; ﬁ—y)y' (1.4.6)

Duke pérdorur shprehjen (1.4.6) né (1.4.3) funksioni i shpérndarjes pér BL kur 5 > 0

éshté numer real jo i plote:

1_8+14ba
+1

) —  (—1) -
Gla) = -0 Zr( ).)j! / w

I'(f) < (—1)7 0+1+0x _, 70+
= ZF .j'[l—ﬁeg}

dhe

. atj
(—1)] [1 B 94-61:9;1:67996] J
2T E= et

Duke pérdorur shprehjen binomiale né (1.4.3), kur 5 > 0 éshté i ploté kemi:

(1.4.7)

04140z 67996] atd

a+j

(1.4.8)

J=0

Lemé 1.4.1. [71] Nése v = § = 1, BL né ekuacionin (1.4.4) reduktohet né shpérndarjen
e Lindley-it me ekuacionin (1.3.1) me parametér 6.

Lemé 1.4.2. [71] Kur f = 1, BL té dhéné me ekuacionin (1.4.4) reduktohet né
shpérndarjen e pérgjithésuar té Lindley-it GLD(«, 8) propozuar nga Nadarajah dhe
té tjeré [99].

Lemé 1.4.3. [71] Limiti i densitetit pér shpérndarjen e beta-Lindley-it kur © — oo
eshte 0 dhe limiti kur x — 0 éshte 0.

Veértetim. Rrjedh drejtépérdrejt duke vepruar me limit tek densiteti i dhéné me
(1.4.4). O

Funksioni i besueshmérisé R(t), qé paraget probabilitetin se njé njési nuk déshton

deri né kohen t, pérkufizohet me R(t) = 1 — F(t). Funksioni i besueshmérisé i



1.2

1.0

H(x, 0.2, 0.1, 0.5)
0.6
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Fig. 1.2: Densiteti i shpérndarjes Beta e Lindley-it pér vlera té ndryshme té parame-
trave.

shpérndarjes beta-Lindley jepet me:

( __0+1+9$6401)a 94+_1 +—91
R(t,0 =1- O+1 F; 1-— 75, 11— b
(7 ,OZ,B) OéB(Oé,ﬁ) 2 1(0[, 6,06+ ) 9+1 €

Karakteristiké tjetér mé interes pér ndryshoren e rastit éshté funksioni i raportit té

f@®
—F(b)

hazardit i pérkufizuar me h(t) = Mund té interpretohet si probabiliteti me
kusht i déshtimit, me kushtin qé ka mbijetuar deri né kohén ¢. Funksioni i raportit

té hazardit pér shpérndarjen beta-Lindley-it jepet me

-1

02(0+1+02)P 1 (14-2)e 0P 1 _ 04146z 0z “
B(a,B)(0+1)# 0+1

(17 9+1+916_9m @

) . . 0+1+6 _
;ggaﬁ) oFy (o, 1= Bia+1;1 — fitire 0

h(t,0,a, B) =
]_ _

Figura 1.2 ilustron disa forma té ndryshme té funksionit té hazardit té shpérndarjes

sé beta-Lindley-it pér vlera té ndryshme té parametrave «, 8 dhe 6, respektivisht.

1.5 Momentet

Teoremé 1.5.1. [71] Momenti i rendit k—té E(X*) té shpérndarjes beta-Lindley-it
pér ndryshoren e rastit X jepet me



a) Nése a > 0,5 > 0 jané numra real jo té ploté:

E(X") = 72((&5;;5)
X (— 1)i+je(ﬁ+j)(9+1)
22 e = IEG— a7 5= 00 + DP i+ vt

x[00(k —i+a+B,0+1)(B+7))
1
(B+7)

T(k—i+a+pB+1, (9+1)(5+J))] (1.5.1)

b) Nése a > 0,5 > 0 jané numra realé té ploté:

a—1B+j-1 . o .
k B+4+j—1 (—1)77eBHa)(0+1)
E(X") Qk; Zo ; ( )( i )(Q+ 1)B+i=i51(3 4 j)o+B+k—i
X [0F(k:—z’+a+ﬁ,(9+1)(ﬁ+j))
+(Bij)F(k—i+a+ﬁ+1,(0+1)(5+j))]. (1.5.2)
Vértetim.

02
B(a, 5)(0+ 1)7

BE(X*) = 7:5’“]“(1’)0[1’ =

0
b 1 a—1
/xk(e + 1+ 02) (1 + 2)e” " [1 - we_%} dx

0+1
0
B 0
B(a, 3)(0 +1)°
[t 04t O+1+t o1
-/(a)k(0+1+t)ﬁ_l(%)e_ﬂt[l—%e‘t} dt

0

a) Nése a > 0, > 0 jané numra realé jo té ploté duke pérdorur (1.4.6) dhe shprehjen
e pérgjithésuar té binomit, kemi:

(o) (=1
Bla, B)6%(0 + 1)73 ; T(a—)

—7)3!

X

[ee] o
9 / R0+ 1 4 1) Pl (B 4 / t* 6+ 1 +t)a+ﬂ—1e—(ﬂ+j>tdt] dt
0 0



Z (1 i
B)IF 2= T(a — 5)(0 + )71

% [Q / th—itatB—1,—(B+i)t gy 4 /tk—z’-l—a-l—ﬂe—(ﬂ-l—j)tdt]
0+1 0+1
7 . ) 1 7 .
tk*l‘FOH’ﬁ*le*(ﬂ‘F])tdt _ : ' / SkferaJrﬂflefsds
/ (6 _i_j)kferoHrﬂ
0+1 (0+1)(B+5)
1
= —— 'k—t1+a+p,0+1 +7J
(6+‘7)k71+a+5 ( B, ( )(B+ 7))
(@) < (1) :
E Xk — i (B+35)(6+1)
XN =3 (@, B) eer (@ — 7)(0 + 1)F+ij1°
- Ia+ pB) . .
-0 +1)
X;F —ra—p U+

X (B +j;c—i+a+ﬁ OL(k —i+a+B,(0+1)(8+7))+

(6+j)r(k—z’+a+6+1,(9+1)(6+j))

p_ a+5)
G

S (—1)"H B+ O+1)
2 Z (o= )@ — D (e + B — i) (0 + 1) =i51(3 + j)othth=i
T (k—i+a+5,(0+1)(8+7))

I'(k

G —ita+B+1,(0+1)(B+]))

b) Nése a > 0,5 > 0 jané numra té ploté duke pérdorur té njéjtén metodologji dhe



shprehjen pér binomin kemi:

1
B(XM) = ——
X0 = 3.5
a—1p+j—1 a—1\/B+7—1 (_1)i+j€(/5+j)(9+1)
jZO ; ( J ) ( i ) (0 + 1)B+i=ijl(B 4 j)otBtk—i

X 6’FE]{;—Z'+04+5,(‘9+1)(5+J'))

+

T = it B 1,0+ D3+ )

O

Teoremé 1.5.2. [71] Le té jeté X ndryshore e rastit qé ka shpérndarje beta-Lindley.
Atéheré momentet e funksionit gjenerues té X, themi Mx(t), jané

o0

Mx(t) Z w

rl
r=0

Vertetim.
My(t) = E (%) = / exp(tz) f(z) dz (1.5.3)
0
[e'e) t2$2 tnxn
B i t"E(X7)
N s rl '

Tani duke zévendésuar (1.5.1) né (1.5.3) dhe (1.5.2) né (1.5.3) fitojmé momentet e
funksionit gjenerues pér shpérndrjen beta-Lindley-it. O

1.6 Statistikat e renditura

Statistika e renditur e rendit té k—té nga njé mostér éshté vlera e vogél e saj e k—te.
Pér shembull nga mostra me véllim n, statistika e renditur e n—té ose statistika e

renditur mé e madhe éshté maksimumi, pra
X(n) = maX{Xl, ce ,Xn} .
Amplituda éshté diferenca né mes maksimumimit dhe minimumit. Pra,

range{Xq,..., Xn} = X — X -

10



Dijmé qé¢ X1y < --- < X, shénon statistiken e renditur té mostrés sé rastit
Xi, ..., X, nga njé popullim me funksion shpérndarjeje Fx(z) dhe me densitet fx(x).
Atéheré densiteti X(;) jepet me

n!

P (®) = Gy = o) (Px(@) ™ (1= P
pér 7 = 1,...,n. Densiteti i j—té i statistikés sé renditur pér shpérndarjen e beta-
Lindley-it jepet me:
Frg (@) = — n! | 02(0 4+ 14 02)°~1(1 + x)e %P2 [ 0+ 1+ 91’6_%} a=1
. (7 —Dl(n—7)! B(a, 5)(0 + 1)8 0+1
z —0z\% i-1
<(1 _aﬁ;; L (o111 7@;1:19%_%))

(1 _ 9+1+9$679x)a 041+ 0n n—j
1- o Fila,1-Bia+ 11— —————¢%
< OéB(Oé,ﬁ) 2 1(0(, ﬂ,Oé—f- s 011 e ) ,

Késhtu qé, densiteti i statistikés sé renditur X, éshte

02(0 + 1+ 0x)P~L(1 + x)e %2 0+1+0x , 701
fX(n)(x):n ( ) ( ﬁ) [ o e 9}
B(a,8)(0+1) 0+1
(1 — ogee o) 0+1400 5\
< OéB(Oé,ﬂ) 2F1(a,1—6,a+171— 9+1 e ) ,

dhe densiteti i statistikés sé renditur Xy éshteé:

02(0 + 1+ 02)°~ (1 + z)e b= 0+1+0z , 701
@) =% e
B(a,p)(0+1) 0+1
(1 _ 9—1—01+993670x)a 0414 0n n—1
_ +1 _ A. 12T b
(]_ O(B(O(,B) QFl(Oé,l ﬁ,Oé—}‘].,l 011 e ) s

1.7 Vleresimi i parametrave
1.7.1 Metoda e péergjasis€é maksimale

Metoda e pérgjasisé maksimale pér vlerésimin e parametrave éshté diskutuar pér

shpérndarjen e beta-Lindley-it si méposhté: Funksioni i pérgjasisé maksimale nga

11



mostra = {x1,Zs, ..., x,} me véllim n qé kané densitet t& dhéné me (1.4.4), éshté:

62 n —68 % a;
[B(a, 30+ 1)5} ¢« -

= 0+ 1+ Ox; .
B—1 1 _—Ox;
Funksioni korrespondues logaritmik i pérgjasisé maksimale éshté:
¢=1InL =n(2log(f) —logl'(a) —log'(B) + log'(av + ) — Blog(f + 1))
—i—Zlog(l—l—xi)—i-(ﬁ—1)10g(«9+1+0xi)—QBZxZ- (17.2)
i=1 i=1 o

- 0+ 1+ 0x
+ (Oé — ]_) ZZOQ <]_ — ?11;69%)
i=1

Duke konsideruar

OlnL Oln L Oln L
50 =0, a7 =0, dhe 20

=0,

kemi

(0+1+0x;)e 0=
n(a+ B) — np(a —1—2111(1— ] ):0,

n(a+ f) —np(B) —nlog(d+ 1) + Zlog(@ + 1+ 0x;) — QZxZ- =0,

i=1 i=1
2m a 14+ “
0 +(F-1 §:9+1+ﬂxQ_B§:%

e ((0+1)(0+1+6x;) —1
+(oz—1)z (0_:(]_)2 (1)£ 0-1—91:10@6_911.) )

=0,
=1

ku ¢ (-) éshté funksioni digama. MLE e (éz, B,é) pér parametrat («, f3,6), respek-
tivisht fitohet duke zgjidhur sistemet e ekuacioneve jolineare. Preferohet mé shumé té
pérdoret algoritmi pér optimizim jolinear si éshté algoritmi kuazi-Newton pér (1.7.1).
Duke aplikuar mostra te médha, MLE e A= (d, B, 9) mund té trajtohet si pérafrim
i shpérndarjes normale tri-pérmasore me mesatare A dhe matricé variance-kovariancé

té barabarté me inversen e matricés sé informacionit , p.sh.

~

V(A = X) = Ny (0,17 ()

12



ku I~1()\) éshté limiti i matricés variancé-kovariancé i A. Elementet e matricés 3 x 3,
I(\) mund té pérafrohen me I;;(\) = —Uxahes 57 € {1,2,3}.
Elementet e matricés sé Hessian-it pér funksionin ¢ té dhéné me ekuacionin (1.7.2)

jané dhéné méposhté ([71)):

332£
[11: —nw(oz—l-ﬂ)—mb()

9% ,
12:@:”@(0“"5)

_3_25_2n:_ e ", (2+ 3+ 0+ 0x;)

Y000 = (0 — 1+ e 00t e 0 e 0mih ;) (04 1)
b= b — i (a+ )~ m(8)
22_352_n a n

826 u 1+ z; u
[on = — )
%= 950 0+1 Ze+1+0x2 le

ol n ng (14 2,)?
Iy=2"= oy ™ 5 1

Fla+1) zn: e 0%y (0 + Ba? +20%0% — 2 — 2+ Ba; + 360%x; + 0xy)
a
: (=0 — 14 e 02 + 02 4 020 1,) (A + 1)°
z": (6_6$i)292$i2 24z +0+0x)°
(0 + 1) (=0 — 1+ e 02 + e~02i 4 e~02if )

Duke pérafruar dy anét, intervalet e besimit 100(1 — )% pér parametrat «, 3 dhe
pér v jané, respektivisht:
Gt 2o\ 17T (N),  BEzap\VIn (),  dhe 04 240\ I5 (N,
ku z, éshté kuartili i rendit « i shpérndarjes normale standarde. Duke pérdorur R

mund té llogarisim matricén e Hesianit dhe inversen e késaj matrice, késhtu gé mund

té llogarisim gabimet standarde dhe intevalet asimptotike.

1.7.2  Vleresimi sipas metodes sé Bayes-it

Metoda e Bayes-it éshté pérdorur pér vlerésimin e parametrave ne modelin e shpérndarjes

beta-Lindley. Meqé nuk kemi informata té méhershme rreth késaj shpérndarje atéheré

13



pér densitetin fillesar(apriori) kemi konsideruar densitetin joinformativ pér analizé té
Bayesit (Pér me shumé rreth densitetit joinformativ, shih [13]). Marrim densitetet

joinformative ([109]) pér 6, a dhe 5 né formén e méposhtme [71]:
m(0) <670 >0
T () o M0 < a < M
w3 (B) oc My ;0 < B < M,y
Nuk ka réndeési zgjedhja e M; dheMs, pra mund té marrim thjesht

T () ox 1

73 (5) o< 1
Késhtu qé, shpérndarja posteriori e 8, o dhe 3 jepet me
6>~ exp (—«96 ilﬂm)
B (a,8) (1 +Z«;)"5

1 ] a—1
(14 0+ 0x)" " (1 - Me—%‘) ] (1.7.3)

T (a,ﬁ,@\g) =K

n

<11

Py 146

ku, K éshté konstanta normalizuese. Nén konditat e gabimit katror té humbur(ang.
square error loss), vlerésuesit e Bayes-it 6, a dhe [ jané mesataret e densiteteve

posteriore margjinale té tyre té definuara si:

Oy — /G/Q/ﬂew <o¢,ﬂ,«9\§) s do df, (1.7.4)
ap = A/e/ﬁaw <a,6,9|:£) dj do do (1.7.5)

Bp = /ﬁ/cv/gﬁw <a,6,9|:£) 0 dov dg (1.7.6)

respektivisht. Nuk éshté e lehté té béhet vlerésimi sipas metodes sé Bayesit duke

dhe

pérdorur ekuacionet (1.7.4), (1.7.5) dhe (1.7.6) keshtu qé kemi nevojé pér perdorimin e
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ndonjé softweri pér llogaritje. Keshtu qé, propozojmé pérdorimin e teknikés MCMC(nga
angl. Monte Carlo Markov Chain) p.sh algoritmin e Gibbs-it dhe Metropolis Hastings-
it (MH), shih [38, 55, 14]. Pér té implementuar algoritmin e Gibs-it, densitetet e plota

posteriore té «, 5 dhe 6 jané dhéné me:

" (o + f3) — L+ 0 40 5\
m <a|ﬁ,«9,f> X~ @ 21;[1 (1 7o ¢ (1.7.7)

" exp (—
o (Bl 0,5) o ot ) AT

1+ 0+ 0xz,) 1 1.7.8
[ (a) (1+6)™ H( ) s
et (095,0)
z:l
T3 <‘9‘a7ﬁuf) X (1 +0
" 1+60+40x; , \“'
< [T 1(@+6+6m;)° (1 e—"%) ] (1.7.9)
P 1+6

Algorimti i simulimit ([71]):

Hapi 1. Japim pikén fillestare, le té themi o(?), 3 dhe #(, atéheré né fazen e i—té
Hapi 2. Duke pérdorur algoritmin MH, gjenerojmé o; ~ m (a\ﬁ(l D gt-1), f)
Hapi 3. Duke pérdorur algoritmin MH, gjenerojmé 3; ~ o <5]ai, AN 35)

Hapi 4. Duke pérdorur algoritmin MH, gjenerojmé 6; ~ 3 <9\ai, Bi, :E)

Hapi 5. Pérsérisim hapat 2 — 4, M (= 20000) heré pér té marré véllimin e mostres
M.

Hapi 6. Marrim vlerésuesit sipas metodés sé Bayes-it pér «, 8 dhe 6 duke pérdorur

formulat

M . M . M
ap = M—IMO > aj, P = M_lMo >, Bjdhe p = m > 6, respek-

j=Mo+1 J=Mo+1 J=Mo+1
tivisht, ku My(~ 5000) éshté perioda e ”djegies-in” pér té gjeneruar zingjirét e

Markovit.
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Hapi 7. Marrim intervalet 100 x (1 — ¢)% HPD pér a, § dhe 6 duke aplikuar
metodologjiné e [16]. Intervalet HPD pér «, § dhe 6 jané (a(j*), O‘(j*+[(1—w)M}))a
(50*),50*“(1,@]\@)) dhe (e(j*),e(j*ﬂ(l,w)m)) respektivisht. Ku j* éshté zgjed-

hur né menyré qé

Al ~ OG = min (QG+—wa) = o)

Bu+ia-way = By = _min (Bura-vm — )

Oesta—wmy =0 = __min_ (O +10-wn) = 0)

Kétu, [z] shénon pjesén e ploté té x.

1.8 Aplikimi

Tani do i marrim dy shembuj me té dhéna reale dhe do i vlerésojme parametrat me
metodén e pérgjasisé maksimale, metodén e katroreve té vegjel si dhe me metodén e
Bayesit.

Té dhénat 1: Té dhénat né tabelén 1 paragesin té dhénat e pacensuzuara qe i
korrespondojné koha e dhimbjeve pér muaj qé kané 128 persona qé vuajné me kancer
té paragitur né librin e Lee dhe Wang ([107]).

Té dhénat 2: Paragesin kohén e mbijetesés sé 72 péllumbave té infektuar me virsuin
tubercle bacilli, té& observuar dhe té paraqitur tek Bjerkedal ([15]). Té dhénat jané
paragitur meposht:

0.1, 0.33, 0.44, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96, 1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07,
1.08, 1.08, 1.08, 1.09, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36,
1.39, 1.44, 1.46, 1.53, 1.59, 1.6, 1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72, 1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97,
2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3, 2.31, 2.4, 2.45, 2.51, 2.53, 2.54, 2.54, 2.78, 2.93, 3.27,
3.42, 3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55

Matrica e variancé kovariancés [ (5\)*1 pér té dhénat 1, duke pérdorur metoden e
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Tabela 1.1: Koha e dhimbjes (né muaj) e pacientéve me kancer

0.08  2.09
3.52 4.98
9.22 13.80
25.82  0.51
2.62 3.82
7.39 10.34
15.96 36.66
1.19  2.75
7.66 11.25
1.40  3.02
8.26 11.98
3.31 4.51
21.73  2.07

3.48
6.97
25.74
2.54
5.32
14.83
1.05
4.26
17.14
4.34
19.13
6.54
3.36

4.87
9.02
0.50
3.70
7.32
34.26
2.69
5.41
79.05
5.71
1.76
8.53
6.93

6.94
13.29
2.46
5.17
10.06
0.90
4.23
7.63
1.35
7.93
3.25
12.03
8.65

8.66
0.40
3.64
7.28
14.77
2.69
5.41
17.12
2.87
11.79
4.50
20.28
12.63

13.11 23.63 0.20

2.26
5.09
9.74
32.15
4.18
7.62
46.12
5.62
18.10
6.25
2.02
22.69

3.57
7.26
14.76
2.64
5.34
10.75
1.26
7.87
1.46
8.37
3.36
5.49

5.06
9.47
26.31
3.88
7.59
16.62
2.83
11.64
4.40
12.02
6.76

2.23
7.09
14.24
0.81
5.32
10.66
43.01
4.33
17.36
2.85
2.02
12.07

Tabela 1.2: Vlerésimet e parametrave, gabimi standard dhe Log-likelihood si dhe

vlerésuesit LSE pér té dhénat 1

Vlerésimet me ML Gabimi Standard LL

LSE vlerésimet

Modeli

Beta Lindley & = 1.340
3 =0.065
6 = 1.861

0.461
0.068
1.769

-412.802

1.803
0.087
1.630
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Tabela 1.3: Kriteret e krahasimit: ¢, AIC dhe CAIC pér té dhénat 1

Modeli -2LL AIC AICC

Lindley. 839.04 841.06  841.091
Beta Eksponenciale 826.378 832.378 832.571
Beta e Lindley-it 825.604 831.604 831.797

pérgjasisé maksimale
0.213 —0.019 0.530

—-0.019 0.004 —0.120
0.530 —0.120 3.131

A

Késhtu varianca e parametrave a, 8 dhe 0 éshté var(a) = 0.213,var(f8) = 0.004 dhe
var(é) = 3.131. Paoshtu , 95% interval besimi pér «, 5 dhe 6 jané [0.435, 2.245], [0, 0.198]
dhe [0, 5.330] respektivisht.

Né menyré gé té krahasojmé dy modelet, konsiderojmé kriteret si —2¢, AIC dhe

CAIC pér té dhénat. Shpérndarja konsiderohet mé adekuate nése ka vlera me té vogla

pér —2¢, AIC dhe CAIC:

2%k (k + 1)
n—k—1"

AIC=2k—-2¢, and AICC = AIC+
ku k éshté numri i parametrave né modelin e shpérndarjes, n véllimi i mostrés dhe
¢ vlera maksimale e funksionit logaritmik té pérgjasisé maksimale té konsideruar né
model.

Statistika test e raportit LR pér té testuar hipotezat Hy : a = b = 1 kundrejt
Hy:a# 1Vb+#1 pér té dhénat 1 éshté w = 13.436 > 5.991 = X%;o.05> pra hedhim
poshté hipotezén fillestare.

Matrica e variancé kovariancé [ (/A\)*1 pér shpérndarjen beta Lindley-it pér té

dhénat 2 éshté
1.013 —-0.734 0.845

—-0.734 0.854 —0.897
0.845 —0.897 0.964
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Fig. 1.3: Densitetet e modeleve pér té dhénat 1.

Tabela 1.4: Vlérsimi i parametrave, gabimi standard dhe funksioni i pérgjasisé mak-
simale pér té dhénat 2

Modeli Vlerésimi me MLL  Gabimi Stan. -LL Vliérsimi PSE
Lindley 6 = 0.868 0.076 106.928 0.855
Beta eksponenciale A\ = 0.736 1.357 94.167  0.741
& = 3.345 1.056 2.966
B =1.708 3.877 1.521
Beta e Lindley-it & = 3.005 1.006 93.971  2.588
B =0.949 0.924 0.943
0 = 1.462 0.981 1.370
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Tabela 1.5: Kriteret e krahasimit: -2¢, AIC dhe CAIC pér modelet bazuar né té
dhénat 2

Model -20 AIC CAIC

Lindley-it 213.857 215.857 215.942
Beta eksponenciale 188.334 194.334 194.646
Beta e Lindley-it 187.942 193.942 194.294

A A

Pra, varianca e a, § dhe 6 éshté var(&) = 1.013,var(f) = 0.854 dhe var(f) = 0.964.
Késhtu qé, 95% intervalet e besimit pér a, 3 dhe € jané [1.033,4.976], [0, 2.76] dhe
[0, 3.384] respektivisht.

Statistika test e raportit LR pér té testuar hipotezat Hy : @ = b = 1 kundrejt
Hy :a # 1Vb # 1 pérté dhénat 1 éshté w = 25.915 > 5.991 = x3,05, pra
hedhim poshté hipotezén fillestare. Tabelat 1.2 dhe 1.4 na tregojné vlerésimet e
parametrave me metodén e pérgjasisé maksimale dhe metodén e katroréve té vegjel
pér té dhénat 1 dhe 2, Tabela 1.3 dhe 1.5 tregojne vlerat e —2log(L), AIC dhe CAIC.
Vlerat né tabelat 1.3 dhe 1.5, na tregojné se shpérndarja e beta Lindley-it éshté me
e fugishme se modelet tjera ge jané marré né konsideraté kétu pér té dhénat 1 dhe 2.
Krahasimi i densiteteve té modeleve té konsideruara dhe histogramit empirik pér te
dhénat jané paraqitur né figurat 1.3 dhe 1.4. Po ashtu vérehet se densiteti i modelit
té shpérndarjes beta té Lindley-it éshté mé i miré se sa modelt tjera té shqyrtuara.
Vlerésimet e parametrave me Bayes dhe intervalet HPD té parametrave o, 8 dhe 6

jané pérmbledhur né tabelén 1.6.

1.8.1 Simulimi i tée dhénave

Né kétée paragraf, do té japim njé algoritém pér té gjeneruar mostra té rastit nga
shpérndarja e beta-Lindley-it pér vlera té ndryshme té parametrave dhe véllimit té

mostrés n. Procesi i simulimit realizohet sipas hapave:

Hapi 1. Japim n, dhe © = (0, «, 3).
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Fig. 1.4: Densitet e modeleve pér té dhénat 2.

Tabela 1.6: Vlerésimet e Bayesit dhe intervali 95% HPD .

Bayes

Té dhénat/ Parameterat Vieresim  Lower Upper

1.198824  0.531175 1.835345
0.136014 0.002155 0.274293
1.283892  0.000737 2.544082
2.933191 1.604314 4.132534
1.004611 0.000559 1.842176
1.458197 0.343411 2.517247
2.581740 0.941880 4.127841
0.501017 0.004933 1.110172
2.886923 0.074607 5.401492

Té dhénat 1

Té dhénat 2

Té dhénat 3

XL WO D@L
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Hapi 2. Japim vlerén fillestare 2° pér pikén startuese.
Hapi 3. Marrim j = 1.
Hapi 4. Gjenerojmé U ~ Uniform (0, 1).

Hapi 5. Vleren e 2% marrim té tillé qé

*x _ .0 Go(z)-U
=T < Jo(x) )

z=x0

Nése | 2% — 2* |< ¢, (shumé i vogél, € > 0 limiti i tolerancés). Atéheré, z* do jeté

mostra e fituar nga F(z).

0 0

Hapi 6. Nése | 2° — a* |> ¢, atéheré, marim 2° = 2* dhe shkojmé te hapi 5.

Hapi 7. Pérsérisim hapat 4-7, pér j = 1,2,...,n dhe marrim x1, zo, ..., ;.

Duke pérdorur algoritmin e mésipérm, gjenerojmé njé mostér me véllim 30 nga beta-
Lindley pér vlerat arbitrare § = 1.5, = 2 dhe § = 1. Té dhénat e simuluara (Té

dhénat 3) jané dhéné
0.7230,0.9211, 1.3350, 2.6770, 0.6035, 2.5947, 3.0801, 1.5572, 1.4727,0.3013,
0.6116,0.5550, 1.6320, 0.9438,1.9079, 1.1693, 1.7259, 4.5494, 0.9360, 1.9373,
2.9493,0.6233,1.5323,0.4515, 0.7262, 0.9476, 0.1333, 0.9405, 2.3910, 0.8615.

Metoda e pérgjasisé maksimale dhe ajo e Bayes-it me intervalet e besimit/kredibile
jané llogaritur pér mostren e simuluar. MLE e (0, «, 3) jané (2.72966, 2.56457, 0.43766)
respektivisht. Intervalet asimptotiké té besimit pér (6, ai, 8) jané (—3.5042 ~ 0, 8.9635),
(—0.6445 ~ 0,5.77373) dhe (—0.865 ~ 0, 1.74044) respektivisht. Vlerésimet e Bayesit

me intervalet e besueshmérisé bazuar né té dhénat e simuluara, tregohen né tabelén

77.

22



«
S
<
S
< |
°© T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25
[
< 4
© 4
~ 4
o 4
T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
B
w
S
=
S
@
S
o
o4
peg
<o |
°© T T T T T
0 1 2 3 4
]

Fig. 1.5: Densitetet posteriore pér té dhénat 1 pér parametrat «, 8 dhe 6.
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Fig. 1.6: Densitetet posteriore pér té dhénat 2 pér parametrat a, 8 dhe 6.
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Kapitulli 2

Shperndarja Kumaraswamy e
Lindley-it: Vetite dhe aplikimet

2.1 Hyrje

Neé vitin 1980 Kumaraswamy publikoi njé shpérndarje té re t€ ngjashme me shpérndarjen
beta, qé mé voné filloi té njihet me emrin shpérndarja e Kumaraswamit. Densiteti i

shpérndarjes s¢ Kumaraswamit jepet me:

fl@)=aba"'[1—29"". (2.1.1)
ndérsa funksioni i shpérndarjes jepet me:
F(z)=1-(1-2%°, (2.1.2)

Shpérndarja e Kumaraswmait nuk ishte studiuar ne meényre sistematike nga viti i
publikimit té saj. Si nxités mjaft i madh pér studimin e késaj shpérndarje kon-
siderohet punimi i Jones-it [52] i publikuar né vitin 2008. Pas kétij viti filluan mjaft
shkencétar té ndryshém té studiojné, té aplikojné dhe té botojné modifikime té késaj
shpérndarje. Né vitin 2011, Cordeiro dhe té tjeré [21], pércaktuan njé metodé pér
gjenerimin e shpérndarjeve té tipit Kumaraswamy-G, ku G éshté njé shpérndarje e
¢farédoshme.

Nése me G shenojmé njé funksion té shpérndarjes, atéheré shpérndarja e re e

quajtur Kumaraswamy-G, e cila éshté propozuar nga Cordeiro né vitin 2011 [21], ka
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funksion té shpérndarjes:

F(z)=1—-[1-G(2)", (2.1.3)

ku a > 0 dhe b > 0 jané dy parametra shtesé.

Densiteti i shpérndarjes sé re ka formén
f(z) = abg(x) Gl) " [1 = G(x)" (2.1.4)

Familja e densiteteve (2.1.4) ka disa veti sikurse klasa e shpérndarjeve beta-G (shih
Eugene me té tjeré, [30]), por ka disa pérparési meqé nuk pérmban ndonjé funksion

special sikurse funksioni beta qé e pérmban shpérndarja beta.

2.2 Gjenerimi i shperndarjes Kumaraswamy-Lindley

Nga ményra e gjenerimit té shpérndarjes Kumaraswamy-G, mund té vérejme se nése
né vend té G marrim funksionin e shpérndarjes sé Lindleyit, fitojmé shpérndarjen

Kumaraswamy Lindley me funksion té shpérndarjes

0+1+60zx _,.\"\"
Flz)=1-<¢1—(1— ————"* 2.2.1
(x) { ( il © )}, 0<a,b<oo ( )

dhe densitet

2

0+ 140z ot
_ —Ox L
f(z) —abg+1(1+x)e (1 irl ¢ )

0+1+0z _,\\""

Figurat 2.1 dhe 2.2 ilustrojné disa forma té mundshme té densitetit dhe funksionit
té shpérndarjes pér shpérndarjen Kw-Lindley.
Lemé 2.2.1. [72] Kur a = b = 1, shpérndarja Kw-L reduktohet né shpérndarjen e
Lindley-it me parameter 6.
2.3 Momentet dhe funksioni gjenerues

Teoremé 2.3.1. [72] Momenti i renditk, E(X*), i shpérndarjes Kw-L jepet me
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Fig. 2.1: Densiteti i shpérndarjes Kumaraswamy-Lindley pér vlera té ndryshme.
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Fig. 2.2: Funksioni i shpérndarjes Kumaraswamy-Lindley pér vlera té ndryshme..
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a) Nése a > 0,5 > 0 numra real jo té ploté:

_ D) < (=1) (B4)(0+1)
P00 Bla i & T @+ 07

- I'(a+5) i
XZZ:;F(OMLB—Z) (7,—1)(_1) (0+1)

X [0T(k—i+a+6,0+1)(6+7))

(6+ )k i+a+3

1 . :
+mf(l¢—z+a+ﬁ+1,(94‘1)(54‘]))}

b) Nése a > 0, > 0 numra real té ploté:

Blo it =\ j )@+ 1y

X [0T(k —i+a+ 6,0+ 1)(8+7))

1 ) )
(B+]_)F(k:—z+oz+ﬁ+1,(0+1)(5+j))]

Vertetim.

_Ook d _ ‘92
‘/”x "= Bl B0 1 1)7

0
by 1 a—1
/xk (0 +1+0x)° 11+ x)e " [1 - we_%} dx

0+ 1
~ Bla ,ﬁ><e+1>
Tt 0+t 0+1+4t o1
-/(a)k(0+1+t)ﬁ_l(%)e_ﬂt[l—%e‘t} dt

0

a) Nése a > 0,5 > 0 jané numra real jo té ploté duke pérdorur (1.4.6) kemi:

I'(a) = (-1
Bla. B)6(0 + 1)7 2 2 T

X
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(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

[ee] o
H/tk (04 1+ )P te=BHitgt 4 /t"‘“(@ +1+ t)O‘*ﬂ—le—(ﬂH)tdt] dt
0 0



F 04) io: 1) ey
B 2= T(a— )0 + 171

§jra+6ijﬁz_nc4yw+1y

1=0
% [0 / h—itatB=1=(B+it g 4 /tk—z‘-l-a-l-ﬂe—(ﬂ-l'j)tdt]
0+1 0-+1
) . 1 )
k—ita+B—-1_—(B+j)t j4 k—ita+p—1_—s
/t e dt = (B 1 j)-trats / s e *ds
+1 O+1)(5+7)
1

-3 +j)k_i+a+ﬁr(k —ita+ 8,0+ 1)(8+)))

Pra,

k (B+5)(0+1)
E(X*) ek Z )6+jj!6 ’

§jra+ﬁijﬂz_ntﬂﬁw+mi

1
X X -
(ﬂ 4 ])kferaJr,B

ler(k —i+a+8,0+1)(B8+7)+

1 , .
(ﬂ+j)r(k—z+a+ﬂ+1,(9+1)(ﬂ+3))

b) Nése aw > 0, > 0 jané numra real té ploté, kemi:
a—1 ;
1 a—1\ (-1) .
E Xk — i (B4+35)(6+1)
= mam S5

(e

1=0

1
X X -
(ﬂ 4 ])kferaJr,B

ler(k —it+a+f,0+1)(8+7)+

1 , .
(ﬂ+j)r(k—z+a+ﬂ+1,(9+1)(ﬂ+3))
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Teoremé 2.3.2. [72]| Le té jeté X ndryshore e rastit qé ka shpérndarje Kw-Lindley,
atéheré funksioni gjenerues Mx(t), éshté

a) Nése a >0, > 0 jané numra real jo té ploté:

[ee)

Mx(t) = Z , B Qk Z = )B+jj!€(ﬂ+j)(0+1)

r=0

1
(B + j)k-itath

XZFa+;+ﬂ)@_1)(_1)i(9+1)i

00k =i+ a+ B, (0 +1)(8+ 7))
1
GRS

b) Nése a > 0,5 > 0 jané numra real té ploté:
[e’e] a—1 .
tr 1 a—1 (—1) ,
My =S L~ I ) N O (25)
x) Z rl B(a, B)0* Z ( j ) 6+ )l

B+ji—1
BHI=1\ g i L
X Z ( ] ) 1) (‘9+1> (6_‘_j)k7i+a+/3

-[«9F(k;—z+a+6,(0+1)(ﬂ+j))
1
(B+7)

F(k—i+a+ﬂ+1,(9+1)(5+j))] (2.3.5)

+

F(k—i+a+5+1,(6+1)(5+]'))} (2.3.6)

Vertetim.

Mx(t) = E (") = /0 h exp(tz) f(z) dx
:/Ooo(l+tx+@+ +tn$n—|—~-~)f(x)da:

2! n!
L HE(XY)
=ZO F. (2.3.7)

Pas zévendésimit (2.3.1) né (2.3.7) dhe (2.3.3) né (2.3.7) fitojmé (2.3.5) dhe (2.3.6),
respektivisht. O

2.4 Analiza e besueshmérisé (ang.Reliability Anal-
ysis)

Funksioni i besueshmeérisé (ang.The reliability function )R(t), pérkufizohet si R(t) =

1 — F(t). Funksioni i besueshmérisé pér shpérndarjen Kw-L éshté:
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Fig. 2.3: Funksioni i besueshmeérisé pér shpérndarjen Kumaraswamy-Lindley .

B 0+1+6t _,\"\’
R(t,@,a,b)—{l (1 1 e )}

Funksioni i Hazardit jepet me:

/()
MO = T pay

Funksioni i Hazardit pér shpérndarjen Kw-Lindley jepet me

ab-2 (1 e 0t (1 — 0Lt —0t a—1
h(t, 0, O[, /8) — 9+1( ) ( 0+1 )

{1 - (1= 55 )")

Figurat 2.3 dhe 2.4 ilustorjné format e ndryshme té funksionit té besueshmeérisé dhe

funksionit té Hazardit pér vlera té ndryshme té parametrave a, b dhe 6, respektivisht.
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A =05 a=15 b=3.1
=11 a=25 b=25
=15 a=3.1 b=21
=21 a=4.1 b=15
@ 7 =25 a=4.2 b=1.1

Fig. 2.4: Funksioni i Hazardit pér shpérndarjen Kumaraswamy-Lindley
2.5 Statistika e renditur per shpérndarjen Kw-Lindley

Statistika e renditur e rendit k e njé mostre éshté vlera mé e vogél e k—té. Pér

mostrén me véllim n, statistika e renditur e rendit n éshté maksimumi, pra
Xy =max{Xy,..., X, }.
Rangu éshté diferenca né mes maksimumit dhe minimumit
range{Xq,..., Xp} = X@mn) — X -

Nése Xq) < --- < X, shénon statistikén e renditur nga mostra Xi,..., X, nga
popullimi me funksion té shpérndarjes Fx(z) dhe densitet fx(x) atéheré densiteti i
X(j) Jepet me

n!
(J =Dl n —j)

fx (@) = !fX(f’C) (Fx(z)) ™ (1= Fx(z))"™ |

pér 7 = 1,...,n. Densiteti i j—té i statistikés sé renditur pér shpérndarjen Kw-

Lindley jepet me:
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Késhtu densiteti i statistikés mé té madhe X, éshté

0° 0+ 140z ot
— 1 —Ox 1 — —0x
fx i (%) nabe - 1( + x)e ( a1 ¢ )

ay b—1
.{1_(1_9+1+93&6_9$) }
0+1
0+1+60x ,\"\"
l—-<91—-—(1-——e""
(- f- () )

dhe densiteti i statistikés sé renditur mé té vogel X () jepet me

n—1

2 O+1+6 ot
(&) = nab )

1 —0r (1
gy tae ( 611
ay b—1
.{1_(1_«9+1+«9x€_9$) }
0+1
0+1+0z _,\"\"
1= (1 - ——"e
({55 )

n—1

32



2.6 Vleresimi parametrave
2.6.1 Metoda e péergjasise maksimale

Funksioni i pérgjasisé maksimale pér densitetin e shpérndarjes Kw-L jepet me

02 \" 0% i 0+1+0z; 5\
L=/ab = 1+mz) (1 - ———te
(a«9+1) ¢ H( +x2)( h+1 )

0+1+40z _, \"\""
Q1— (1 2o 2.6.1
{ ( o+1 ) } (20

Pas logaritmimit kemi:

¢{=InL=nloga+ nlogh+ 2nlog® —nlog(d + 1) —Hin
i=1

& & O+1+0x;
—l—Zlog(l—i—xJ%—(a—l)Zlog (1_«9%—716 0 )
i=1

=1
= 0+1+40z; 5 \"
-1 1 1—(1—-— e tm 2.6.2
e >Zg{ ( L, )} (2:6.2)
Tani,
Oln L Oln L olnL
ga 0 Ty 0 dhe =5 =0,
kemi

N (0 +1+ ;) e 0w
= n(1—
a+izln( 0+1 )

(1_W)“m (1_M>
=0

3

0+1 0+1

— (=1 Z (1 B <1 B (e+1+e$i)f@wi>a>

=1 o+1

n N o0z \ @
n 1n(1—(1—<6+1+9$l)e )):O
b - 6+ 1

7=

33



2n n -
W
i=1

n

e "0z, (24 0+ 0x; + ;)

X - (-1
(=0 —1+e 70 +efm +efm0x;) (0 +1) ( )
P Sy a
n 6—6$i01.i (2 + 0 + 01‘1 + xz) a <_ —0—1+4e 0 z@-é—jle ite 0 19$i) O
X a =
’ —0—14+e=9%i0+e9%i+e %0,

K, = (—6 — 14 e %407 4 o bmig xl) (0+1)

MLE pér parametrat <€L, lA), é) e (a,b,0), fitohet duke i zgjidhur kéto ekuacione
jolineare. Duke aplikuar mostrén e madhe, MLE e ¢ = <€L, lA), é) mund té trajtohet si

shpérndarje normale trivariate A matrica e variancés, kovariances

V(@ — o) = N3 (0,nI ()

ku elementet e matricés 3 x 3, I(¢) mund t& vlerésohen me I;;(¢) = —lpplo—p,

i,j €{1,2,3}.
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Elementet e matricés sé Hesian-it jepen me:

6325 n n n
Iw=—="22+——5+(@-1)-A-(b-1 A, + B; — C; + D,
11 02 2 1) ( ) ( );( )
A=- zn: (_2 + 0% 4 0% =20+ 270" —wy + 4670 + All) e iy,

(0 — 14 e 04 e 0v 4 e 0m0a,)’ (0+1)°

Ay = (362 + 03, + 46°s; + 36%x,” + 2 e 7 2700 oy + e‘hixi) e iy,
‘92$i2 (2 +0+ HZEZ + xi)Q (679@)2 a2
0+ 1)% (=0 — 1+ e 070 + e~07 4 =070 1;)?
0 —14e %04 e 0% 4 e 0mig g\
An= |-
0+1

—60—1 —Ox; —0z; —0z; . a
Ai2:(_1+(— 0 te 0+e +e 9:15))

0+1
i (=2 + P2+ 202+ 022+ 30%; + 0x; + 0Bx; — ;) e %a
—6—1 —0z;q 79171-_’_ —0z;p ; a
G G e B
—0 -1+ 679%‘8 + 679% + efexiexi a
Bu—(-
0+1
Bip=(—0—-1+e"0+e " +e0%f :Ei)il (0 +1)°
Pl (0 02t () 0 Co
(9 + 1)2 (—9 — 1 + 6*9331'6 + 6*9331' + efgxiexi)Q ] CZ.Q
( _0—1_1_693319_}_69561_}_6Hxlexz)a
Can=|-

B =—

0+1

_0_ 1+€_9$i9+6_6$i +6—9$i9xi a
“ ( i ( i+ 1 ) )
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0222 (240 + 0 x; + ;) (e‘”i)2 a?- Dy
C Dig- (—0— 14 e 050 4 e 07 4 e 2,)* (6 + 1)

(( _0—1+€9Ii0+60xi+60xi0xi)a)2
Dy=||-

)

0+1
_9_1_‘_676%9‘1‘679%_}_6*0@91,2' a\ 2
Dip={-1+(-
) ( +( 0+1 ))
o920 n e %0, (240 +0x; + ;)
112:—:_2 5 T i
090a (=0 —1+e 70 + e 0vi + e 00 a;) (0 + 1)

n

+(b—1)

Kia : Kil
° 4 79*14’6_9Ei9+e—9mi+e_gzi9xi an 2
i=1 Kig . <—1 + <_ 0+1 ) ) (9 + 1)
—0 —1+e %0 e 07 4 e 070 xi)a

Kip=2+0+0x;+z;)0x,e 0" (

6+1
_6 —1 + 6_9177;9 + e_giti —+ 6_9177;9:52‘ _9 —1 + e—Hxig + 6_9$i + 6_6$i9x’
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2.7 Vleresimi i parametrave sipas Bayes-it

Pér té kryer vlerésimin e parametrave me metodén e Bayes-it ne duhet té kemi fil-

limisht densitet apriori, atéheré marrim densitetet apriori joinformative si
m (0) 07560 >0
T (@) oc M7 0 < a < M,
w3 (B) oc My ;0 < B < M,y
Nuk ka réndeési zgjedhja e M; dhe M, késhtu gé marrim thjesht

o (o) ox 1

T3 (ﬂ) O(l

Densiteti posteriori i parametrave 6, o dhe 3 jepet me

62" Lexp (—95 i :1:1)
=1
B (a, B) (14 6)"

1 ] a—1
(1+ 6+ 0x;)°" (1 —~ %eexi) ] (2.7.1)

T <a,6,9\§> =K

n

=1

ku, K konstanta e normalizimit. Vlerésimet e Bayes-it pér parametrat 6, a dhe

O — /G/Q/Bew <o¢,ﬂ,«9\9£> s do df, (2.7.2)
ap = /a/e/ﬁom (a,ﬂ,@@) dp df do (2.7.3)

Bp = /,B/Q/eﬁﬁ <a,/3,9|:£) 9 do df (2.7.4)

respektivisht. Nuk éshté e lehté té llogariten ekuacionet (2.7.2), (2.7.3) dhe (2.7.4),

jane

dhe

andaj pér kété arsye pérdoren pérafrimet numerike me metodat Monte Carlo Markov
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Chain (MCMC) ku njéra prej tyre éshté metoda e Gibbs-it dhe algoritmi Metropolis

Hastings. Densitetet posteriori pér parametrat «, 8 dhe 6 jané dhéné me

n n ] a—1
m (a!ﬁ,@,g) x M H (1 — meem) (2.7.5)

I (a) 1+46
(=085 2:) »
" (Oé‘i‘ﬁ)e P ( i=1 ) B—1
o (6\04, 9,{) X~ @ 116" E (146 + 0x;) (2.7.6)

6! exp (—95 i xl)
i=1
(1+06)""

a—1
(140 + 0x;)" ! (1 - meaxi) ] (2.7.7)

T3 <9\a,6,§> x

1+6

2

1
Algoritmi i simulimit jepet si

Hapi 1. Marrim pikén fillestare, themi a(?, 3 dhe (), atéheré né hapin e i—té
Hapi 2. Gjaté pérdorimit té algoritmit té MH, gjenerojmé o; ~ 7 <a\ﬁ(i_1), AR :E)
Hapi 3. Gjaté pérdorimit té algoritmit t& MH, gjenerojmé 3; ~ o <B]04i, 61, f)
Hapi 4. Gjaté pérdorimit té algoritmit té€ MH, gjenerojmeé 6; ~ 3 <9]al-, Bi, f)

Hapi 5. Pérsérisim hapat 2 — 4, M (= 20000) heré pér té fituar mostrén me véllim
M .

Hapi 6. Vlerésimet e Bayes-it pér parametrat «, 5 dhe 6 i marrim duke shfrytézuar

formulat

M M M
~ - 1 5 1 ' A 1 '
OB = Wi >, ;B = T >, pj dhe g = Y >~ 0, respek-
Jj=Mo+1 Jj=Mo+1 J=Mo+1

tivisht, ku My (= 5000) .

Hapi 7. Marrim 100 x (1 — ¢)% HPD intervalet pér parametrat a, 5 dhe 6 né bazé
t8: (g, agsia—w)s (Bo), Bge+ia-wm) and (0Ge), 0++ia-v)) respek-

tivisht. Ku, j* éshté zgjedhur si:

A +[(1-y)M]) — Q(j*) = 1<j<MW—L%(7}—w)M} (QG+ta-v)a) — @)
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Tabela 2.1: Koha e stagnimit té virusit tek pacientét

0.08 209 348 487 6.94 866 13.11 23.63 0.20 223
3.52 498 697 9.02 1329 040 226 3.57 506 7.09
922 13.80 2574 050 246 3.64 5.09 7.26 947 14.24
25.82 051 254 370 517 728 974 1476 26.31 0.1
262 382 532 732 10.06 14.77 32.15 2.64 388 5.32
739 1034 1483 3426 090 269 418 534 7.59 10.66
15.96 36.66 1.05 2.69 423 541 7.62 10.75 16.62 43.01
1.19 275 426 541 7.63 1712 46.12 126 2.83 4.33
7.66 11.25 17.14 79.05 135 287 5.62 7.87 11.64 17.36
1.40 3.02 434 571 793 11.79 1810 146 440 5.85
826 11.98 19.13 1.76 3.25 450 6.25 837 12.02 2.02
331 451 6.54 853 1203 20.28 2.02 336 6.76 12.07
21.73 207 336 693 865 12.63 22.69 5.49

Bivia—wn = B = __min_ (Bi+ta-onn) — Bi)

O +11—wym) — Or) = 1<j<MW—L%(7}—w)M} (9(j+[(17w)M1) - 9(]’))

2.8 Aplikimi i shpérndarjes Kw-Lindley

Né kéte paragraf, do té pérdorim té dhéna reale pér té paré se si shpérndarja Kw=L
éshté model mé i miré se shpérndarja e Lindley-it.

Té dhénat 1: Té dhénat né tabelén 2.1 paragesin té dhénat e pacenzoruara qé korre-
spondojné me té prekurin nga kanceri i gjakut dhe jané gjithsejt 128 pacienté gé jané
studivar né punimin e Lee dhe Wang [107]:

Té dhénat 2: Té dhénat paraqgesin kohen e mbijetesés pér 72 péllumba té infektuar
me virusin virulent tubercle bacilli, shih Bjerkedal [15]. Té dhénat jané:

0.1, 0.33, 0.44, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96, 1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07,
1.08, 1.08, 1.08, 1.09, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36,
1.39, 1.44, 1.46, 1.53, 1.59, 1.6, 1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72, 1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97,
2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3, 2.31, 2.4, 2.45, 2.51, 2.53, 2.54, 2.54, 2.78, 2.93, 3.27,
3.42, 3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55
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Tabela 2.2: ML, gabimi standard dhe funksioni Log-likelihood pér té dhénat 1

Modeli ML Vlerésimi Gabimi standard -LL
Lindley 6 =0.196 0.012 419.529
Kw- Lindley 6 = 0.503 0.098 414.229
a=0.978 0.222
b = 0.280 0.060

Tabela 2.3: Kriteret e krahasimit pér té dhénat 1

Modeli -2LL AIC AICC
Lindley. 839.04 841.06 841.091
Kw-Lindley 828.458 834.458 834.651

~

Matrica variancé kovariancél(\)™!

e MLE pér shpérndarjen Kw- Lindley pér té

dhénat 1
0.009 0.011 -0.005
0.011 0.049 —-0.004

—0.005 —-0.004 0.003

~

Késhtu qé , varianca e theta,a dhe b éshté var(6) = 0.009,var(a) = 0.049 dhe
var(b) = 0.003. Tani, intervalet e besimit 95% pér 0, a dhe b jané [0.310, 0.697], [0.541, 1.415]dhe
[0.162, 0.398], respektivisht.

Statistika test LR pér hipotezat Hy : a = b = 1 kundrejt Hy : a # 1V b # 1 pér té

dhénat 1 éshté w = 21.164 > 5.991 = X§;0_05, pra hedhim poshté hipotezén Ho.

Tabela 2.4: ML, gabimi standard dhe funksioni Log-likelihood pér té dhénat 2

Modeli ML Vlerésimi Gabimi St. -LL
Lindley = 0.868 0.076 106.928
Kw- Lindley 0 = 1.345 0.677 93.967
a = 2.878 1.040
b=1.077 0.827
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Tabela 2.5: Kriteret e krahasimit pér té dhénat 2

Model -2LL AIC AICC
Lindley. 213.857 215.857 215.942
Kw-Lindley 187.935 193.935 194.128

Matrica variancé kovariancé [ (5\)_1 pér Kw- Lindley e té dhénave 2 éshté

0.458  0.640 —0.548
0.640 1.082 —0.717
—0.548 —0.717 0.684

~ ~

Pra, varianca e 6, a dhe b éshté var(0) = 0.458,var(a) = 1.082 dhe var(b) = 0.684.
Késhtu qé, intervalet e besimit 95% pér 0,a dhe b jané [0.017,2.672],[0.838,4.917]
dhe [0, 3.384], respektivisht.

Statistika test LR Hy : @ = b = 1 kundrejt Hy; : a # 1V b # 1 pér té dhénat 2
éshté w = 25.922 > 5.991 = X395, pra hedhim poshté hipotezén fillestare. Tabelat
2.2 dhe 2.4 tregojné parametrat e vlerésuar me metodén e pérgjasisé maksimale pér
té dhénat 1 dhe 2, Tabelat 2.3 dhe 2.5 tregojné vlerat e —2log(L), AIC dhe AICC.
Vlerat né tabelat 2.3 dhe 2.5, na sugjerojné se shpérndarja Kw- Lindley éshté me
efikase pér té dhénat se sa modeli tjetér.

Vlerésimi i Bayes-it pér té dhénat 1 dhe 2 éshté dhéne me:

Tabela 2.6: Vlerésimet e Bayes-it dhe intervalet kredibile 95% HPD.
Bayes

Estimate  Lower Upper

1.198824 0.531175 1.835345
0.136014 0.002155 0.274293
1.283892 0.000737 2.544082
2.933191 1.604314 4.132534
1.004611 0.000559 1.842176
1.458197 0.343411 2.517247

Data/ Parameter

Data 1

Data 2

LR DO
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Fig. 2.6: Densiteti i modeleve pér té dhénat 2.
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Kapitulli 3

Shperndarja e pergjithesuar
inverse e Lindley-it

3.1 Hyrje

Né studimet e statistikave té mbijetesés, té dhénat jané té kategorizuara nga procesi
i déshtimit si¢ jané: monotone (konstant, jorrités dhe jozvogélues) dhe jo-monotone
(unimodale), shih [25] dhe analizat statistikore pérkatése, shih[101, 104]. Jané béré
pérpjekje té médha né drejtim té gjetjes sé shpérndarjes adekuate pér até modelim
ku ndér té tjeré jané edhe autorét [114, 35, 34] etj. [44] ka studiuar modelin proba-
bilitar té quajtur shpérndarja e Gompertz-it dhe ka patur njé aplikim mjaft té madh
né demografi dhe shkencat aktuaristike, ku té dhénat kané funksionin e raportit té
Hazardit me rritje eksponenciale. Weibulli ([132]) pér heré té paré ka studiuar njé
shpérndarje té re gé sot njihet me emrin Shpérndarja e Weibullit, e cila sot ka njé
aplikim mjaft té madh tek analizat statistikore té mbijetesés. Shpérndarja e Weibullit
ka patur njé pérdorim té gjéré né analizat statistikore té mbijetesés, kur té dhénat,
kané funksionin e raportit té Hazardit monoton, megjithaté ka njé pérdorim shumeé
meé té vogél té késaj shpérndarje, kur té dhénat funksionin e raportit té Hazardit e
kané jomonoton. Pér kété arsye, hulumtuesit shkencoré kané rritur studimet statis-

tikore kur té dhénat kané funksionin e raportit té Hazardit monoton. Né [68, 130, 131]
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éshte beéré zgjerimi i shpérndarjes sé Weibullit pér té béré kété shperndarje mé kom-
patibile pér modele té ndryshme té té dhénave. Pér njé diskutim me té zgjeruar rreth
diskutimit té késaj shpérndarje lexuesi mund té hasé mé tepér tek [67]. Edhe né [17]
poashtu jepet shpérndarjen me dy parametra qé ka funksionin e raportit té Hazardit
monoton pér analiza statistikore té mbijetesés.

Jané disa variante té aplikimit ku té dhénat kané funksionin e raportit té Hazardit
té tipit monoton. Pér shembull, né [12] béhet analiza statistike e té dhénave eksperi-
mentale pér kancerin e mushkérive, dhe tregohet se funksioni i raportit té déshtimit
pér grupet me status té ulét dhe té larté té kancerit kané formé unimodale. Né [103]
jané studiuar té dhénat e 3878 rasteve té kancerit té gjirit né Edinburgh prej 1954 deri
mé 1964 dhe éshté vérejtur se vdekshmeéria e tyre ka gené e ulét né vitin e paré pér
té vazhduar me njé ngritje né vitet vijuese dhe mé pas me njé rénie té vdekshmerise.

Disa shpérndarje inverse pér studimet e kétyre fenomeneve jané: shpérndarja in-
verse e Weibull (IW), inverse e Gaussit (IG) dhe inverse gamma (IGm), etj. Kéto
shpérndarje kané njé pérdorim té gjéré né variantet e aplikimeve reale. Né [67] éshté
pérshkruar né detaje pérdorimi i shpérndarjes IW dhe aplikimet pérkatése té statis-
tikés sé vendimmarrjes. Shpérndarja IW éshté model i pérshtatshém pér pérshkrimin
e fenomeneve té erozionit té komponenteve mekanike, si komponentet dinamike té
motoréve me djegie té& brendshme (motorét diesel). Erto dhe Rapone (1984) kané
treguar se modeli IW ka njé pérshtatje té miré té paraqitjes sé té dhénave té mbi-
jetesés(déshtimit) shih [101]. Calabria dhe Pulcini (1994) kané provuar té béjné inter-
pretimin e shpérndarjes IW né kontekstin e relacioneve pér fuqiné (ang. load-strength)
e komponenteve. Shpérndarja inverse e Gausit ka zbatim né pérshkrimin e fenomen-
eve si, né rritjen e popullsisé, né aplikimet e studimeve né klinika, etj. Pér mé shume
detaje shih botimet [119] dhe [64]. Né [49] éshté propozuar shpérndarja inverse gama
si njé shpérndarje pér studimin e modelimit té studimeve té mbijetesés.

Pér shkak té aplikimit té madh té shpérndarjeve inverse ne do té propozojmeé
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njé shpérndarje inverse té quajtur: shpérndarja inverse e Lindley-it. Shpérndarja e

Lindley-it éshté propozuar nga [105], dhe ka densitetin

2

0
fly,a,0) = m(1+y)6_6y,y>0,«9>0 (3.1.1)

Né [42] éshté paraqitur njé trajtim matematik i vetive statistike té shpérndarjes
sé Lindley-it. Ata po ashtu kané treguar se shpérndarja e Lindley-it éshté mé e
pérshtatshme pér modelime té té dhénave se sa shpérndarja eksponenciale. Né [63]
tregohet gjithashtu se shpérndarja e Lindley-it éshté mé e pérshtatshme pér mode-
limin e té dhénave reale se sa shpérndarja eksponenciale, gama dhe log-normale dhe ka
treguar epérsine e pérdorimit té késaj shpérndarje né hulumtimet e besueshmérisé. Né
[41] dhe [99] sé fundmi éshté propozuar pérgjithésimi i shpérndarjes sé Lindley-it duke
e pérgjithésuar nga njé parametér né dy parametra dhe jané emértuar si shpérndarja
e pérgjithésuar e Lindley-it dhe shpérndarja fuqi e Lindley-it, pérkatésisht. Kéto
pérgjithésime mund té shihen si modele alternative té pérgjithésimit té shperdarjeve
té trajtés eksponenciale si shpérndarja gama dhe shpérndarja e Weibull-it.

Densiteti z = 1/y, i shpérndarjes inverse té Lindley-it jepet me:

6 (1+2)
(14+0) =23

Shpérndarja inverse e Lindley-it ka vetém njé parametér. Megjithaté parametri qé

flza,0) = € ,2>0,0>0 (3.1.2)

ndikon né formén e lakores ka njé rol themelor qé densitetet té jené fleksibile. Kundu
ka dhéné gjashté metoda pér té shtuar edhe parametrin e formés/asimetrisé né mod-
elin bazé. Kétu, ne kemi pérdorur transformimin fuqi z = za pér té shtuar parametrin
e formés sé lakores tek shpérndarja inverse e Lindley-it. Shembuj té miré té késaj

shpérndarje jané shpérndarjet e tipit té Weibull-it dhe shpérndarjet fuqi té Lindley-it.

3.2 Shperndarje e pergjithésuar inverse e Lindley-
it

Pérkufizimi 3.2.1. [124] Nése Y éshté ndryshore e rastit qé ka densitetin (3.1.1),
atéheré ndryshorja e rastit X = Y ~# themi se ka shpérndarje té pérgjithésuar inverse
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té Lindley-it me densitet

6 [1+a®
f(z,a,0) = (104+6) [ jfl}e_w%,a:>0,a>0,«9>0 (3.2.1)
€T (6%
dhe funksion shpérndarjeje
0 1
F(z,a,0) = {1+m—] e’r%,$>0,04>0,9>0 (3.2.2)
I-O(

ku, 6 éshté parametri statistikor i dispersionit, parametri a kontrollon formén e lako-
res.

Lemé 3.2.1. [124] Densiteti f(x) né (3.2.1) i shpérndarjes GILD éshté:
i. rrités pér x € (0,x1),

ii. zvogélues pér x € (x1,00).

ku, z; mund té merret si zgjidhje e f'(x) = 0 si:

1
al—2a—1+Va202+2a0+402+4a+1\"
x =
! 2o+ 1)

Funksioni i densitetit (3.2.1) mund té paraqgitet né termat e shpérndarjes mikse si

méposhté

0
£(2,0,0) = T2y (5,0,0) + T fo ,0,0)

B 0 af _ 0 1 ab? _ 0
T 119 o€ +1+9 2ot "

ku, fi (.) dhe f5(.) jané densiteti i shpérndarjes inverse té& Weibull-it dhe densiteti

i shpérndarjes inverse gama, respektivisht, dy anétaré té familjes sé shpérndarjes
sé pérgjithésuar gama té dhéné kohéve té fundit nga [69]. Késhtu qé, shpérndarja e
pérgjithésuar inverse e Lindley-it mund té konsiderohet si kombinim i dy shpérndarjeve
té pérgjithésuara inverse gama me proporcionet 6/(14-60) dhe 1/(14-0). Né anén tjetér,
variabla e rastit X themi se ka shpérndarje té pérgjithésuar inverse té Lindley-it nése
X! ka shpérndarje té Lindley-it fuqi té propozuar nga [41].

Funksioni i Hazardit pér shpérndarjen e pérgjithésuar inverse té Lindley-it mund

té pércaktohet si:

hz,a,0) = L0 af”(1+2°) (3.2.3)

1= F(z,a,0)  an [(1+9)xa <em% _1> _9}
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Fig. 3.1: Densiteti pér vlera té ndryshme té parametrave
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Fig. 3.2: Grafiku i funksionit té Hazardit pér vlera té ndryshme té parametrave
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Grafiku i densitetit (3.2.1) dhe funksionit té Hazardit (3.2.3), me vlera té ndryshme
té parametrave, jané paraqgitur né figurat 3.1 dhe 3.2, respektivisht. Né figura shohim
qé f(.) dhe h(.) jané monotono-zvogéluese nése 0 < a < 1, dhe uni-modale pér a > 1

dhe vlera té ndryshme té 6. Gupta [48] ka pérdorur shprehjen n(z) = —];((5)) pér té

pércaktuar monotoniné e funksionit té Hazardit. Pér GILD, kemi

(2) af oz—i-1+ «Q
x)=|—
" potl x x (1 + x*)

e n(z) dhe h(x) posedojné veti té njéjta, késhtu qé, nése h(x) éshté uni-modale (called
upside bathtub (UBT)),do té kemi:

/

W (x) >0 for z € (0,20),h (20) =0 and h'(x) < 0 for = > x;

dhe poashtu

’

7 (x) >0 for z € (0,20),n (r0) =0 and 7 (z) < 0 for z >
ku, xg mund té fitohet duke zgjidhur ekuacionin
afr?* T +2002°T* — 2** + (2 —a)2® + abz® —a =0 (3.2.4)

3.3 Momentet dhe vlera e dispersionit dhe asimetrise

Teoremé 3.3.1. [124] Nése X éshté ndryshore rasti me densitet (3.2.1), atéheré
momenti i rendit r, fillestar i ndryshorés X do té jeté

u;:&(fie)rc;r) (@(1+0)—1),a>r

Veértetim. Konsiderojmé,

ab? 1+ z® 0

E[XT] = 1+9/x2a—r+lezadx
0

0492 1 1 _%d
- 1 + 0 x?a—r—l—l + xa—r—l—l € - €

0
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Duke zévendésuar % = t, marrim

o0

ab? / 1 N 1 ny
— e e e v
1+86 y375 e y

0

Nga pérkufizimi i shpérndarjes inverse gama, kemi

o0 a

e = I (b)
/berldx: ab

0

Duke pérdorur pérkufizimin e mésipérm, do té kemi:

ry __ ‘95
E[X]_a(ue)r(

a—7T

«

)(a(1+9)—r),a>r
U

Késhtu qé, pritja matematike dhe dispersioni i ndryshores sé rastit X mund té

llogaritet me formulén e méposhtme

= a—1
u:a(1+0)F( - )(a(1+9)—1),a>1

‘91/01 2
ol =|———| ‘A,
a(l+90)
ku

1= ooy - (r(452) - (55) - (25)

Duke pérdorur teoremén 3.3.1, asimetria dhe sheshésia(sh) mund té llogaritén si

, o> 2

méposhté:
5 — Splgpt + 27
Asimetria = Hs M?’f—i_ o ,a >3
o
o — A+ 6 — 3ut
sh:'u4 U3,U+4U2M H® a >4
o

Lemé 3.3.2. [124] Le té jeté I (a,c,0) = [xf (x, @, 0) dz.
Kemi ’
_ patl

I(a,a,0) = @ [F (Oa_o‘, %) +0r (9&“", O‘T’l)} Lo > 1,
ku, T(z,a) = [t*te'dt, éshté funksioni i cunguar gama.
0
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Shmangia mesatare absolute rreth mesatares dhe mesorés pércaktohet si:

o0

M, (X) = / & — il f(2)de

0

dhe -
M (X) = [ o= il f(a)da
0
respektivisht. Ku, i = Median (X) paraget mesoren. Madhésia M; (X) dhe M, (X)

mund té llogaritet nga relacionet e méposhtme,

M (X) =2 [ af(a)ds + 2uF (1) - 20

M, (X) = Q/xF(x)dx — i
i
Duke pérdorur lemén 3.3.2, do té kemi
My (X) =21 (p, 0, 0) +2pF (1) — 2

MQ(X) :2](/170570)_M

3.4 Kuantilet

Teoremé 3.4.1. [124] Nése X ka densitet (3.2.1) pér a,b,0 > 0, kuantili i rendit p

éshté |
Q) = —1—%—%14/1 (_%)}(—5)7

ku, p € (0,1) dhe W_y éshté funksioni ianasjellté i Lambertit.
Veértetim. Konsiderojmeé,
Qp) = F~'(p),p € (0,1)

Kuantili té themi ¢(p), i pérkufizuar me G(Q(p)) = p éshté rrénjé e ekuacionit

0 1 a
1 4+ — e*Q/Q(p) =p
{ 0+1 Q(p)a}

o1



Duke shumézuar té dya anét e ekuacionit me —e~+) marrim

— (1 + 60+ ﬁ) e~ (0% aim) — _p(1 4 g) (149 (3.4.1)

Qp)*
Lambertit, t& pérkufizuar si zgjidhje e W (2) ¢"(?) = 2, ekuacioni i mésipérm mund
té shkruhet si

Vérejmeé se (1 +60+ L) > 1,V 0,a,q(p) > 0, duke pérdorur funksionin W té

Wi (=p(1+8)e 1) = - (1 +0+ ﬁ)

ku, W_;(.) éshté funksioni i anasjellté i funksionit W té Lambert-it dhe pérfundimisht

kemi
Qp) = {—1 - % - %W—l (_%)} (*é)‘

O

Nése, a = 1, kuantili i rendit p pér shpérndarjen e anasjellté té Lindley-it pérkufizohet

Qp) = {—1 LN (_L@)p))}(l)'

6 6 exp(1+40

si méposhté

Né vecganti, nése p = 0.5, mediana e X éshté dhéné me
1
11 1+6) \10+)
= |1m oWy [
v { 0 e)Wl( 26Xp(1+«9))]
3.5 Renditja stokastike (e rastit)

Ndryshorja e rastit X themi se éshté stokastikisht mé e madhe se Y, (Y <, X)) nése
Fx(z) < Fy(z) pér ¢do x. Né ményré té ngjashme, X thuhet se éshté stokastikisht

mé e madhe se Y, (X <4 Y) nése
e renditja e raportit té Hazardit (Y <p, X) nése hx(x) < hy(z) pér ¢do x

e renditja e rezidualeve mesatare jetésore(ang. mean residual life order) (Y <, X)

nése mx(x) < my(x) pér ¢do z

Ix (@)
fy(z)

e renditja e raportit té pérgjasisé (Y <;. X) nése éshté njé funksion rrités i

variables x
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Teoremé 3.5.1. [124] Le té jené X dhe Y dy variabla té rastit qé kané shpérndarje
té pergyithésuar inverse té Lindley-it me parameter té formes sé lakores té perbashkeét
« dhe parametrat e shkallés 6, dhe 0y respektivisht. Nése Oy > 0y, atéheré (Y <;. X)
pér ¢do x.

Vertetim. Le té jeté
Y ~ GILD(Oél,Bl) dhe X ~ GILD(O(Q,BQ)

Atéheré, raporti i pérgjasisé jepet nga

fx(x)  asb?(1+6)) (1+xa2) (w)z {_ ( b 6 )}
fY(x) B 041(9% (1 + 92) 1+ r o2 xp ro2 o1

a1 = ag = a, atéheré
fx(.T) _ 9% (1 +(91) exp {_ (92 — 91)}
fy(l‘) 0% (1 + 92) xr
i cili éshté rrités pér x me parametrat 6, > 6,. Pra, nése a; = as, atéheré X éshté

stokastikisht mé i madh se Y me raportin e pérgjasisé, atéheré dhe vetém atéheré,
kur 92 > 91. ]

[128] caktohet nga rezultatet e radhitjes stokastike si méposhté:

X<, Y=X <, Y=X<,,Y (351)
Xﬁity

Rrjedhim 3.5.2. [124] Nése X ~ GILD(«,0,) dhe Y ~ GILD(«a,6s). Atéheré,
(Y < X) pérderisa 03 > 6y késhtu qé (Y <p, X), (Y <pm X) dhe (Y <4 X).

3.6 Entropia e Renyi-t

Entropia éshté masé e variacionit té pasigurisé né shpérndarjen e ndryshores sé rastit.

Entropia e Renyi-t, [118], pércaktohet si

e [ i)

ku, v > 0 dhe 7 # 1. Duke zévendésuar (3.2.1) né shprehjen e mésipérme, kemi

e(y) =

1 af? \’ T 1 oy
6(’}/):1—10g (1—4—6) /W(l‘i‘l’ ) e dx

0
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Pér |z| < 1 dhe v > 0, kemi
O+@”=§:(Q%
J
Duke pérdorur shprehjen e mésipérme, kemi

1 af? 7 <= [~ r 1 0y
et) = 1 _Vlog (1+«9) jzo (j)/xa(ﬁv)%—vem dr
= 0

Duke kryer transformimet, 1/x* = ¢, dhe duke zgjidhur integralin, pérfundimisht do

1 a0 SN\ (G +v+ )
e”’—ﬁlog{uw;(j) e }

(97) (J+’Y+ = )

té kemi

3.7 Besueshmeéria e fuqise s€ komponenteve

Besueshmeéria e fuqisé sé komponentéve ( ang.Stress-strength reliability) éshté njé
matje e performanceés sé sistemit nén konditat e rrepta dhe mund té pérkufizohet si
R=P[X >Y]

Besueshméria e fuqisé sé komponentéve mund té llogaritet sipas formulés

R(a,0) = / / y(@)dy p g.(x)dx
0
o} T 1+ z® (61 + 62)
_(]__|_Q1 1+02 /62+I 1+€2))Wexp<—7)day

0
Duke pérdorur densitetin e shpérndarjes inverse gama dhe pas kryerjes sé disa thjesh-
timeve matematikore, do té kemi

0% R,
a (14 61) (14 65) (6 + )&

R(a,0) = (3.7.1)
ku,

Ry = {a (1401 +62) (14 6:) (61 + 62)"" + 6T (14 1/a) [a (61 + ) + o + 1]}
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Nése, a = 1, atéheré besueshmeéria e fuqisé sé komponentéve pér shpérndarjen inverse
té Lindley-it jepet me

03 {205 + (1+260) (61 + 65) + (1 + 6) (61 + 65)°}

Bla.0) = o (1+01) (1+0) (6 + 0)° (37.2)
3.8 Procedurat e vleresimit te parametrave
3.8.1 Metoda e pérgjasis€é maksimale
Le té jeté xy,x,...,7z, njé (iid) zgjedhje e rastit e vrojtuar e madhésisé n prej

shpérndarjes GILD (3.2.1). Atéheré, funksioni i pérgjasisé i bazuar né zgjedhjen e

vrojtuar pércaktohet si

aneQn n n . _1) 0 Z x;
14 <a:, a, 8) = (14 z) xz( e =1 (3.8.1)
~ (1+0) 11 11

Funksioni korrespondues i pérgjasisé (3.8.1), éshté

logl =nln(a)+2nln(0) —nln (1 +6) +Zln(1+xf‘)

=1

— (2a+1) iln (x;) — Oixio‘ (3.8.2)

Vlerésuesit maksimal té pérgjasisé a7, dhe Orir, t6 o dhe A, respektivisht mund té

merren si zgjidhje e ekuacioneve jolineare té méposhtme:

dlog/t — 0= E+Zln -TZ QZ]n T +021n xZ (3.8.3)
1

1+°‘

1=

Olog/ 2n n -
=0= — — —o 3.8.4
a0 1460 1+6 le (3:84)

Duke pérdorur (3.8.4), vlerésimi i parametrave me metodén e pérgjasisé maksimale i

parametrit # mund té merret né formén e termave té parametrit « si

n n 2 n
n—;ajia—l-\/n?—l— (;xla) +6n;x;°‘

f(a) = - (3.8.5)




Duke zévendésuar (3.8.5) né (3.8.3), vlerésuesit e parametrit o« me metodén e pérgjasisé
maksimale mund té caktohet ne ményré unike si zgjidhje e ekuacioneve jo lineare
g+;lnl f_w QZln i)+ 0 (o Zln 2) a7 =0 (3.8.6)
Vérejmé se ekuacionet e mésipérme (3.8.6) nuk mund té zgjidhen né menyré analitike
késhtu qé do pérdorim metoda numerike pér zgjidhjen e tyre, si p.sh. algoritmin e
Newton Raphsonit.
Gjetja e sakté e intervalit té besimit pér parametrat o dhe 6 nuk éshtée detyré
e lehté meqé vlerésuesit me metodén e pérgjasisé maksimale o dhe 6 nuk jané né
formé té pérshtatshme. Keéshtu qé, mund té marrim intervalin e besimit té sjelljes
asimptotike pér a dhe . Duke pérdorur teoriné e zgjedhjeve té médha té vlerésimit me

metodén e pérgjasisé maksimale, shpérndarja asimptotike e (’g:g‘) éshté Ny (0, A1)

~

ku, (&,0) jané vlerésuesit me ML té («,#), dhe A éshté matrica e informacionit e

Fisherit. Elementet e A jané

— 9% log ¥ _ _ 9% log ¥ 9% log/t
Au = ‘_ R Py iz = Ao = ’_ 069 |o—g,0=0 and Ao = ’_ 90° lg—p
0%logl __ —a In?(z; In*(z;)z8 9%logté 2 9%logl __
ku, = = - — 0 Zlhl (z:) 237 + Z THz& o~ 002 7t (1+9) dhe g5, =
Z In (z;) 2. Matrica e variancé-kovariancés e parametrave o dhe A mund té llogaritet
duke marré inversin A~! si méposhté
— — -1
v Var(a) Cov(a,0) A A
Cov (6, 0) Var (9) A21 AQQ

Pra, intervali asimptotik i besimit (C.I.) 100 x (1 — ¢)% pér « dhe 6 éshté

b — zyo\/Var (@), @+ zy\/Var (@)

~ —

0 — )2 Var (‘9), é + Zap /2 m)

—_—

ku, Var (o) dhe Var (0) jané varianca e parametrave o dhe 6 respektivisht. Kétu,

2o €shté percentili i sipérm 100 x (¢0/2)™ 1 shpérndarjes normale té standardizuar.
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3.8.2 Vleresimi i parametrave me metodén maksimale te prod-
himit te distancave

Metoda maksimale e prodhimit té distancave (MPS) éshté propozuar nga [24]. Kjo
metodé éshté bazuar né idené se diferencat e pikave té njépasnjéshme duhet té kené

shpérndarje identike. Mesi gjeometrik i diferencave né fjalé jepet me:

GM = "} (3.8.7)
i=1
ku, diferencat D; jané pércaktuar si
()
D; = / fr,a,0)dx; i=1,2,....,n+ 1. (3.8.8)
T(i-1)

ku, F(z@,a,0) = 0 dhe F(x@y1),a,0) = 1. Vlerésimet MPS té apg dhe Opg té
parametrave a dhe 6 fitohen duke kryer maksimizimin e mesatares gjeometrike(GM)
té diferencave. Zévendésojmé (3.2.1) né (3.8.8) dhe duke logaritmuar shprehjen e

meésipérme, do té kemi:

1 n+1
LogGM = -—— Zl log [F (), o, 0) — F(x(1), @, 0)] (3.8.9)

Vlerésuesit me metodén MPS &pg dhe éps' té parametrave o dhe  mund té merren

duke zgjidhur né ményré simultante ekuacionet jo-lineare:

aL GM 1 Gk F/ 7)) 70 _Fl i—1)» 70
0gGM _ 3 o), @ 0) = Fo(@-n, 0 0) | _ (3.8.10)
O n+1| F(zwg,a,0) = Fzg1),a,0)
0LogGM 1 - F/ i) 70 _F/ i—1)> 70
00 n+1<| F(zg,o0) = F(zg-1), o 0)
ku,
’ og(z) 0 ’ %) _ 0
F (z,0,0) = %%e :o dhe Fy(z,a,0) = —ﬁ%e 2,

3.8.3 Vlerésimi i parametrave me metodén e katroréeve te
vegjel

Le té jeté (1), 2(2), . . ., T(n) zgjedhja e renditur me véllim n nga popullimi i shpérndarjes

GIL té dhéné me (3.2.1). Atéheré, pritja matematike e funksionit té shpérndarjes sé

27



té dhénave empirike pércaktohet si
i
E[F (X, ~1,2,. 3.8.12
Vlerésimet e katroréve mé té vegjél (LSE) 615 dhe Org té parametrave o dhe 6, fitohen

duke kryer minimizimin e

Z (a,0) = Z (F (w6, 0.0) = — i 1) (3.8.13)

Keéshtu qé, vlerésimet &g dhe éLS té parametrave o dhe 8 mund té fitohen si zgjidhje

e sistemit té ekuacioneve té méposhtme:

aZ (v, 0) ZF Ty, o, 0) ( (x(i),a,e)—nil) =0 (3.8.14)
az (a, 9 ZFQ (z@), a,0) (F (2@, o, 0) — nj—l) =0 (3.8.15)

ku, F(;(x(i),a,ﬁ) dhe F, (2@, o, ) jané pércaktuar né paragrafet e mésipérm. Kéto
ekuacione jolineare mund té zgjidhen duke pérdorur metodén e Newtonit. Zgjidhja e
optimizimeve jolineare mund té kryhet pérmes softverit R ([129]), pérkatésisht pake-
tave pér optimizim optim(), nlm() dhe bbmle() etj. Ne kemi pérdorur paketén nlm()
pér optimizimet (3.8.1), (3.8.9) dhe (3.8.13).

3.9 Disa pergjitheésime

Ne kété paragraf, do té japim disa densitete qé jané versione té pérgjithésuara té
shpérndarjes GIL. Dekadén e fundit jané studiuar mjaft miré tri metoda si: metoda e
fuqizimit, beta-pérgjithésimit dhe Kumaraswamy té pérgjithésimit té shpérndarjeve;

ideja e tyre ishte té fusnin dy parametra pér formeén:

3.9.1 GILD né fuqi.

Densiteti i késaj shpérndarje éshte

Bah? z*+1 g 171°1 50
10w || ¢ (3.9

fEGILD(-TaOC;ﬂae) =

o8



pérx > 0,a > 0,0 > 0,8 > 0 ku, 0 éshté parametri shkallé dhe «, 8 jané parametrat

e formés sé lakores. Nése a = 1, atéheré densiteti (3.9.1) reduktohet né formén

2 p—1 )
_po .5”1{1 0 1} oL (3.9.2)

x,3,0) = —
gé mund té quhet shpérndarja inverse e Lindley-it né fuqi si njé version invers i
shpérndarjes sé pérgjithésuar té Lindley-it propozuar nga [?]. Funksioni pérkatés i

shpérndarjes éshté, (3.9.2)

o 1 o 1°
Frearp(z, o, 3,0) = Kl + a0 E) era} (3.9.3)
Funksioni i mbijetesés éshte
S (z,0,8,0) =1— [1+L] al (3.9.4)
EGILD\Z, ¢, D, - (1 +0) s € .J.

dhe funksioni i Hazardit éshté

heciip(z, o, 5,0) = (3.9.5)

3.9.2 Shpeéerndarja beta-GILD

Densiteti i shpérndarjes beta-GIL jepet me:

o 62 L0 17
1+6) B(a,b) 1+6 a

Funksioni korrespondues i shpérndarjes jepet me:

fBGILD(xa a,0,a, b) = (

+

1+ ] e

a B(a,b)

0 1 _ 6
2F1(@,1-b,@+1,(1+m‘x—a)€ z ) (397)

FBGILD(x704a9aCL> b) =
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ku B(-, ) éshté funksioni beta dhe o Fy(a, b, ¢, z) = Z (a k 2k éshté funksioni hipergjeometrik.

Funksioni korrespondues i mbijetesés jepet me:

T

1
f.ab)=1— — |1
Searop(x, o, 0,a,b) a B(a,b) [ + o

1+
1
WP (a,1—b,a+1 ( 0 a) e—%) (3.9.8)

dhe funksioni i Hazardit jepet me:

0 1} a0

hBGILD(x> a,0,a, b)

ab

a—1 b—1 N w

_%[14_1?—9 a?io‘] .|:1_(1+1+9 $1a>€ ID‘:| [1+#]6 2
1_m [1+1+9 x%]ae_;_g2F1 <a,1_b,a+1 (1+1+9 x%) 6_1%)

(3.9.9)

3.9.3 Shpeéerndarja Kumaraswamy-GILD

Densiteti i shpérndarjes Kumaraswamy-GIL jepet me:

abaf? (1 + x® o 171"
0,a,b) = Lt
waGILD(x7a7 y @y ) 1 +0 (I-QOlJrl ) |: + 1 +9$a:|

1\ W] .
% {1_ (HL_) e—m—ﬁ} e (3.9.10)

Funksioni korrespondues i shpérndarjes jepet me:

0 17" )"
FKwGILD(x7Oéa9aaf7b) =1- {1_ |i1+—_:| 612} (3911)
Funksioni korrespondues i mbijetesés jepet me:
9 1 a a0 b
SKwGILD(I7 «, 97 a, b) - ]- - 1 + — e z¢ (3912)
dhe funksioni i Hazardit éshté:

thGILD(fB> a,0,a, b) =

abaf? (1 + z° L 01 a—1 A © W] e
140 \ xp2atl 1+0ax> 1+0z>




3.10 Algoritmet pér simulim dhe studim
3.10.1 Transformimet e ndryshoreve te rastit

Pér té gjeneruar zgjedhjen e rastit té madhésisé n nga GILD (), ndjekim hapat e

méposhtém:
Hlpl 1. Japim vlerat pér a dhe 6.
H2p2 2. Gjenerojmé, U; dhe Us nga U (0, 1).

H3p3 3. Béjmé transformimet

Z, = \/—202 In U cos (27Us)
dhe

= \/—202 In U, sin (2705), ku, o = /2

2

H4p4 4. Peérsérisim hapat 2-3, dhe marrim 7y, Zs, Z3 and Zj.
H5p5 5. Pércaktojmé, Y = Z + Z2 + Z2 + Z3 dhe marrim P = &

Y«

H6p6 6. Gjenerojmé, W inverse Weibull si
W = (~Llog (U)) ", ku U ~ U(0,1)
H7p7 7. Néese U < 1%, pranojmé W si GILD(a, ) p.sh X = W pérndryshe X = P.

3.10.2 Metoda inverse e CDF

Algoritmi pér gjenerimin e mostrave me véllim n nga GILD(«, 6):
Hapi 1. Japim vlerat pér n, a, 6 dhe vlerén fillestare z°.
Hapi 2. Gjenerojmé U ~ Unif (0,1).

Hapi 3. Caktojmé vleren e re té 2° duke pérdorur formulén e Newton-it

=1 — R(zY,0)
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Fx (a%,0)-U
Fx(x9,0)

dhe (3.2.1) respektivisht.

ku, R(z°,0) = , Fx(.) dhe fx(.) jané dhéné me ekuacionet (3.2.2)

Hapi 4. Nése | 2° — 2* |< ¢, (toleranca shumé e vogél, ¢ > 0 ), atéheré marrim

x = z* si mostér prej GILD(a, 0).

0

Hapi 5. Nése | 2° — 2* |> ¢, atéheré, marrim 2° = 2* dhe shkojmé né hapin 3.

Hapi 6. Pérsérisim hapat 3-5, n heré pér xy,xs, ..., x, respektivisht.

3.10.3 Simulimet

Neé kété paragraf do te studiojmeé vlerésimin e parametrave né termat e gabimit katror
mesatar né bazé té simulimeve nga zgjedhja e marré prej (3.2.1) me véllim té ndryshém
té saj. Pér kété qgéllim, do té konsiderojmé vlerat e parametrave si « = 3, = 1 té
¢farédoshém dhe n = 10,20,...,100. Té gjitha algoritmet jané koduar né ([129]);
ne kemi pérdorur algoritmin e dhéné né 3.10.2 pér géllimet e simulimit. Kodet ne R
jané dhéné né fund té kapitullit. U llogaritém vlerésimet MLE, LSE dhe MPS pér
parametrat o dhe 6 pér mbi ¢do zgjedhje té gjeneruar. Procesi u pérserit 1000 heré,
dhe vlerésimet mesatare dhe gabimet mesatare katrore pérkatése tregohen né Tabelén
3.1.

Nga tabela 3.1, mund té shihet se me rritjen e véllimit té zgjedhjes zvogélohet
gabimi i mesatares katrore, qé provon se vlerésuesit jané konsistent. Metoda maksi-
male e prodhimit té distancave pér vlerésimin e parametrave o dhe 6 éshté pérdorur
sé bashku me metodén e pérgjasisé maksimale dhe metodén e katroréve meé té vegjél.
Megjithaté, metoda e katroréve mé té vegjél pér vlerésimin e parametrit 6 éshté mé e
miré se sa metoda e pérgjasisé maksimale, né anén tjetér, metoda e pérgjasisé mak-
simale pér vlerésimin e parametrit o performon me miré se sa metoda e katroréve té

vegjel.
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Tabela 3.1: Vlerésimi i parametrave sé bashku me gabimet mesatare katrore (né
rreshtin e II-té té secilés qelizé) me zgjedhje qé kané véllime té ndryshme
o 0
MLE  LSE PSE MLE LSE PSE
10 3.4442 29901 2.7470 1.0175 1.0404 1.0532
1.2717 1.3215 0.6798 0.1300 0.1160 0.0873
20 3.2293 2.9866 2.8240 1.0022 1.0185 1.0302
0.3925 0.4933 0.2969 0.0507 0.0489 0.0422
30 3.1573 29886 2.8583 0.9949 1.0060 1.0181
0.2298 0.2882 0.1902 0.0307 0.0299 0.0269
40 3.1215 29952 2.8805 0.9952 1.0034 1.0146
0.1590 0.2119 0.1385 0.0224 0.0223 0.0202
50  3.0965 2.9934 28932 0.9954 1.0017 1.0123
0.1252 0.1682 0.1141 0.0184 0.0181 0.0169
60 3.0804 2.9954 29031 0.9956 1.0014 1.0106
0.0998 0.1379 0.0931 0.0148 0.0149 0.0137
70 3.0711 29973 29140 0.9966 1.0020 1.0101
0.0852 0.1175 0.0805 0.0125 0.0129 0.0118
80 3.0553 2.9937 29138 0.9978 1.0027 1.0100
0.0691 0.1009 0.0681 0.0106 0.0110 0.0100
90 3.05611 2.9944 29219 0.9992 1.0038 1.0104
0.0619 0.0889 0.0610 0.0095 0.0099 0.0090
100 3.0481 2.9943 2.9290 0.9982 1.0025 1.0087
0.0565 0.0785 0.0557 0.0087 0.0091 0.0083

n
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3.11 Modelimi me te dhena reale

Né kéte paragraf, do té pérdorim té dhénat reale pér nivelin e pérmbytjeve té dhéné
né tabelén 3.2, pér té provuar aplikimin e shpérndarjes sé pérgjithésuar inverse
té Lindley-it me té dhéna reale. Té dhénat jané marré nga inxhinieria civile dhe
paragesin maksimumin e nivelit té pérmbytjeve (né miliona kubik ujé pér sekondé)
pér lumin Susquehanna né Harrisburg, Pennsylvania mbi 20 perioda katérvjecare prej
1890 deri 1969. Kéto té dhéna reale jané diskutuar né ndértimin (krahasimin) e mod-
eleve dhe analizave té ndryshme té dhéna né literaturé, ku fillimisht ishin studiuar
nga Duman [26] né studimin e analizés shumépérmasore diskriminante té shpérndarjes
s€ Weibullit dhe shpérndarjes log normale. Studimin e kétyre té dhénave né aspek-
tin e Bayesit e kané dhéné Upadhyay dhe Peshwani [111] duke performuar analizén
e Bayesit pér krahasimin e modeleve né mes shpérndarjes lognormale dhe asaj té
Weibull-it dhe ka gjetur se modeli lognormal éshté modeli mé i miré se ai i Weibull-it.
Maswadah [65] poashtu sygjeron qé té pérdoret shpérndarja inverse e Weibull-it pér
kéto té dhéna. Sé fundmi, Singh dhe té tjeré [125] treguan epérsiné e modelit té
shpérndarjes inverse té Weibull-it pér té dhénat e konsideruara mé paré né krahasim
me modelet gamma, Weibull, fleksibile e Weibull-it dhe shpérndarja lognormale. Duke
pérdorur kriteret bazé pér krahasimet e modeleve si: kiteri i informacionit té Akaikes
(AIC), kriteri i informacionit té Bayesit dhe vlera e test statistikés sé¢ Kolmogorov-
Smirnovit(K-S) konkludojmé se shpérndarja inverse e Weibull-it i pérshtatet mé miré
kétyre té dhénave né krahasim me shpérndarjet e tjera né shqyrtim.
Tabela 3.2: T€ dhénat pér nivelin e pérmbytjeve
0.654 0.613 0.315 0.449 0.297
0.402 0.379 0.423 0.379 0.324

0.269 0.740 0418 0.412 0.494
0.416 0.338 0.392 0.484 0.265

Sé pari, ne do té pérdorim statistikén test té raportit té pérgjasisé maksimale
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(LR), gé té shikohet se parametri shtesé né shpérndarjen inverse té Lindley-it, do té
keté efekt pér modele mé té mira né aplikimin e statistikés. Né rastin toné, hipoteza
mund té formulohet si

hipoteza fillestare; Hy: v =1

krahas

hipoteza alternative; Hy : o # 1.

Né rastin toné, statistika test LR pér testimin e Hy kundrejt H; éshté & = —2({, —
¢1), ku £, dhe ¢y jané funksionet e pérgjasisé maksimale nén hipotezat H; dhe H,
respektivisht.

Statistika ¢ éshté asimtotikisht (kur n — oc) me shpérndarje x? me k shkallé
lirie, ku k& éshté numri i parametrave. Testi LR hedh poshté hipotezén H, nése
£ > X3 (7), ku x3(7) shénon kuartilin 1007% té shpérndarjes xi. Pér bashkésiné e té
dhénave reale, vlera e statistikes test LR éshté & = 31.12417, qé éshté mé i madh se

X3(7) = 3.841. Nga kjo rrjedh se hidhet poshté hipoteza fillestare.
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Tabela 3.3: Vlerésimet e parametrave me MLE, Log-likelihoods, AIC, BIC, K-S dhe rangimet [1(mé i miri) deri 7( mé i keqi)]
té modeleve te shqyrtuara

Modeli Vlerésuesit LogL AIC BIC K-S Af}éngll?fs

Inv. Lindley(6) §—0.63445 058543 0.8291  0.1302 0.35562 6 6
Inv. Exponetial () A=2.54050 -2.74032  7.4806  6.7817 0.41253 7 7
Gn. Inv. Lindley(a, ) 4=3.07667 0=0.08087 16.14752 -28.2950 -29.6930 0.09457 1 1
Tnv. Weibull(a, \) 4=4.31476 A=0.01194 16.09737 -28.1947 -29.5927 0.10605 3 p
Inv. Gamma(a, 3) a=14.57815 (=5.73820 16.14164 -28.2833 -20.6812 0.12716 2 3
Tnv. Gaussian(s, \) (=0.42315 A\=5.64100 15.85202 -27.7040 -29.1020 0.14685 4 4
Gn. Inv. Exponential(a, \) G=37.70078 A=1.64480 15.41120 -26.8224 -28.2203 0.15838 5 5




3.12 R-codi pér gjenerime tée zgjedhjeve

rm(1list=1s(all=TRUE))
Algoritmi=function(ss,n,alpha,theta){
f=function(x,alp,th)

{((alpxth~2) /(1+th))*exp(-th/(x"alp) ) *((1+x~ (alp))/(x~ (2*alp+1)))}
F=function(x,alp,th)

{(1+(th/ ((1+th) *(x~alp))) ) *exp(-th/(x~(alp)))}
A_MLE=rep(NA,ss);T_MLE=rep(NA,ss)
A_LSE=rep(NA,ss);T_LSE=rep(NA,ss)

A_PSE=rep(NA,ss) ;T_PSE=rep(NA,ss)

for(jj in 1:ss){

set.seed(jj)

print(jj)

Fhok ok sk ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kok ok ok ok ok ok o ok ok sk sk ok ok ok ok ok o ok kK K ok ok ok ok

u=runif(n)

x=rep(0,n)
for(i in 1:n){
x0=1

xnew=x0-((F(x0,alpha,theta)-uli])/f(x0,alpha,theta))
while (abs (xnew-x0)>0.0001){

x0=xnew
xnew=x0-((F(x0,alpha,theta)-uli])/f(x0,alpha,theta))
}

x[i]=xnew

}

x=sort (x)

Fok ok sk ok okok ok o ok koK ok ok ok ok o ok Kok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok o ok koK K ok ok ok ok
logL=function(th){

S5=0

for(i in 1:n){

S=S+log(f(x[i],th[1],th[2]))

}

return(-S)

}

MLE=nlm(logL,c(.5,1) ,hessian=T)

Hok ok sk ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok sk Kok ok ok ok ok o ok koK Kok ok ok ok ok
LS=function(th){

s=0

for(i in 1:n){
s=s+((F(x[i],th[1],th[2])-(i/(n+1)))"2)
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}
return(s)
}
LSE=n1m(LS,c(alpha,theta))
ok ok ok sk ok ok ok ook ok o oK ok oK ok ook oK ok K ok oK oK ok Kok oK ok K ok ok ok ok ok ok K ok ok oK
PS=function(th){
d1=log(F(x[1]1,th[1],th[2]))
dni=log(1-F(x[n],th[1],th[2]))
s=0
for(i in 2:n){
s=s+log(F(x[i],th[1],th[2])-F(x[i-1],th[1],th[2]))
}
D=(s+d1+dnl)/(n+1)
return(-D)
}
PSE=n1m(PS,c(alpha,theta))
Fok Kok Kk ok Kok ook oK o Kok Kok oK oK ok Kok oK oK ok ok oK ok K ok ok ok Kok oK ok Kok oK oK
A_MLE[jj]l=MLE$estimate[1]
A_LSE[jjl=LSE$estimate[1]
A_PSE[jjl=PSE$estimate[1]
T_MLE[jj]=MLE$estimate [2]
T_LSE[jjl=LSE$estimate[2]
T_PSE[jjl=PSE$estimate[2]
}
Est=data.frame(A_MLE,A_LSE,A_PSE,T_MLE,T_LSE,T_PSE)
M=apply (Est,2,mean)
A_MSE=apply((Est[1:3]-alpha)~2,2,mean)
T_MSE=apply((Est[4:6]-theta)"2,2,mean)
DD1=data.frame(n,alpha,theta,A_MLE=M[1],

A_LSE=M[2] ,A_PSE=M[3],T_MLE=M[4] ,T_LSE=M[5],T_PSE=M[6])
DD2=data.frame(n,alpha,theta,A_MSE[1],

A_MSE[2] ,A_MSE[3],T_MSE[1],T_MSE[2],T_MSE[3])
print (M)
print(DD1)
print (DD2)
}
library(compiler)
Algoritmi=cmpfun(Algoritmi)
kk=1000
Algoritmi (kk,10,3,1)

68



69



Kapitulli 4

Shperndarja e Weibull-Rayleigh-it:
Vetite dhe aplikimet

4.1 Hyrje

Shpérndarja e Rayleigh-it konsiderohet si shpérndarja me aplikimin mé té madh pas
shpérndarjes normale. Aplikimi i késaj shpérndarje ndér té tjera éshté tek radarét,
vetité e valéve té tipit sinus me zhurmé etj. Né vitin 1980 Rayleigh fitoi kéte
shpérndarje duke punuar né rezultatet e amplitudave té zérit qé vijné nga shumé
burime té réndésishme. Megjithaté né ditét e sotme shpérndarja e Rayleigh-it ka
njé fushé té gjéré aplikimi duke pérfshiré analizén e besueshmerisé(sigurisé) (ang.
reliability analysis), eksperimentet e testeve jetésore (ang.life testing experiments),
statistikén e aplikuar dhe hulumtimet népér klinika universitare.

Meqé shpérndarja e Rayleigh-it ka funksionin e raportit té Hazardit linearisht
rrités, atéhere kjo veti e bén té cmuar pér té studiuar komponentet qé nuk kané defekte
té prodhimit né fabriké por vjetérsohen shpejt me kohé. Njé aplikim kryesor i késaj
shpérndarje éshté tek analizimi i té dhénave te shpejtésisé sé erés. Kjo shpérndarje
éshté njé rast special i shpérndarjes se Weibullit ku parameteri i formeés sé lakores
éshté i barabarté me 2. Origjina dhe aspektet e késaj shpérndarje mund té gjenden
né Siddiqui [121], Hirano [59] dhe Howlader & Hossian [60]. Dyer & Whisenand [28]

kané shfaqur rendésiné e késaj shpérndarje né komunikimet inxhinierike dhe Polovko
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[115] ka paraqitur réndésiné e aplikimit té saj tek pajisjet me elektrovakum. Disa
autoré kané kontribuar né studimin e kétij modeli si p.sh Sinha & Howlader [122],
Ariyawansa & Templeton (8], Howlader [60], Lalitha & Mishra [102] dhe Abd Elfattah
dhe té tjeré. [7].

Pérkufizimi 4.1.1. [86] Ndryshorja e rastit X ka shpérndarje té Rayleigh-it (RD)
me parametér ¢ nése densiteti i saj jepet me:

g(x) = fze 5 2> 0,0 > 0 (4.1.1)
dhe funksioni i shpérndarjes ka formeén:
G(z,0)=1-— e 5 2 >0,0 > 0. (4.1.2)

ku me 6 kemi shénuar parametrin e formés sé lakores(ang. shape parameter).

Shpérndarja e Weibull-it éshté shpérndarje mjaft popullore dhe gjaté dekadave té
fundit éshté pérdorur pér modelimin e té dhénave né inxhinieri, studimet bilologjike,
analiza statistikore té mbijetesés etj. Né pérgjithési éshté mjaft e pérshtatshme pér
modelimin e té dhénave ku raporti i Hazardit éshté monoton. Marcelo et al. [66] kané
pérkufizuar dhe studiuar familjen e shpérndarjeve njépermasore me dy parametra
shtesé né ményré té ngjashme sikurse zgjerimin e shpérndarjes sé Weibull-it (Gur-
vich et al., [45]) dhe shpérndarja Gama ( Zografos and Balakrishnan, [133]), duke
pérdorur si gjenerator shpérndarjen e Weibullit. Termi gjenerator nénkupton se pér
¢do shpérndarje bazé G do té kemi shperndarje tjetér F'.

Nése G(x) éshté funksioni i shpérndarjes bazé i variablés sé rastit X, me densitet
g(z) dhe me funksion té shpérndarjes sé Weibull-it F(z,a,8) = 1 — e’ (for z >
0) me parametrat pozitivé o dhe §. Bazuar né kété densitet, zévendésojmé = me
G(z)

G (G(z) = 1 — G(x)). Tani do kemi njé shpérndarje té re té quajtur shpérndarja

Weibull- G (ose shkurt Wei- G) me dy parametra shtesé o dhe 5. Fillimisht éshté
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pércaktuar né vitin 2014 né punimin e (Marcelo et al. [66]) si mé poshté

G(x;¢)
1-G(x;¢)

F(z,a,p,() = / aﬁtﬁ_le_atﬁdt

0

_a[C@0]”
= 1—6{ [G(I)] },xER;a,B>O, (4.1.3)

ku G(x; ¢) éshté funksioni i shpérndarjes bazé. Familja e densitetit pérkatés ka formén

(G 0)! e[}
(6(%))B+1

Ndryshorja e rastit X me densitet (4.1.4) shénohet me X ~ Wei—G(a, 3, (). Parame-

fla, o, 8,¢) = afg(; () (4.1.4)

trat shtesé té fituar nga gjeneratori i shpérndarjes Weibull i japin pérparési té madhe
shpérndarjes sé re sepse fitohet njé shpérndarje me fleksibile. Nése § = 1, atéheré
kemi rastin ku gjenerator éshté shpérndarja eksponenciale. Njé interpretim i familjes
sé shpérndarjes Wei — G mund té shihet tek punimi (Cooray, [22] né kontekstin e

njejté. Funksioni i mbijetesés dhe raporti i Hazardit pér familjen Wei — G jepet me

(i)
R(z,a,5,()=1—F(z,a,53,() =e G@) , (4.1.5)
dhe

S

aBg(z;¢) (G(z;:0)""  aB(G(x;¢)"" b
= — - = — (z,(), (4.1.6)
(G)™ (G(2))”

respektivisht, ku h(z, () = (ggzg))) Shprehja %ﬁ;)ﬁﬁl shérben si faktor korrigjues
z T

pér raportin e Hazardit né modelin bazé. Gjeneratori (4.1.3) mund té pérdoret né

situata té pérgjithshme pér modelimin e té dhénave té mbijetesés me funksione té

ndryshme té raportit té Hazardit.
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4.1.1 Vetite matematikore.

Duke pérdorur seriné fuqi pér funksionin eksponencial marrim
—a G_(z,() B _ 7 Z
Ael#s)) g (D' B O} , (117)

G
Duke zévendésuar (4.1.7) né (4.1.4), fitojmé

M

I
o

o (CLel (G Q)
[z, e, 8,¢) = aBg(x; () Z (@(I))B("“)“ (4.1.8)
1=0
Duke pérdorur teoremén e binomit kemi
(86 T (Bli+1)+j+1) .
A B Y
1 - G(x:0)] JZO TG D cw (4.1.9)
Pas zévendesimit té (4.1.9) né (4.1.8) , densiteti Wei — G éshté
flw,,8,¢) = Zzwmg 2;¢) (Gla; Q)T (4.1.10)

=0 5=0

ku
(=)' BT (BEi+1)+5+1)
GIr (B +1)+1) ‘

wij =

4.2 Shperndarja e Weibull-Rayleigh-it

Neé kété paragraf do té studiojmeé shpérndarjen me tre parametra té quajtur shpérndarja
e Weibull-Rayleigh (W R). Duke zévendésuar G(x) dhe g(z) té dhéné me (4.1.1) and

(4.1.2) né (4.1.10) marrim funksionin e shpérndarjes sé¢ Weibull-Rayleigh-it
0 8
—ale2® —1

F(z,a,5,0)=1—c¢ ( ) ;x> 0. (4.2.1)

Densiteti i W R jepet me
8
2 2 5_1 —Q 6.2-127
flz,a,B,0) = affzes” (egz — 1) e ( 1> ,x >0, (4.2.2)
dhe raporti i funksionit té Hazardit éshté
B-1
h(z,a, ,0) = aﬁ@xeg z? (eg’c2 — 1) )
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4.3 Vetite statistikore

Neé kéte paragraf do té studiojmé vetité statistikore té shpérndarjes W R, gjegjésisht

funksionin e kuantilit, asimetrisé dhe kurtosis , momentet dhe funksionin e momenteve

gjeneruese.

4.3.1 Funksioni i kuantilit dhe Simulimet

Funksioni i kuantilit ne lidhje me (4.2.1) éshté

14 (M) %] (4.3.1)

2

Q) = F'(w) = || 51n

(%

Simulimin e ndryshoreve té rastit do ta béjmé si méposhté: Le té jeté U shpérndarja
uniforme né intervalin (0,1). Késhtu qé,duke pérdorur transformimet inverse kon-

siderojmé variablin X me

X

—1In

0

1+ (M) é] : (4.3.2)

(%

Nése zévendésojmé u = 1/2 né (4.3.2), marrim medianén M té X

v (22)]

4.3.2 Asimetria dhe shesheésia

2
M = 5111

Asimetria e Bowley-it (1962) jepet pérmes kuantileve:

_ Qo715 — 2Qo.5 + Qo.2s

S )
" Qo5 — Qo.2s

dhe sheshésia e Moors-it (1998), jepet me oktile:

_ Q0.875 - Q0.625 - Q0.375 + Q0.125
QO.?S - QO.QS

K,

ku Q(.) paraget kuantilet.
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4.3.3 Momentet

Teoremé 4.3.1. [76] Nése X ka shpérndarje W R(0, 3, «), atéheré momentet e rendit
té r-té pér ndryshoren e rastit X jepen si méposhte

i i (z+1lz+g 1)
0 k=0

or (141

ra+s)
1+z-
2 2
2 [0(k+1)]

Vértetim. Fillimisht rikujtojmé se momentet e rendit 7 pér ndryshoren e rastit X me

(4.3.3)

densitet f(x) jepet me

oo

:/fﬂwm

0
Zévendésojmé (4.1.1) dhe (4.1.2) né (4.1.10)dhe fitojmé

0 7 Bi+1)+j—1
. = ZZMZ,J«Q/wTHG_ggBQ 1 — e_gg”Q] dx, (4.3.4)
0

i=0 j=0

N 0 o 51BG+D+H—1
meqe 0 < l1—e 2% < 1 pér z > 0, nga shprehja per seriné binomiale [1 —e 2" ] rrjedh
_6 2] Al +i-1 - k (BG+1)+i—1\  —kSa?
[1—6 : ] = 3 (—pyE (P kg, (4.3.5)
k=0
keshtu qé
(e}
(. = Z (—1)* (ﬂ(z+1)+g 1 ww@/ rl = (k+1)§a® g (4.3.6)
i,j,k=0

Le té jeté (k+1)%2% = t, gjejmé:
OT(1+ %)

ﬁ. (4.3.7)
2 [0(k+1)]

/
o = 0ijk

ku

Sisn = Z Zwm 5(z+1lz+3 1)

4,j=0 k=0

me cka perfundon vértetimi i teoremeés.

Bazuar né teoremén 4.3.1 masa e dispersionit, asimetrisé dhe sheshésisé pér shpérndarjen
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WR(z;a,6,3) mund té meren duke u bazuar né relacionet e méposhtme

CVrn = 221,
H1
CSwr = Ha(0) = 3m()ua(9) + 2ui(¢)
[12(¢) — pi(9)]*
dhe CKypy — Fa(0) =4 (@)s(9) + 6/@(@2“2(@ — 344(g)
[12(¢) — pi(9)]

Teoremé 4.3.2. [76] Funksioni gjenerues i momenteve pér shpérndarjen W R jepet

me
> 4 or(1+ =
Mx(t) :Zﬁém : e (4.3.8)
=0 2 | s |
Vertetim.
Mx(t) = /etxfWR(x)dx
0
=t N
S ILTTIEIIES
r=0 r=0
=t Or(1+ %
— Z_'(s“k ( 2112 (4.3.9)
ST ]
0(k+1)
O

4.4 Shperndarja e statistikes sé renditur

Né kété paragraf, do té marim format e shprehjes pér densitetin e r statistikés sé
renditur té shperndarjes W R, poashtu, asimetrine dhe sheshésiné e r statistikés sée
renditur té zgjedhjes me véllim n pér zgjedhje té ndryshme n dhe r. Le té jetée
X1, X, ..., X, njé zgjedhje nga shpérndarja W R me densitet (4.2.1) dhe funksion
shpérndarjeje (4.2.2), respektivisht. Le té jené X1y, X(2), ..., X(»,) statistikat e rendi-

tura té fituar nga kjo zgjedhje. Tani japim densitetit e X,.,, té themi f,.,(z, ®) dhe
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momentet e X,.,, r = 1,2,...,n. Asimetria dhe sheshésia e densitetit té X,., jané

paraqgitur mé poshté. Densiteti i X,., jepet me

1

Blrn—r+1) L@ O) [ = F, )" f(z, @) (4.4.1)

frn(z, ®) =

ku F(z,®) dhe f(z,®) jané funksioni i shpérndarjes dhe densiteti i W R té dhéné me
(4.2.1), (4.2.2), respektivisht, dhe B(.,.) éshté funksioni beta. Meqé 0 < F(z,®) < 1,

pér x > 0, duke pérdorur seriné binomiale pér [1 — F(z, ®)]"", té dhéné me

- =y (") Fe e, (4.42)

=0 J
kemi )
Fro(, ) = Z(—w (” ]_ T) [F(z, ®)] " f(x, @), (4.4.3)

Duke zévendésuar (4.2.1) dhe (4.2.2) né (4.4.3), mund te shfagen shprehjen pér
momentet e rendit k-té té statistikés sé renditur X,., té themi F(XE ), si kombinim
linear i momenteve té rendit k t€ W R.

Statistika e renditur e r-té pér shpérndarjen e Weibull Rayleigh-it jepet me

aﬂ@xegﬁ

B(r,n—r+1)
n+pB—r

[ a(e%m21)B] 0.2 B-1

- le <e2 — 1) .

Densiteti i statistikés sé renditur X () jepet me

frm(z, ®) =

n+6—1
0,2 0,2 B-1 _a(e%-rQ_l)B
A |

dhe densiteti i statistikés sé renditur X, éshté
B
B*l _ Q"EQ_I s
fn:n(xa Q)) = naﬁ@xe%ﬁ (6%962 — 1) [6 a(eQ )

[1 a(egIQI)ﬁ]nl
-|l—e .
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4.5 Vleresimii parametrave me metodeén e katroréeve
me te vegjel

Né kété paragraf do té pérdorim regresionin pér vlerésimin e parametrave té panjohur
té shpérndarjes Weibull-Rayleigh-it; pér heré té paré kjo metodé éshté pérdorur nga
Swain, Venkatraman and Wilson [120] pér vlerésimin e parametrave té shpérndarjes
beta. Supozojmeé se X1, Xo, ..., X,, éshté zgjedhje e rastit me véllim n prej funksionit
té shpérndarjes G(.) dhe supozojmé se X(;); i = 1,2, ..., n shénon zgjedhjen e renditur.

Metoda e propozuar pérdor shpérndarjen e G(X(;)). Pér zgjedhjen e rastit me véllim

n, kemi
E(G(X@)) = #,V (G(Yw)) = (;(fl_)zi(;ig)
dhe Cov (G(X)), G(X())) = in—j+1) ;for i < 7,

CESECES)
pér mé tepér shih Johnson, Kotz and Balakrishnan [51]. Duke pérdorur pritjet matem-

atike dhe variancat, kemi dy variante té metodés sé katoréve meé té vegjél gé¢ mund

té pérdoren pér vlerésimin e parametrave.

Metoda e katroréve mé té vegjél realizohet duke béré minimizimin e shprehjes

3 (G(X(Z-) - - i 1)2, (45.1)

i=1

né lidhje me parametrat qé do té vlerésohen. Késhtu qé né rastin e shpérndarjes W R,
metoda e katroréve mé té vegjél pér parametrat «, 8 dhe 0, té themi a g, BLSE, dhe

f.s, respektivisht, kérkon té minimizohet (4.2.1) dhe (4.5.1):

Q(a,ﬂﬁ):i 1_6{“{6%1}6}— ! 2. (4.5.2)

P n—+1

Pér té minimizuar (4.5.2) né lidhje me «, 3, dhe 6, fillimisht derivojmé né lidhje me
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kéta parametra me cka fitojmeé:

0,2 B
o oo i)
[62 <i>—1] e , (4.5.3)

0,2 s
Q$2 B {Ol|:62 (1)71:| } Q$2
Q [62 (1) — 1i| e 10g [62 (1) — 1i| , (454)

0,2 B
0.2 0.2 B-1 {0‘{62 %Z)*l} }
afrez”® [62 @ — 1] e . (4.5.5)

Vlerésimet e parametrave merren duke i barazuar ekuacionet e mésipérme me zero.
Meqé vlerésimet e parametrave nuk mund té shfagen né formé té pérshtatshme pér
zgjidhje atéheré duhet té perdorim ndonjé algoritém té metodés numerike pér zgjid-

hjen e tyre.

4.6 Vleresimii parametrave me metoden e péergjasise
maksimale

Le té jeté Xy, Xo, ..., X, zgjedhje e rastit ku X ~ WR((z, ) me vlerat e observuara

T1, Ty, ..., T, dhe le té jeté ¥ = (a, 3,0)T vektori i parametrave té modelit né shqyrtim.
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Funksioni i pergjasisé maksimale pér (4.1.4) jepet me

n 0 n
Li) = nloga+nlogf+nlogd+ 3 logzi+ 5 a?
i=1 =1

n 5_1)i10g (e%w? _ )—az [62 z —1} . (4.6.1)

Duke derivuar L(p) né bazé té parametrave «, 3, dhe 6 dhe duke barazuar rezultatet
me zero, marrim maksimumin e kétij funksioni. Derivatet parciale té L(p) né lidhje

me secilin parametér jané:

U, :
(¢) T
ku
8(L) n - 0.2 B
Oa o = [6 ] 0, (4.6.2)

3 L - 2 - 2 B 2
-J—L=ﬁ+§:bgG%“=Q—@EZF&%—@ log [eff —1] =0, (4.63)

dhe

d (L) noolgs , "L g2ea%

5~ = gtz ait(B-1 Z

00 0 2 — ; 9 <€§x3 _ 1)
B~ g 0,2 [ 042 p-1
_7in62 i [62 i _1] =0 (464)
=1

Vlerésimi i parametrave me metodén e pérgjasisé maksimale pér parametrat «, 3, dhe
6 té themi a, 5 , dhe 9 fitohen duke zgjidhur ekuacionet, B(L) = %g) = % = 0. Meqé

kétu nuk kemi forma té pérshtatshme pér zgjidhje pérdorim algorime pér zgjidhje me
metoda numerike. Nése pér tre parametrat e shpérndarjes W R(z; «, 3, 6), ekzistojne

derivatatet e rendeve té dyta atéheré kemi matricén

e~

Q « Vaa Vag Vg
Bl~N{|l 8 || Vaa Vis Vi |]- (4.6.5)
0 0 Voo Vis Vag
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Voo Vog Voo
ku
0*L n
Vaa = a5 5 —
da? o?
0L n ) 2
Vi = T _% _ Z <61/29:n1 1) <1n (el/”“ 1))
1
%L n n g lel/20m
Ve —_— === — —1 1
00 8‘92 02 (6 ) ZZI / (61/29961'2 _ 1)2
o <€1/29I¢2 _ 1>5B$i4€1/29xi2 (6 61/29“2 o 1)
B Z — (61/29@2 _ 1)2

n

n (61/29xi2 _ 1)ﬂ6xi261/29xi2

0*L 1
v = — = ——
a0l 2 ZZI el/20z® _
921, n xi261/29“2
Voo = Buo6 — 2.1 /2027

n <61/29I1‘2 _ 1)5.T7;261/29xi2 </B ln <61/29xi2 _ 1) + 1)

Q
_52 el/20u2 _ ]

Duke gjetur matricén inverse té matricés sé mésipérme do té marrim vlerat asimp-

totike té variances dhe kovariancés pér vlerésuesit a, B dhe 6. Duke pérdorur (4.6.6),

pérafrojmé intervalin e besimit 100(1 — )% pér a, 8 dhe 6 si mé poshté

(/)é\:]:Z% \/ Vaa,ﬁﬂ:Z% Vgﬁ, dheeiZ%\/‘/gg,

ku z, éshte percentili 1007% i shpérndarjes normale té standardizuar.
Duke pérdorur R mund té njehsojmé matricén e Hesianit dhe inversin e saj késhtu
gé marrim gabimet standarde dhe intervalet e besimit pér parametrat e vlerésuar.
Do té pérdorim testin e raportit té pérgjasisé maksimale pér té treguar se pér té
dhéna te ndryshme qgé do té shqyrtohen, shpérndarja Weibull-Rayleigh éshté statis-

tikisht mé e miré se shpérndarja e Weibull-it. Né rastin e pérgjithshém, testojme
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hipotezat e tipit Hy : A\ = A9 krahas Hy : A # 6y duke performuar testin LR
(ang.likelihood ratio). Né kété rast testi LR pér testimin e hipotezés H, kundrejt
H, éshté w = 2(0(0; ) — {(Mo;x)), ku A dhe )y jané parametra té vlerésuar me
metodén e pérgjasisé maksimale nén hipotezat H; dhe H, respektivisht. Statistika w
éshté asimptotikisht (kur n — oo) me shpérndarje x2, ku k éshté gjatésia e vektorit A
qe po shqyrtohet. Testi LR hudh poshté Hy nése w > 3., ku xj., shénon kuantilin

1007% e shpérndarjes 3.

4.7 Aplikimi

Né kété paragraf do té krahasojmeé rezultatet e pérshtatjes sé té dhénave me shpérndarjet
e Weibull-Rayleigh, Exponentiated Weibull, Beta-Weibull-it ([108]) dhe Weibull-it.
Té dhénat jané marré nga Meeker dhe Escobar (1998, p. 383, [95]); ato paraqgesin
kohén e déshtimit dhe kohén e punés sé pajisjeve nga njé sistem i madh pajisjesh. Dy
lloje té déshtimeve té pajisjeve jané vérejtur: Déshtimet nga tensioni i larté i rrymes
gjate elektricitetit dhe déshtimet e tjera nga prodhimet normale. Koha e déshtimeve
éshté dhéné méposhteé:

2.75,0.13, 1.47, 0.23, 1.81, 0.30, 0.65, 0.10, 3.00, 1.73, 1.06, 3.00, 3.00, 2.12, 3.00,
3.00, 3.00, 0.02, 2.61, 2.93, 0.88, 2.47, 0.28, 1.43, 3.00, 0.23, 3.00, 0.80, 2.45, 2.66.

Matrica e variancé kovariancés 1(A)~! pér shpérndarjen e Weibull-Rayleigh pér té
dhénat e méposhtme llogaritet si

0.012  0.001 —0.040

I =1 0001 0007 —0.044
—0.040 —0.044 0.364

~

Késhtu qé, varianca e parametrave «, 3 dhe 6 éshté var(a) = 0.012, var(5) = 0.007
dhe var(é) = 0.364. Tutje, intervali i besimit 95% pér parametrat «, 3 dhe 6 éshté
[0.060, 0.490], [0.122, 0.462] dhe [0.379,2.745] respektivisht. Do té paragesim edhe

grafikisht profilin e funksionit té pérgjasisé pér parametrin. Paraqgesim o né figuré
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Tabela 4.1: Vlerésuesit me metodén e pérgjasis€ maksimale, katoréve meé té vegjél
dhe gabimet standarde pér té dhénat e shqyrtura

Modeli ML-Vlerésimi Gabimi Standard LL LSES
Weibull-Rayleigh & = 0.275 0.109 35.409 0.6283
B =0.292 0.086 0.039
0 =1.562 0.603 1.561
Beta-Weibull & = 6.104 0.003 39.562 1.595
3 =0.205 3.179¢-06 0.045
a=0.149 0.029 6.793
b=238.114 3.932 3.933
Exponentiated Weibull & = 0.314 0.024 39.463 0.032
B =5.877 0.199 5.885
6 =0.156 0.029 0.038
Weibull & = 0.449 0.115 46.158 0.133
B =1.265 0.204 0.055

Tabela 4.2: Kriteret e krahasimit per Weibull-Rayleigh-in

Model -2LL  AIC AICC
Weibull-Rayleigh 70.818 76.818 77.741
Beta-Weibull 79.124 87.124 88.266
Exponentiated Weibull 78.926 84.926 85.849
Weibull 92.316 96.316 96.760

4.1 pér té treguar unicitetin e vlerésimit té kétij parametri.

Testi LR pér testimin e hipotezés Hy : 6 = 2 kundrejt H; : 0 # 2 pér té dhénat
éshté w = 21.498 > 3.841 = Xg;o.%, pra hedhim poshté hipotezén fillestare.

Nga té dhénat e tabelés 4.1 mund té shohim vlerésimet e parametrave pér shpérndarjet
e studiuara pér té dhénat; tabela 4.2 tregon vlerat e —2log(L), AIC dhe AICC. Vlerat
né tabelén 4.2, tregojné se shpérndarja e Weibull-Rayleigh éshté mé e pérshtatshme
pér té studiuar kéto té dhéna se sa shpérndarjet e tjera né kété model. Grafikét e
densiteteve qé paragesin densitetin empirik me densitetet e shpérndarjeve té shqyr-

tuara jané dhéné né figurén (Fig. 4.2). Densiteti i shpérndarjes Weibull-Rayleigh
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paraget mé miré té dhénat se sa densitetet e shpérndarjeve tjera. Figura (Fig.4.3)

tregon grafikun P-P pér WR dhe W pér té dhénat e shqyrtuara.
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Fig. 4.1: Funksioni i pérgjasisé maksimale pér parametrin « pér té dhénat
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Fig. 4.2: Grafikét e densiteteve qé paragesin densitetin empirik me densitetet e
shpérndarjeve té shqyrtuara
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Fig. 4.3: Grafikét PP pér Weibull-Rayligh dhe Weibull pér té dhénat
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Fig. 4.4: Funksionet e shpérndarjes empirike, Weibull-Rayeigh-it, Weibullit né fuqi
dhe Weibullit pér té dhénat
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Kapitulli 5

Shperndarja e anuar normale, t—e
anuar dhe Dirichle. Varesia
bishtore

5.1 Hyrje

Idea e shpérndarjeve té anuara éshté dhéné né vitin 1985 nga Azalini ku si bazé
kryesore merret lema

Lemé 5.1.1. [2]Le té jeté f densitet simetrik rreth origjines 0, G— densitet - funk-
sion i vazhdueshém absolut i tillé qe G eshte simetrik rreth origjines. Atéheré
2f(z)G(Az), (—o0 <z < o0) éshté densitet.

Vértetim. Duke supozuar se f dhe G jane simetrik rreth origjinés, kemi

/ 2f(x)G()\w)da:2{ / F@)GO)dx + / f(x)G()\x)dx}

—0o0

2{ / F(@)GOa)de + / f(x)[lG()\x)]dx}

0

:2/f(x)dx:1 (5.1.1)
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5.2 Shpeérndarja normale e anuar

Pérkufizimi 5.2.1. [2] Themi se ndryshorja e rastit X, ka shpérndarje normale té
anuar nese densiteti i saj éshté:

flz,a) =2¢(z)P(ax), —o0 <z < 00, (5.2.1)

ku ¢(x) = ﬁe‘é dhe ®(z) = [ ¢(t)dt jané densiteti i shpérndarjes nor-

male standarde dhe funksioni i shpérndarjes normale standarde respektivishté. Pér

thjeshtési do e pérdorim shenimin X ~ SN (0,1, \).

0.8

0.6

f(x)

0.4

0.2

0.0
1

Fig. 5.1: Densiteti i shpérndarjes sé anuar normale

Me rritjen e |«| densiteti gjithnje e me shume béhet mé i anuar. Né vazhdim disa

veti té késaj shpérndarje do i japim né lemén e méposhtme.
Lemé 5.2.1. [2] Le té jeté X ~ SN(0,1,\). Atéheré:
1. KurA=0, Z~ N(0,1),

2. Kur A — oo, fi(z) tenton né 2¢(x)Ix~o, g€ éshté densiteti i shpérndarjes
gjysmeé-normale.

3. —X ~ SN(0,1,—)),
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4. D(x; =) =1—P(—x;N),

5. log(fa(x)) éshté funksion konkavé i x dhe densiteti fy(x) éshté funksion uni-
modal © x,

6. X* ~ x3.

Lemé 5.2.2. [116] Le té jeté Z ~ N(0,1) dhe X ~ SN(0,1,\). Atéheré |X| dhe |Z|
kané shpérndarje té njéjté.

Vertetim.

_ / 26(u) () du + / 26(u) () du
:/x2¢(u)q>(au)du—/Ong(—u)q)(—au)du
:]2¢(u)<1>(om)du+]Qd)(u)@(—&u)du

xT

= /2¢(u) [®(au) + ®(—ow)]du

0
T

_ /2¢(u)du = P(|Z] < 2)

0

O

Lemé 5.2.3. Variabla e rastit X ka densitet (5.1), atéheré dhe vetém atéheré nésé
X mund té paraqitet ne trajtén:

X = 0|2+ V1 = 622, (5.2.2)
ku Zl, ZQ ~ N(O, 1) dhe
§=_ 2 (5.2.3)
14+«
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5.3 Momentet e shpérndarjes normale te anuar
univariate

Lemé 5.3.1. [4] Le té jeté X ndryshore e rastit q¢é ka shpérndarje normale standarde
dhe le té jené h dhe k numra real. Atéheré:

E{®(hX +k)} = { \/1117}#} . Vh, k. (5.3.1)

Vértetim. Pér ¢do h dhe k, do té shénojmé E{®(hX + k)} si:

U(h k) = B{O(hX + )} = / B(ha + k)o(x)dz. (5.3.2)

—00

Pas derivimit té ekuacionit (5.3.2) sipas k fitojmé:

% = / o(hx + k)p(x)dx

- % 7eXp {—% (ha + k)* + 27 } dx

o0

00 2
L, k2 /e Len bk .
—exp | —————— Xp { — .
or P\ 201 1 h2) P 2 1+ 12

—00

2
Pas zévendésimit té u = /1 + h? (x + 1_?122) kemi:

oW (h, k) L ( k2 ) 1 7e { u2}du
ok aymviim P\ Tei+m))avE ) P2

1 k
VI +h2¢<\/1 +h2)'

Tani pas integrimit sipas k, kemi: W(h, k) = ® {\/ﬁT} )

O

Lemé 5.3.2. [4] Nése X ~ SN(0,1,\) atéhere funksioni gjenerues i momenteve
eshte:

My (t) = 25%(%) (5.3.3)
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Vértetim.

Mx(t) = E(e"™) =2 76“@5(:5)@()@)6&
— 2% 7 ¢12_7T exp {—%(x - t)2} BNt
— 2% 7 \/12_7T exp {—%uQ} (A (u+1t))du
_ Qet;EOZCI)()\(u L)),

ku U ~ N(0,1).
Nga lema 5.3.1 kemi:

O

Viteve té fundit jané pércaktuar disa pérgjithésime té shpérndarjes asimetrike

normale si p.sh.

1. Nadarajah dhe Kotz (2003): Ndryshorja e rastit ka shpérndarja asimetrike

normale-normale nése denisteti i saj éshté:

fx(z) = 2 exp (_a:_i) CI><&>, —00 < T < 0.

20 1)

\2mo

(5.3.4)

Duke zévendésuar A = 6 = 1 né (5.3.4)fitojmé shpérndarjen asimetrike normale

standarde.

2. Arellano-Valle et al. (2004): Ndryshorja e rastit ka shpérndarja té pérgjithésuar

asimetrike normale nése densiteti i saj éshté:

)\11’

fx(z) = 2¢($)(I)< ), AN ER AN >0,—00 < x < 00. (5.3.5)

vV 1+ )\21‘2

Duke zévendésuar Ay = 0 né (5.3.5) fitojmé shpérndarjen asimetrike normale.
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3. Ma and Genton (2004): Ndryshorja e rastit ka shpérndarje fleksibile asimetrike

normale nése densiteti i saj éshte:
fx(z) = 2¢(x)<1><owc + Bx?’), a,fe€R—oc0 <z < o00. (5.3.6)

Duke zévendésuar § = 0 né (5.3.6) fitojmé shpérndarjen asimetrike normale

standarde.

4. M. Sharafi, J. Behboodian(2008): Ndryshorja e rastit ka shpérndarje Balakr-

ishnan asimetrike normale nése densiteti i saj éshte:

fo(x) = c(Np(x)@"(A\x), n>1,r€ R NER. (5.3.7)
ku ¢, (\) = L = E((},}(/\U)), U ~ N(0,1). Duke zévendésuar n = 1

T p(z)®™ (A\x)dx

—0o0

né (5.3.7) fitojmé shpérndarjen asimetrike normale.

5. A. Jamalizadeh, J. Behboodian, N. Balakrishnan (2008): Ndryshorja e rastit ka

shpérndarje asimetrike normale me dy parametra nése densiteti i saj éshte:
f([[’, )\1, /\2) = C()\l, )\2)(,0(1‘)@(/\11’)@(/\21‘), x e R, Al, /\2 S R, (538)

ku c(A, o) = E[@(\2)®(N\ox)], X ~ N(0,1). ku ¢,(\) = =—L1—— =
T o@)®n o)

—o0

7}3@"1()\[,)), U ~ N(0,1). Duke zévendésuar \; = A\, Ay = 0 0se Ay = A\, \; = 0 né

(5.3.8) fitojmé shpérndarjen asimetrike normale.

6. P. Hasanalipour, M. Sharafi (2012): Ndryshorja e rastit ka shpérndarje té
pérgjithésuar Balakrishnan asimetrike normale nése densiteti i saj per n € R
eshte:

vV 1+ )\21‘2

x € R\ € R, A > 0ku koeficienti ¢, (A1, A2), 1 cili éshté funksion i n dhe

Ful@i At Aa) = en(A1, M) () D" <A7”> , (5.3.9)

parametrave A, Ay jepet me:

1 1
Cn()‘la )\2) = = U~ N(0> 1)-

[ owr(en(cas)]  Ble( )]

—00
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Duke zévendésuar A\; = A\ Ay = 0 ose Ay = A\, A = 0 né (5.3.8) fitojmé

shpérndarjen asimetrike normale.

5.4 Shpeérndarja asimetrike normale me shume vari-
abla

Kalimi nga shpérndarja me njé variabél né até me shumé variabél mund te arrihet
duke pérdorur formulen Farlie-Gumbel-Morgenstern, qé né rastin me dy variable merr

kéte trajte:
F(x1,29) = Fi(z)Fo(x)[1 + a{1 — Fy(z1) H{1 — Fa(x9)}], (5.4.1)

ku F; dhe F5 shenojné shpérndarjet margjinale (ang. marginal distributions) dhe «

éshté parametér qé merr vlera né intervalin (—1,1).

Pérkufizimi 5.4.1. [4] Themi se vektori X qé ka dimension k, ka shpérndarje
asimetrike normale me shumé variabla nése densiteti i tij éshté:

fx(x) = 204(z; Q) ®(a’2), 2 € R, (5.4.2)

ku ¢ (z; w,) éshté vektor k— dimensional qé ka shpérndarje normale me pritje matem-
atike 0 dhe matricé korelacioni €2,; « éshté vektor k—dimensional gé kontrollon
asimetriné (ang.skewness).

5.5 Shpérndarja e anuar t

William Sealy Gosset(1876-1937) ka patur diplomé né Matematiké dhe Kimi pre;
Oksfordi, kur me 1899 filloi té punoi pér fabrikén e birrés Messrs né Dublin. Gjaté
punés sé tij né kété kompani ai ndértoi teoriné e zgjedhjeve té vogla né statistiké sepse
i nevojiteshin pér eksperimente né numeér té vogél. Meqé me rregullat e kompanisé
nuk lejohej té botoheshin rezultatet shkencore nga stafi i kompanisé, Gosset publikoi
kéte shpérndarje me pseudonimin ”student”.

Le té jeté Z ndryshore e rastit qé ka shpérndarje normale standarde N(0, 1) dhe V
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ndryshore e rastit qé ka shpérndarje x?(n). Atéheré ndryshorja e rastit T = ZV ka

n

shpérndarja t me densitet

Gomez dhe té tjeré, [43], kané pérkufizuar shpérndarjen e anuar ¢t — normale me

n shkallé lirie me densitetin

flz) = 2005 (1 + x—z)_(nﬂw D(\z).

n

Duke pérdorur analogjiné e njéjté me pérkufizimin e shpérndarjes normale té an-
uar, po ashtu né vitin 2003, u dha pérkufizimi i shpérndarjes shumépermasore té
anuar t.

Pérkufizimi 5.5.1. [46] Le té jeté X = (X1, Xa,..., X,,) ~ SN,(X, ) dhe W ~ x2
Themi se ndryshorja e rastit ka shpérndarje shumépérmasore té anuar ¢ nése ka
densitetin e trajtés:

9 (1 + n—1y2—1y)*(n+p)/2
r (n_ﬂﬂ)

2

faly,a) = Fr 2 m) (5.5.1)

n+p ( /n+y2_1y

ku Fr, éshté funksioni i shpérdarjes t.

Demarta dhe McNeil [27] definuan shpérndarjen e anuar ¢ né trajtén
X =9Vt v-iig (5.5.2)

ku Z ~ N(0, R) dhe éshté e pavarur nga V ~ T’ (g, g)

Pérkufizimi 5.5.2. [36] Le té jeté (X, X3) njé ndryshore rasti dypérmasore me
funksione margjinale té shpérndarjes njépérmasore Pr(X; < x) = Fi(x) dhe Pr(X; <
x) = Fy(x). Koeficienti i sipérm i varésisé bishtore jepet me:

AU = lim (Fl(Xl) > U|F2(X2) > u), (553)

u—1-

ndérsa koeficienti i poshtém i varésisé bishtore jepet me:

u—>
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Pérkufizimet e koeficientéve bishtoré munden poashtu té jepen pérmes kopulés
té dhéné nga Sklar né vitin 1959, [126]. Termi "kopulé” (ang. copula) éshté emér
latin ”copulare” qé ka kuptimin ”lidhje ose bashkim”. Ideja e futjes sé kopulés éshté
gé té kalohet nga modelet individuale né modelet té pérbashkéta. Kopula C éshté
njé funksion i shpérndarjes ku funksionet margjinale kané shpérndarje uniforme né
[0, 1]. Sklar [126] ka vértetuar se funksioni i shpérndarjes sé ndonjé dysheje (X,Y)

me funksionet e shpérndarjes G' dhe H respektivisht, mund té shprehet si

F(r,y) = C{G(x), H(y)},

né terma té kopulés C, paraqitja éshté e vetme kur G dhe H jané té vazhdueshme.
Pérkufizimi 5.5.3. [54], Nése C éshté kopulé e (X,Y), atéheré

1—2t+C(t,1)

Ay = lim e (5.5.5)
dhe Olt s
M = lim 200 (5.5.6)
u—0t
Le té jete
X =V3Z (5.5.7)

kaZ = (Z1,Za,...,Z4) ~ SN,(0,R) and V ~ F(g, g) dhe Z jané té pavarura nga V.

Teoremé 5.5.1. [36] Koeficienti i poshtém i varésisé bishtore pér X qé ka shpérndarje
té dhéné me (5.5.2), ku 0 = (01, 0,) jepet me:

1. Nése 0, = 05 =0, atéhere

AL = 2P (tnﬂ < —\/(” ) Gy p)) (5.5.8)

1+p

2. Nése 01 dhe 05 > 0 atéheré \;, = 0;
3. Nése 01 dhe 05 < 0 atéheré \p, = 1;
4. Nése 01 > 0 dhe 0, < 0 atéherée A\, = 0;

5. Nése 01 = 0 dhe 05 > 0 atéheré A\, = 0;
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6. Nése 01 =0 dhe 05 < 0 atéheré A\, = 0;

1

)\L:/ 1—® <2 g\(/iﬂ)) wi | | du (5.5.9)

0
Tani duke marré né konsideraté densitetin e shpérndarjes normale dypérmasore

té anuar té dhéné me
fx(x) = 2¢s(z, R)P(6°z), z€R (5.5.10)

dhe duke marré né konsiderim densitetin e trajtés (5.5.7), fitojmé densitetin e vektorit
té rastit X gé ka shpérndarje ¢ té anuar né formeén tjetér me densitet té dhéné si me

poshteé:

i R\ - 7 (3)? 0y
X) :2/¢2(x,§)®(6 x\/g)@y e 2Ydy

) —1(xTR1x T (g);’ 2.1 -1
:2/76 2(x W (0T x,/y) y2 e 2Vdy
J 2m\/1—p? v I'(%)
2(1)3 7’ —
= HTX 771 77(77+X R~ yd
2T = () (0" xvy)y Y
2(%)% n+2

— (n+xTR1x)~"
2m\/1 — pPI(2)

o0

X /@(HTX1 / m%)wngﬂleéwdw
0

+2 n2_1 1y
_ 2F(”Tn) <1 N xTR~1 x / LTU )w 2n+2len2 i
mnl'(3) \/ n+xTR7Ix" 4,5 T3
20 (£2) xR 'x\~%* w
_xe, ) b (007 | — )
(3 < + n w | $(0x 1+ XTR—lx)
n+2

o (12 xR x\ —&* +2
= ( 2 2) <1 + > Ftn+2 <¢9TX 7]—_1) .
/1= p?1(3) X

~—

N3



Pra, vektori i rastit X themi se ka shpérndarje dypérmasore ¢ té anuar nése den-

siteti i tij jepet me:

20 (15 TR x5 2
o= OB (I T
/1 — p?T(3) n n+x'R-1x

ku Fy 4o(-) éshté funksioni i shpérndarjes ¢ me 7 + 2 shkallé lirie.

Densiteti margjinal i X; mund té gjendet si

o0

fialon) = [ fx(x)ds

o olNe o]

R r (32 2y
= 2 gf)g(x,g)@(@ X\/@F(ﬂ)yQ e 2Ydydx,
—00 0 2
7]02 Y _Z<W+$§)QJ(0T B a4,
= — ¢ X 2 e 2Ydx
/. o 1_p2 ) F(g>y 20y
o 1 o
Y2 w2 122 —p?
:/2\/%6 271 %6 2@(@‘91&’1‘}“92\/@( Z—i—pm)) Adl‘gdy
0 —00
ku
(D2 g4y _»
A= 2 2 17 2Y
O
marrim z = 1f/p2 (x9 — p1),
= 72 y% 6_%$%E2(q) <02\/ 1-— pQZ + (01 + p@g)\/@xl)) (g)gyg_le gydy
/ “om I'(3)
oS 1 n
/ V2r 1+62(1—p2)/T(2)
(w) 2\ 5t +1
—2— 2~ <1+_1> (g | -—2—),
@)@ T
ku
0 0
A = 1+ pb2




Lemé 5.5.2. [36] Ndryshorja e rastit Xy ka varési bishtore té poshtme té dhéné me:

n+1 5
P(X; <m)~ 2 ( ) lz| " Fy (v + 1), kure — oo. (5.5.11)

Vil () n
5.6 Shpeérndarja Dirichle

Shpérndajra Dirichle éshté njé pérgjithésim shumépérmasor i shpérdarjes beta. Den-

siteti 1 saj jepet me

MSa) o
fz1, 20, .. T 00, 0, .o ) = HZ () U (5.6.1)
Nése k = 2, atéhere densiteti (5.6.1) merr trajtén e densitetit te shpérndarjes beta.
Vértete, meqe Zk:lxz =1 — 29 =1 — x, atéheré fitojme:

Iog + ) o
T o o\t

I'(a1)l(az)

Densiteti i shpérndarjes Dirichle (shih p.sh. Kotz dhe té tjeré. (2000)) jepet me

f(z1, 20501, 0) = (1 - 951)%_1

Bl kel
—1
1o (S e
Hz 1 F (ai) i=1 i=1
ku ZZ L ui < 1lu; >0,i=1,...,k Shénojmé me (u;...uz_1)' vektorin e rastit me

densitetin e dhéné mésipér e shkruajmé me (U; ... Up_1)" ~ D(k,«). Vektori i rastit
né trajtén e transformuar (uy’”,. .. ul/")7 ka densitetin

k-1

k 1F ap—1 k—1

( ) Hufaﬁl, u; > 0,1 = K Z Ju; [P < 1.
Hz— I'(a i=1 i=1

Le té jené I, ...I, ndryshoret e rastit té pavaruara qé marrin vlerat —1,1 me den-

sitet 1/2. Vektori i rastit (IlUll/p, . ,Ik,lU,iipl)T paraqet simetriné me fuqi p té

(Uy...Ux_1)". Densiteti i vektorit simetrik te rastit éshté

k 1F k*lk_l .
R o | PO —
L T 1H r (1 §:|uz> ZHlM . (562)
ku Y sl < 1
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Pérkufizimi 5.6.1. [56] (Gjeneratori i densitetit) Le té jeté g njé funksion pozitiv i
matshém, dhe o := (aq,...,a) ",k > 2, vektor me komponetet e tij pozitiv. Nése
w € (0, 00] funksioni ¢ plotéson

(2) Baalled [ ypomtge =, a- z 5:63)

atéheré g do té jeté njé gjenerator densiteti me «a; shenojmé g ~ GSD(k,p, a, F).
Nése integrali i mésipérm éshté i fundém pér ndonjé o (me komponent pozitiv) do t'i
referohemi ¢ si gjenerator universal densitetesh.

Hashorva dhe té tjeré [56] kané treguar se gjeneratori i densitetit definon né menyré

unike densitetin e LpGSD.

Teoremé 5.6.1. [56] Le té jeté g ~ G(a,w) me a € (0,00)% k> 2, dhe w € (0, 00],
dhe x le té jeté vektor i rastit k-dimensional me densitet funksioni h té pérkufizuar
me

k k
h(x) := g(z |z;|") H |z, P VX = (2, 2) | € RFL0 < |||, < w,(5.6.4)
i=1 i=1

me p > 0. Atéheré X ~ GSD(k,p,a, F) ku F éshté njé funksion i shpérndarjes né
[0,w) me densitet funksionin f

k—1 1ok '
f(r) = 2 (%) %g(ﬂ’)rml, Vr e (0,w). (5.6.5)

Anasjelltas, nése X ~ GSD(k, p, o, F') me funksionin e shpérndarjes F' me densitet
f atéheré X ka densitet funksionin h té pércaktuar me (5.6.4) me gjenerator densiteti
g té pérkufizuar me densitetin f (5.6.5).

Vértetim. Transformojmeé variablat
k
y=x;r P, i=1,...,k—1, dhe rp:Z\xi]p.
i=1

Duke llogaritur Jakobianin e kétij transformimi fitojmé densitetin e X

. k—1 k—1 o —1
h(r,z1,...,2k,) = 29(7“”)7"1’21':10‘*1 H |Zi\pai_1 (1 — Z \zi|p)

i=1 =1

S

1

2" Hk 1F(O") k kil . ap—1
_ i= v S ai—1 pai—1 _ P
- (@) gyt [l <1 - & ) ’

=1 7
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me ¢t = (2/p)* [, T(ew)/T(@). Késhtu qé, rezultati rrjedh nga forma e den-
sitetit té dhéné me (5.6.6).
Tani, nése X ka densitet h té dhéné me(5.6.4), atéhere densiteti i RU jepet me

h(ﬂ Uy, .-, ukfl) = f(T)Q(ub s >uk71)>

me ¢ t6é dhéné si né (5.6.2). Duke kryer transformimet e variablave si mé lart, rrjedh
se X ka densitet h té dhéné me (5.6.4).
O

Shembulli 5.6.2. [Dirichle simetrike] Le té jeté a € (0,00)% k > 2, ¢, p konstante
pozitive dhe g(x) = c(1 — z)* 1 Vz € (0,1). Pérkufizojmé densitetin h te vektorit té
rastit (wy, ..., u,_1)" né R*¥ ekuacioni (5.6.4) me

k—1 k—1
=c(1— Z | [Py H )P, XeRFi0< X< 1.

Duke marré né konsideraté 5.6.3 fitoymé:

k—1 k—1 1
Cfl — (g) W/ fo;f Olifl(l . x)akfl dr
p F(Zz 1 al) 0

- () g g

Prej nga rrjedh se pér x € RF=1 té tillé qé HXHp <1,

o) = () 0= el T @00

Shembulli 5.6.3. [Kummer-Beta/ Le té jelé g gjenerator densiteti i shpérndarjes
Kummer-Beta LpGSD té dhéné me

g(x) = ecA>0,7v>0.

Konstantja e normalizimit ¢ pér konstanten e dhéné ay,i < k té tillé g¢ a > 1 — 6
percaktohet nga relacionet:

o= (p) [T 1(F @) /0 5L exp(—Az)zd=1 (1 — 2) L da

:(§)H<
:(§)H<

QI

’1

al)/ 27072(1 — )7 Lexp(—Az) da
0

a)1Fil@a+d—-La+o+y—1L-NI(@+6—1I'(y)
F'a+d+~v—1)

QI

’1

Y

(
)
(
)
(
)
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ku 1 Fy éshté funksioni hipergjeometrik i llojit té paré (poashtu njihet edhe si funksioni
i Kummer-it i llojit té paré). 1 Fy ka trajtén

(@)

a ala+ 1)z > xk
1F1(a,b,a:) =1+—ZE+7—+ Zb—k_

b b(b+1) 2! —

ku (a)g, (b)x jané simbolet e Pochhammer-it.
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Pérmbledhje

Né kété tezé doktorature, kemi dhéné disa version té gjenerimit t€ shpérndarjeve si shpérndarja
beta-Lindley, Kumaraswamy Lindley, inverse t€ Lindley-it, Weibull-Ryleight dhe koeficientet
bishtoré pér shpérndarjen e anuar t dhe shpérndarja Dirichle. Jané paraqitur disa veti statistikore si:
momentet, funksioni i kuantiles, entropia, radhitja stokastike. Disa metoda t€ vlerésimit si metoda
e pérgjasis€é maksimale, metoda e katroréve té vegjél , metoda e prodhimit maksimal t€ distancave
dhe ajo e Bayesit jané pérdorur pér vlerésimin e parametrave té panjohur tek keto shpérndarje. Dy
algoritme jan€ propozuar pér gjenerimin e mostrave t€ rastit nga shpérndarjet e propozuar dhe kodi
né€ R &sht€é dhéné poashtu. Pér mé tepér, simulimet jané pérdorur pér t€ studiuar sjelljen e
parametrave t€ vlerésuar. Né vazhdim kemi dhéné disa pérgjithésime t€ shpérndarjes s€
pérgjithésuar inverse t€ Lindley-it si GILD né fuqi, beta-GILD dhe Kumaraswamy-GILD jané
sugjeruar pér pérdorim kur shpérndarja e sugjeruar nuk esht€ kompatibile pér t€ dhénat qé
studiohen. Né fund, aplikimi i shpérndarjeve té propozuar éshté demonstruar me njé bashkési t&
dhénash reale dhe kemi krahasuar me shpérndarje tjera.

Abstract

In this thesis, we introduced some new distributions like beta-Lindley, Kumaraswamy Lindley,
generalized inverse Lindley distribution , Weibull-Rayeigh and we study the tail dependence for
skew t distribution and Dirichle distribution. Some statistical properties, e.g. moments, quantile
function, entropy, stochastic ordering, stress-strength reliability of those new distributions are
explicitly derived. Some methods of estimations, maximum likelihood, least square, maximum
product estimation methods and Bayes estimatiom are approached to use for estimating the
unknown parameters. Two algorithms are proposed for generating random sample from the
proposed distribution and R codes are also provided. Moreover, a simulation study is conducted to
study the behaviour of the discussed estimators. In addition, four generalizations of GILD,
exponentiated-GILD, beta-GILD and Kumaraswamy-GILD are suggested to use where proposed
distribution seams incompatible to the data. Finally, the applicability of the proposed distribution is
demonstrated for a set of real data and compared with competitive two parameters well known
inverse distributions.



	

