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1.1 Hyrje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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1.8.1 Simulimi i të dhënave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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1.6 Vlerësimet e Bayesit dhe intervali 95% HPD . . . . . . . . . . . . . . 21
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1.4 Densitet e modeleve për të dhënat 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Hyrje

Në këtë tezë doktorature janë shtjelluar disa metoda për gjenerimin e shpërndarjeve

të reja dhe studimin e vetive të tyre. Punimi përmban pesë kapituj, katër prej të

cilëve përmbajnë vetëm rezultatet origjinale të autorit.

Në kapitullin e parë kemi përkufizuar një shpërndarje të re të tipit të vazhdueshëm,

të quajtur shpërndarja e beta-Lindley-it që bënë zgjerimin e shpërndarjes së Lindley-

it. Do të jepen disa veti matematikore të kësaj shpërndarje dhe do të tregohen

momentet dhe funksioni gjenerues. Shprehje të ndryshme me të thjeshta do të tre-

gohen për densitetin, momentet e funksionit gjenerues dhe momentet për statistikat

e renditura. Vlerësimi i parametrave për këtë shpërndarje do të bëhet me metoda

klasike si është ajo e përgjasisë maksimale dhe me metoda bashkëkohore si ajo e

Bayesit. Aplikimin e modelit të ri e kemi ilustruar me dy shembuj me të dhëna reale.

Shpresojmë se kjo shpërndarje e propozuar do të shërbejë si një model alternativ me

shpërndarjet ekzistuese për modelimin e të dhënave reale pozitive në shumë fusha të

ndryshme të shkencës.

Në kapitullin e dytë, kemi përkufizuar shpërndarjen ee quajtur shpërndarja e Ku-

maraswamy të Lindley-it.Do të jepen disa veti matematikore të kësaj shpërndarje

dhe do të tregohen momentet dhe funksioni gjenerues. Shprehje të ndryshme me të

thjeshta do të tregohen për densitetin, momentet e funksionit gjenerues dhe momentet

për statistikat e renditura. Vlerësimi i parametrave për këtë shpërndarje do të bëhet

me metoda klasike si është ajo e përgjasisë maksimale dhe me metoda bashkëkohore

si ajo e Bayesit. Aplikimin e modelit të ri e kemi ilustruar me dy shembuj me të

dhëna reale.

Në kapitullin e tretë, kemi futur një version të shpërndarjes inverse të Lindley-it

dhe përgjithësimin e saj të quajtur: shpërndarja e përgjithësuar inverse e Lindley-

it. Janë paraqitur disa veti statistikore si: momentet, funksioni i kuantiles, entropia,

x



radhitja stokastike. Tri metoda të vlerësimit: metoda e përgjasisë maksimale, metoda

e katrorëve të vegjël dhe metoda e vlerësimit prodhimit maksimal janë përdorur

për vlerësimin e parametrave të panjohur tek kjo shpërndarje. Dy algoritme janë

propozuar për gjenerimin e mostrave të rastit nga shpërndarja e propozuar dhe kodi

në R është dhënë poashtu. Për më tepër, simulimet janë përdorur për të studiuar

sjelljen e parametrave të vlerësuar. Në vazhdim kemi dhënë disa përgjithësime të

shpërndarjes së përgjithësuar inverse të Lindley-it si GILD në fuqi, beta-GILD dhe

Kumaraswamy-GILD janë sugjeruar për përdorim kur shpërndarja e sugjeruar nuk

eshtë kompatibile për të dhënat që studiohen. Në fund, aplikimi i shpërndarjes së

propozuar është demonstruar me një bashkësi të dhënash reale dhe kemi krahasuar

me shpërndarjes tjera inverse me dy parametra.

Në kapitullin e katërt, kemi paraqitur modelin e shpërndarjes me tre-parametra të

quajtur shpërndarja e Weibull-Rayleigh-it. Do ti studiojmë disa nga vetitë matem-

atikore të saj. Për më tepër do të jepen: Momentet, funksioni gjenerues, Statistika

e renditur. Metoda e përgjasisë maksimale dhe metoda e katorëve të vegjël do të

merren për të bërë vlerësimin e parametrave kur matrica e informacionit është dhënë.

Do të ilustrojmë këtë model përmes aplikimit me të dhëna reale.

Në kapitullin e pestë, kemi dhënë përkufizimet e shpërndarjes normale të anuar,

pastaj disa modifikime qe janë bërë viteve të fundit si dhe disa veti statistikore të

kësaj shpërndarje. Pastaj janë paraqitur shpërndarjet e anuara t dhe Dirichle, si dhe

koeficientët e varësisë bishtore të këtyre shpërndarjeve.

Falenderim: Falënderoj udhëheqësin tim shkencor Prof. Dr. Llukan Puka për

përkrahjen e tij, sugjerimet dhe inkurajimin gjatë hartimit të këtij disertacioni.
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Kapitulli 1

Shpërndarja e beta-Lindley-it:
Vetitë dhe aplikimet

1.1 Hyrje

Në shumë shkenca aplikative si mjekësi, inxhinieri dhe financa, dhe shume të tjera,

modelimi dhe analizimi i të dhënave janë me rëndësi të veçantë. Shumë shpërndarje

të ndryshme kemi për t’i modeluar këto të dhëna. Cilësia e procedurës se përdorur në

analizat statistikore varet shumë nga shpërndarja që është zgjedhur për të modeluar

këto të dhëna. Megjithatë, ka ende mjaft të dhëna reale që nuk iu përshtatet ndonjë

shpërndarje klasike apo ndonjë model standard. Andaj lind nevoja për gjenerimin e

shpërndarjeve të reja.

1.2 Disa metoda për gjenerimin e shpërndarjeve

të reja

Metodat e propozuara për gjenerimin e shpërndarjeve të vazhdueshme mund të përmbledhen

si mëposhtë:

• Metoda e ekuacioneve diferenciale:

Kjo metodë e gjenerimit të shpërndarjeve njihet edhe si sistemi i Pearson-it që

gjeneron shpërndarjet e reja ashtu që për çdo densitet f(x) plotësohet ekuacioni

1



diferencial:

1

f(x)

df(x)

dx
=

a + x

b0 + b1x+ b2x2
(1.2.1)

ku a, b0, b1 and b2 janë parametra.

• Burr propozoi një metodë tjetër, po ashtu të bazuar në ekuacione diferenciale.

Sistemi i shpërndarjeve plotëson ekuacionin diferencial:

dF (x) = F (1− F )g(x)dx (1.2.2)

ku 0 ≤ F ≤ 1 dhe g(x) është funksion jonegativ mbi x. Janë dhënë dymbëdhjetë

zgjidhje në lidhje me (1.2.2) në formë të funksioneve të shpërndarjes.

• Dunning dhe Hanson propozuan përgjithësimin e sistemit të Pearson-it duke

marrë ekuacionin diferencial në trajtën

dfX(x)

dx
=

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ amx

m)fX(x)

(b0 + b1x+ b2x2 + . . .+ bnxn)
. (1.2.3)

• Metoda e transformimeve. Johnson propozoi një sistem për gjenerimin e shpërndarjeve

duke përdorur transformimet e normalizimit në trajtë të përgjithshme:

Z = γ + δf

(
X − ξ

λ

)
(1.2.4)

Ai propozoi tri funksione transformuese

• 1. Familja lognormale:

Z = γ + δ ln(X − ξ) , X ≥ ξ

• 2. Familja e shpërndarjeve të kufizuara:

Z = γ + δ ln

(
X − ξ

ξ + λ−X

)
, ξ ≤ X ≤ ξ + λ

2



• 3. Familja e shpërndarjeve të pakufizuara:

Z = γ + δ ln




X − ξ

λ
+

[(
X − ξ

λ

)2

+ 1

] 1
2



 , ξ ≤ X ≤ ξ + λ

• Metoda e kuartileve është përdorur për shpërndarjen lambda:

f(x) =
λ2

λ3yλ3−1 + λ4(1− y)λ4−1
, x = Q(y) (1.2.5)

1.3 Shpërndarja e beta-Lindley-it

Në vitin 2002 Eugene e të tjerë [30], propozuan gjenerimin e një shpërndarje të

përshtatshme duke iu shtuar dy parametra shtesë. Disa autor botuan punime me këtë

lloj metodologjie si Eugene dhe të tjerë [30], Nadarajah dhe Kotz [96], Nadarajah me

Gupta [97] dhe Nadarajah me Kotz [98] propozuan shpërndarjet: beta-normale, beta-

Gumbel, beta-Frecheut dhe beta-eksponenciale, respektivisht. Jones [52] ka bërë një

diskutim të përgjithësuar të familjes së shpërndarjes beta të motivuar nga statistikat

e renditura dhe ka treguar veti interesante dhe potenciale për aplikime statistikore.

Së fundmi, Barreto-Souza dhe te tjerë [11] kanë propozuar shpërndarjen beta-e

përgjithësuar eksponenciale, Pescim dhe te tjerë [113] beta-e përgjithësuar gjysmë

normale, Cordeiro dhe te tjerë [19] kanë definuar beta-përgjithësuar Rayleigh me

aplikime ne të dhëna reale, Merovci dhe Sharma kanë definuar shpërndarjen beta e

Lindley-it [71].

Në këtë kapitull do të paraqesim një përgjithësim të ri të shpërndarjes së Lindley-

it të quajtur shpërndarja e beta-Lindley-it [71]. Shpërndarja e Lindley-it fillimisht

është propozuar nga Lindley ne kuadër të statistikës së Bayesit.

Përkufizimi 1.3.1. [105] Variabla e rastit themi se ka shpërndarje të Lindley-it me

parametrin θ nëse densiteti i saj jepet me:

f(x, θ) =
θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx, x > 0, θ > 0. (1.3.1)
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Funksioni i shpërndarjes jepet me:

F (x) = 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx, x > 0, θ > 0 (1.3.2)

Ghitany dhe të tjerë [40] kanë diskutuar vetitë statistikore të shpërndarjes së Lindley-

it dhe kanë treguar se aplikimi i kësaj shpërndarje me të dhëna reale është me i mirë

në krahasim me shpërndarjen eksponenciale.

Ky kapitull është organizuar si me poshtë: Në paragrafin e dytë jepet një hyrje

e shpërndarjes së beta-Lindley-it dhe është demonstruar fleksibiliteti i densitetit

për vlera të ndryshme të parametrave, funksioni i shpërndarjes dhe hazardit. Mo-

mentet dhe statistikat e renditura nga shpërndarja e beta-Lindley-it janë paraqitur

ne paragrafët 3 dhe 4, respektivisht. Në paragrafin 5, metoda e përgjasisë maksimale

dhe metoda e katrorëve të vegjël së bashku me metodën e Bayesit janë dhënë për

vlerësimin e parametrave statistikor. Për të demonstruar aplikimin e shpërndarjes së

diskutuar, janë marrë në shqyrtim dy të dhëna reale në paragrafin 6. Algoritmi për

simulim është paraqitur po ashtu në paragrafin 6. Një rezyme e këtij kapitulli është

dhënë në paragrafin 7.

1.4 Përkufizimi i shpërndarjes beta-Lindley-it

Le të jetë F (x) funksioni i shpërndarjes për ndryshoren e rastit X, atëherë funksioni

i shpërndarjes për familjen e përgjithësuar nga Eugene dhe të tjerë [30], është:

G(x) =
1

B(α, β)

F (x)∫

0

tα−1(1− t)β−1dt, 0 < α, β <∞ (1.4.1)

Densiteti korrespondues në lidhje me G(x) është:

g(x) =
1

B(α, β)
[F (x)]α−1[1− F (x)]β−1g(x) (1.4.2)

ku g(x) = dG(x)/dx është densiteti bazë, ndërsa B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

është funksioni

beta. Tani do të përkufizojmë shpërndarjen e beta-Lindley-it(BL) duke zëvendësuar
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Fig. 1.1: Densiteti i shpërndarjes Beta e Lindley-it për vlera të ndryshme të parame-
trave.

G(x) të dhënë me (1.4.1) tek funksioni i shpërndarjes (1.3.2). Pra, funksioni i

shpërndarjes BL është:

G(x) =
1

B(α, β)

1− θ+1+θx
θ+1

e−θx∫

0

tα−1(1− t)β−1dt, x > 0. (1.4.3)

Përkufizimi 1.4.1. [71] Themi se ndryshorja e rastit X, ka shpërndarje beta të

Lindley-it nëse densiteti i saj jepet me:

g(x) =
θ2(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx

B(α, β)(θ + 1)β

[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

(1.4.4)

Figura 1.1 ilustron disa forma të ndryshme të densitetit të shpërndarjes BL për

vlera të ndryshme të parametrave α, β dhe θ, respektivisht.

Densiteti (1.4.3) mund të shprehet në termat e funksionit hipergjeometrik (shih,

Cordeiro dhe Nadarajah [20]) në formën e mëposhtme:

G(x) =
F (x)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1;F (x))

=

(
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx) (1.4.5)
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Do të japim dy forma më të thjeshta për funksionin e shpërndarjes së BL varur nga

fakti se parametri β > 0 është numër real jo i plotë ose numër i plotë. Së pari nëse

|z| < 1 dhe β > 0 është numer real jo i plotë, kemi:

(1− z)β−1 =
∞∑

j=0

(−1)jΓ(β)

Γ(β − j)j!
zj . (1.4.6)

Duke përdorur shprehjen (1.4.6) në (1.4.3) funksioni i shpërndarjes për BL kur β > 0

është numer real jo i plotë:

G(x) =
Γ(β)

B(α, β)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(β − j)j!

1− θ+1+θx
θ+1∫

0

wα+j−1dw

=
Γ(β)

B(α, β)

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(β − j)(a+ j)j!

[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α+j

dhe

G(x) =
Γ(α + β)

Γ(α)

∞∑

j=0

(−1)j
[
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

]α+j

Γ(β − j)(a+ j)j!
(1.4.7)

Duke përdorur shprehjen binomiale në (1.4.3), kur β > 0 është i plotë kemi:

G(x) =
1

B(α, β)

β−1∑

j=0

(
β − 1

j

)(−1)j
[
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

]α+j

a + j
(1.4.8)

Lemë 1.4.1. [71] Nëse α = β = 1, BL në ekuacionin (1.4.4) reduktohet në shpërndarjen

e Lindley-it me ekuacionin (1.3.1) me parametër θ.

Lemë 1.4.2. [71] Kur β = 1, BL të dhënë me ekuacionin (1.4.4) reduktohet në

shpërndarjen e përgjithësuar të Lindley-it GLD(α, θ) propozuar nga Nadarajah dhe

të tjerë [99].

Lemë 1.4.3. [71] Limiti i densitetit për shpërndarjen e beta-Lindley-it kur x → ∞
është 0 dhe limiti kur x→ 0 është 0.

Vërtetim. Rrjedh drejtëpërdrejt duke vepruar me limit tek densiteti i dhënë me

(1.4.4).

Funksioni i besueshmërisë R(t), që paraqet probabilitetin se një njësi nuk dështon

deri në kohen t, përkufizohet me R(t) = 1 − F (t). Funksioni i besueshmërisë i
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Fig. 1.2: Densiteti i shpërndarjes Beta e Lindley-it për vlera të ndryshme të parame-
trave.

shpërndarjes beta-Lindley jepet me:

R(t, θ, α, β) = 1−
(
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1

(
α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)

Karakteristikë tjetër më interes për ndryshoren e rastit është funksioni i raportit të

hazardit i përkufizuar me h(t) = f(t)
1−F (t)

. Mund të interpretohet si probabiliteti me

kusht i dështimit, me kushtin që ka mbijetuar deri në kohën t. Funksioni i raportit

të hazardit për shpërndarjen beta-Lindley-it jepet me

h(t, θ, α, β) =

θ2(θ+1+θx)β−1(1+x)e−θβx

B(α,β)(θ+1)β

[
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

]α−1

1− (1− θ+1+θx
θ+1

e−θx)
α

αB(α,β) 2F1

(
α, 1− β;α+ 1; 1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)

Figura 1.2 ilustron disa forma të ndryshme të funksionit të hazardit të shpërndarjes

së beta-Lindley-it për vlera të ndryshme të parametrave α, β dhe θ, respektivisht.

1.5 Momentet

Teoremë 1.5.1. [71] Momenti i rendit k−të E(Xk) të shpërndarjes beta-Lindley-it

për ndryshoren e rastit X jepet me
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a) Nëse α > 0, β > 0 janë numra real jo të plotë:

E(Xk) =
Γ2(α+ β)

Γ(β)θk

∞∑

j=0

∞∑

i=0

(−1)i+je(β+j)(θ+1)

Γ(α− j)Γ(i− 1)Γ(α + β − i)(θ + 1)β+j−ij!(β + j)α+β+k−i

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α+ β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
(1.5.1)

b) Nëse α > 0, β > 0 janë numra realë të plotë:

E(Xk) =
1

B(α, β)θk

α−1∑

j=0

β+j−1∑

i=0

(
α− 1

j

)(
β + j − 1

i

)
(−1)i+je(β+j)(θ+1)

(θ + 1)β+j−ij!(β + j)α+β+k−i

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
. (1.5.2)

Vërtetim.

E(Xk) =

∞∫

0

xkf(x)dx =
θ2

B(α, β)(θ + 1)β

·
∞∫

0

xk(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx
[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

dx

=
θ

B(α, β)(θ + 1)β

·
∞∫

0

( t
θ

)k
(θ + 1 + t)β−1(

θ + t

θ
)e−βt

[
1− θ + 1 + t

θ + 1
e−t
]α−1

dt

a) Nëse α > 0, β > 0 janë numra realë jo të plotë duke përdorur (1.4.6) dhe shprehjen

e përgjithësuar të binomit, kemi:

=
Γ(α)

B(α, β)θk(θ + 1)β+j

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)j!

×
[
θ

∞∫

0

tk(θ + 1 + t)α+β−1e−(β+j)tdt+

∞∫

0

tk+1(θ + 1 + t)α+β−1e−(β+j)tdt

]
dt
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=
Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

×
∞∑

i=0

Γ(α + β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

×
[
θ

∞∫

θ+1

tk−i+α+β−1e−(β+j)tdt+

∞∫

θ+1

tk−i+α+βe−(β+j)tdt

]

∞∫

θ+1

tk−i+α+β−1e−(β+j)tdt =
1

(β + j)k−i+α+β

∞∫

(θ+1)(β+j)

sk−i+α+β−1e−sds

=
1

(β + j)k−i+α+β
Γ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

E(Xk) =
Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

×
∞∑

i=0

Γ(α + β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

× 1

(β + j)k−i+α+β

[
θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))+

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]

Kështu që,

E(Xk) =
Γ2(α+ β)

Γ(β)θk

∞∑

j=0

∞∑

i=0

(−1)i+je(β+j)(θ+1)

Γ(α− j)Γ(i− 1)Γ(α + β − i)(θ + 1)β+j−ij!(β + j)α+β+k−i

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α+ β + 1, (θ + 1)(β + j))

]

b) Nëse α > 0, β > 0 janë numra të plotë duke përdorur të njëjtën metodologji dhe
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shprehjen për binomin kemi:

E(Xk) =
1

B(α, β)θk

α−1∑

j=0

β+j−1∑

i=0

(
α− 1

j

)(
β + j − 1

i

)
(−1)i+je(β+j)(θ+1)

(θ + 1)β+j−ij!(β + j)α+β+k−i

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]

Teoremë 1.5.2. [71] Le të jetë X ndryshore e rastit që ka shpërndarje beta-Lindley.

Atëherë momentet e funksionit gjenerues të X, themi MX(t), janë

MX(t)
∞∑

r=0

trE(Xr)

r!
.

Vërtetim.

MX(t) = E
(
etX
)
=

∫ ∞

0

exp(tx)f(x) dx (1.5.3)

=

∫ ∞

0

(
1 + tx+

t2x2

2!
+ · · ·+ tnxn

n!
+ · · ·

)
f(x) dx

=

∞∑

r=0

trE(Xr)

r!
.

Tani duke zëvendësuar (1.5.1) në (1.5.3) dhe (1.5.2) në (1.5.3) fitojmë momentet e

funksionit gjenerues për shpërndrjen beta-Lindley-it.

1.6 Statistikat e renditura

Statistika e renditur e rendit të k−të nga një mostër është vlera e vogël e saj e k−të.

Për shembull nga mostra me vëllim n, statistika e renditur e n−të ose statistika e

renditur më e madhe është maksimumi, pra

X(n) = max{X1, . . . , Xn} .

Amplituda është diferenca në mes maksimumimit dhe minimumit. Pra,

range{X1, . . . , Xn} = X(n) −X(1) .
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Dijmë që X(1) ≤ · · · ≤ X(n) shënon statistiken e renditur të mostrës së rastit

X1, . . . , Xn nga një popullim me funksion shpërndarjeje FX(x) dhe me densitet fX(x).

Atëherë densiteti X(j) jepet me

fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!
fX(x) (FX(x))

j−1 (1− FX(x))
n−j ,

për j = 1, . . . , n. Densiteti i j−të i statistikës së renditur për shpërndarjen e beta-

Lindley-it jepet me:

fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!

θ2(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx

B(α, β)(θ + 1)β

[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

((
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx)

)j−1

(
1−

(
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx)

)n−j

,

Kështu që, densiteti i statistikës së renditur X(n) është

fX(n)
(x) = n

θ2(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx

B(α, β)(θ + 1)β

[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

((
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx)

)n−1

,

dhe densiteti i statistikës së renditur X(1) është:

fX(1)
(x) = n

θ2(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx

B(α, β)(θ + 1)β

[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

(
1−

(
1− θ+1+θx

θ+1
e−θx

)α

αB(α, β)
2F1(α, 1− β;α+ 1; 1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx)

)n−1

,

1.7 Vlerësimi i parametrave

1.7.1 Metoda e përgjasisë maksimale

Metoda e përgjasisë maksimale për vlerësimin e parametrave është diskutuar për

shpërndarjen e beta-Lindley-it si mëposhtë: Funksioni i përgjasisë maksimale nga
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mostra x
∼
= {x1, x2, . . . , xn} me vëllim n që kanë densitet të dhënë me (1.4.4), është:

L =
[ θ2

B(α, β)(θ + 1)β

]n
e
−θβ

n
∑

i=1
xi

×
n∏

i=1

(1 + xi)(θ + 1 + θxi)
β−1

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)
(1.7.1)

Funksioni korrespondues logaritmik i përgjasisë maksimale është:

ℓ = lnL = n (2 log(θ)− log Γ(α)− log Γ(β) + log Γ(α + β)− β log(θ + 1))

+

n∑

i=1

log(1 + xi) + (β − 1) log(θ + 1 + θxi)− θβ

n∑

i=1

xi

+ (α− 1)

n∑

i=1

log

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)
(1.7.2)

Duke konsideruar

∂ lnL

∂α
= 0,

∂ lnL

∂β
= 0, dhe

∂ lnL

∂θ
= 0,

kemi

nψ(α + β)− nψ(α) +

m∑

i=1

ln

(
1− (θ + 1 + θ xi) e

−θ xi

θ + 1

)
= 0,

nψ(α + β)− nψ(β)− n log(θ + 1) +
n∑

i=1

log(θ + 1 + θxi)− θ
n∑

i=1

xi = 0,

2m

θ
− mβ

θ + 1
+ (β − 1)

n∑

i=1

1 + xi
θ + 1 + θ xi

− β
m∑

i=1

xi

+ (α− 1)

n∑

i=1

e−θxxi ((θ + 1)(θ + 1 + θxi)− 1)

(θ + 1)2
(
1− θ+1+θxi

θ+1
e−θxi

) = 0,

ku ψ(·) është funksioni digama. MLE e
(
α̂, β̂, θ̂

)
për parametrat (α, β, θ), respek-

tivisht fitohet duke zgjidhur sistemet e ekuacioneve jolineare. Preferohet më shumë të

përdoret algoritmi për optimizim jolinear si është algoritmi kuazi-Newton për (1.7.1).

Duke aplikuar mostra te mëdha, MLE e λ̂ =
(
α̂, β̂, θ̂

)
mund të trajtohet si përafrim

i shpërndarjes normale tri-përmasore me mesatare λ̂ dhe matricë variance-kovariancë

të barabartë me inversen e matricës së informacionit , p.sh.

√
n(λ̂− λ) → N3

(
0, nI−1(λ)

)
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ku I−1(λ) është limiti i matricës variancë-kovariancë i λ̂. Elementet e matricës 3× 3,

I(λ) mund të përafrohen me Iij(λ̂) = −ℓλiλj λ=λ̂, i, j ∈ {1, 2, 3}.

Elementet e matricës së Hessian-it për funksionin ℓ të dhënë me ekuacionin (1.7.2)

janë dhënë mëposhtë ([71]):

I11 =
∂∂2ℓ

α2
= nψ

′

(α+ β)− nψ
′

(α)

I12 =
∂2ℓ

∂αβ
= nψ

′

(α + β)

I13 =
∂2ℓ

∂αθ
=

n∑

i=1

− e−θ xiθ xi (2 + xi + θ + θ xi)

(−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi) (θ + 1)

I22 =
∂2ℓ

∂β2
= nψ

′

(α + β)− nψ(β)

I23 =
∂2ℓ

∂βθ
= − n

θ + 1
+

n∑

i=1

1 + xi
θ + 1 + θ xi

−
n∑

i=1

xi

I33 =
∂2ℓ

∂θ2
= −2

n

θ2
+

nβ

(θ + 1)2
− (β − 1)

n∑

i=1

(1 + xi)
2

(θ + 1 + θ xi)
2

+ (α+ 1)

n∑

i=1

e−θ xixi (θ xi
2 + θ3xi

2 + 2 θ2xi
2 − 2− xi + θ3xi + 3 θ2xi + θ xi)

(−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi) (θ + 1)2

−
n∑

i=1

(
e−θ xi

)2
θ2xi

2 (2 + xi + θ + θ xi)
2

(θ + 1)2 (−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi)
2

Duke përafruar dy anët, intervalet e besimit 100(1−α)% për parametrat α, β dhe

për γ janë, respektivisht:

α̂± zα/2

√
I−1
11 (λ̂), β̂ ± zα/2

√
I−1
22 (λ̂) , dhe θ̂ ± zα/2

√
I−1
33 (λ̂) ,

ku zα është kuartili i rendit α i shpërndarjes normale standarde. Duke përdorur R

mund të llogarisim matricën e Hesianit dhe inversen e kësaj matrice, kështu që mund

të llogarisim gabimet standarde dhe intevalet asimptotike.

1.7.2 Vlerësimi sipas metodës së Bayes-it

Metoda e Bayes-it është përdorur për vlerësimin e parametrave ne modelin e shpërndarjes

beta-Lindley. Meqë nuk kemi informata të mëhershme rreth kësaj shpërndarje atëherë
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për densitetin fillesar(apriori) kemi konsideruar densitetin joinformativ për analizë të

Bayesit (Për me shumë rreth densitetit joinformativ, shih [13]). Marrim densitetet

joinformative ([109]) për θ, α dhe β në formën e mëposhtme [71]:

π1 (θ) ∝ θ−1; θ > 0

π2 (α) ∝M−1
1 ; 0 < α < M1

π3 (β) ∝M−1
2 ; 0 < β < M2

Nuk ka rëndësi zgjedhja e M1 dheM2, pra mund të marrim thjesht

π2 (α) ∝ 1

π3 (β) ∝ 1

Kështu që, shpërndarja posteriori e θ, α dhe β jepet me

π
(
α, β, θ|x

∼

)
= K

θ2n−1 exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

Bn (α, β) (1 + θ)nβ

×
n∏

i=1

[
(1 + θ + θxi)

β−1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1
]

(1.7.3)

ku, K është konstanta normalizuese. Nën konditat e gabimit katror të humbur(ang.

square error loss), vlerësuesit e Bayes-it θ, α dhe β janë mesataret e densiteteve

posteriore margjinale të tyre të definuara si:

θ̂B =

∫

θ

∫

α

∫

β

θπ
(
α, β, θ|x

∼

)
dβ dα dθ, (1.7.4)

α̂B =

∫

α

∫

θ

∫

β

απ
(
α, β, θ|x

∼

)
dβ dθ dα (1.7.5)

dhe

β̂B =

∫

β

∫

α

∫

θ

βπ
(
α, β, θ|x

∼

)
dθ dα dβ (1.7.6)

respektivisht. Nuk është e lehtë të bëhet vlerësimi sipas metodes së Bayesit duke

përdorur ekuacionet (1.7.4), (1.7.5) dhe (1.7.6) keshtu që kemi nevojë për perdorimin e
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ndonjë softweri për llogaritje. Keshtu që, propozojmë përdorimin e teknikës MCMC(nga

angl. Monte Carlo Markov Chain) p.sh algoritmin e Gibbs-it dhe Metropolis Hastings-

it (MH), shih [38, 55, 14]. Për të implementuar algoritmin e Gibs-it, densitetet e plota

posteriore të α, β dhe θ janë dhënë me:

π1

(
α|β, θ, x

∼

)
∝ Γn (α + β)

Γn (α)

n∏

i=1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1

(1.7.7)

π2

(
β|α, θ, x

∼

)
∝ Γn (α + β)

Γn (α)

exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

(1 + θ)nβ

n∏

i=1

(1 + θ + θxi)
β−1 (1.7.8)

π3

(
θ|α, β, x

∼

)
∝
θ2n−1 exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

(1 + θ)nβ

×
n∏

i=1

[
(1 + θ + θxi)

β−1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1
]

(1.7.9)

Algorimti i simulimit ([71]):

Hapi 1. Japim pikën fillestare, le të themi α(0), β(0) dhe θ(0), atëherë në fazen e i−të

Hapi 2. Duke përdorur algoritmin MH, gjenerojmë αi ∼ π1

(
α|β(i−1), θ(i−1), x

∼

)

Hapi 3. Duke përdorur algoritmin MH, gjenerojmë βi ∼ π2

(
β|αi, θ(i−1), x

∼

)

Hapi 4. Duke përdorur algoritmin MH, gjenerojmë θi ∼ π3

(
θ|αi, βi, x∼

)

Hapi 5. Përsërisim hapat 2 − 4, M(= 20000) herë për të marrë vëllimin e mostres

M.

Hapi 6. Marrim vlerësuesit sipas metodës së Bayes-it për α, β dhe θ duke përdorur

formulat

α̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

αj, β̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

βj dhe θ̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

θj respek-

tivisht, ku M0(≈ 5000) është perioda e ”djegies-in” për të gjeneruar zingjirët e

Markovit.
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Hapi 7. Marrim intervalet 100 × (1 − ψ)% HPD për α, β dhe θ duke aplikuar

metodologjinë e [16]. Intervalet HPD për α, β dhe θ janë
(
α(j∗), α(j∗+[(1−ψ)M ])

)
,

(
β(j∗), β(j∗+[(1−ψ)M ])

)
dhe

(
θ(j∗), θ(j∗+[(1−ψ)M ])

)
respektivisht. Ku j∗ është zgjed-

hur në menyrë që

α(j∗+[(1−ψ)M ]) − α(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
α(j+[(1−ψ)M ]) − α(j)

)

β(j∗+[(1−ψ)M ]) − β(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
β(j+[(1−ψ)M ]) − β(j)

)

θ(j∗+[(1−ψ)M ]) − θ(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
θ(j+[(1−ψ)M ]) − θ(j)

)

Këtu, [x] shënon pjesën e plotë të x.

1.8 Aplikimi

Tani do i marrim dy shembuj me të dhëna reale dhe do i vlerësojme parametrat me

metodën e përgjasisë maksimale, metodën e katroreve të vegjel si dhe me metodën e

Bayesit.

Të dhënat 1: Të dhënat në tabelën 1 paraqesin të dhënat e pacensuzuara qe i

korrespondojnë koha e dhimbjeve për muaj që kanë 128 persona që vuajnë me kancer

të paraqitur në librin e Lee dhe Wang ([107]).

Të dhënat 2: Paraqesin kohën e mbijetesës së 72 pëllumbave të infektuar me virsuin

tubercle bacilli, të observuar dhe të paraqitur tek Bjerkedal ([15]). Të dhënat janë

paraqitur meposht:

0.1, 0.33, 0.44, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96, 1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07,

1.08, 1.08, 1.08, 1.09, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36,

1.39, 1.44, 1.46, 1.53, 1.59, 1.6, 1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72, 1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97,

2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3, 2.31, 2.4, 2.45, 2.51, 2.53, 2.54, 2.54, 2.78, 2.93, 3.27,

3.42, 3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55

Matrica e variancë kovariancës I(λ̂)−1 për të dhënat 1, duke përdorur metoden e
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Tabela 1.1: Koha e dhimbjes (në muaj) e pacientëve me kancer

0.08 2.09 3.48 4.87 6.94 8.66 13.11 23.63 0.20 2.23
3.52 4.98 6.97 9.02 13.29 0.40 2.26 3.57 5.06 7.09
9.22 13.80 25.74 0.50 2.46 3.64 5.09 7.26 9.47 14.24
25.82 0.51 2.54 3.70 5.17 7.28 9.74 14.76 26.31 0.81
2.62 3.82 5.32 7.32 10.06 14.77 32.15 2.64 3.88 5.32
7.39 10.34 14.83 34.26 0.90 2.69 4.18 5.34 7.59 10.66
15.96 36.66 1.05 2.69 4.23 5.41 7.62 10.75 16.62 43.01
1.19 2.75 4.26 5.41 7.63 17.12 46.12 1.26 2.83 4.33
7.66 11.25 17.14 79.05 1.35 2.87 5.62 7.87 11.64 17.36
1.40 3.02 4.34 5.71 7.93 11.79 18.10 1.46 4.40 5.85
8.26 11.98 19.13 1.76 3.25 4.50 6.25 8.37 12.02 2.02
3.31 4.51 6.54 8.53 12.03 20.28 2.02 3.36 6.76 12.07
21.73 2.07 3.36 6.93 8.65 12.63 22.69 5.49

Tabela 1.2: Vlerësimet e parametrave, gabimi standard dhe Log-likelihood si dhe
vlerësuesit LSE për të dhënat 1

Modeli Vlerësimet me ML Gabimi Standard LL LSE vlerësimet
Beta Lindley α̂ = 1.340 0.461 -412.802 1.803

β̂ = 0.065 0.068 0.087

θ̂ = 1.861 1.769 1.630
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Tabela 1.3: Kriteret e krahasimit: ℓ, AIC dhe CAIC për të dhënat 1

Modeli -2LL AIC AICC
Lindley. 839.04 841.06 841.091
Beta Eksponenciale 826.378 832.378 832.571
Beta e Lindley-it 825.604 831.604 831.797

përgjasisë maksimale 


0.213 −0.019 0.530

−0.019 0.004 −0.120

0.530 −0.120 3.131


 .

Kështu varianca e parametrave α, β dhe θ është var(α̂) = 0.213, var(β̂) = 0.004 dhe

var(θ̂) = 3.131. Paoshtu , 95% interval besimi për α, β dhe θ janë [0.435, 2.245], [0, 0.198]

dhe [0, 5.330] respektivisht.

Në menyrë që të krahasojmë dy modelet, konsiderojmë kriteret si −2ℓ, AIC dhe

CAIC për të dhënat. Shpërndarja konsiderohet më adekuate nëse ka vlera me të vogla

për −2ℓ, AIC dhe CAIC:

AIC = 2k − 2ℓ , and AICC = AIC +
2k(k + 1)

n− k − 1
,

ku k është numri i parametrave në modelin e shpërndarjes, n vëllimi i mostrës dhe

ℓ vlera maksimale e funksionit logaritmik të përgjasisë maksimale të konsideruar në

model.

Statistika test e raportit LR për të testuar hipotezat H0 : a = b = 1 kundrejt

H1 : a 6= 1 ∨ b 6= 1 për të dhënat 1 është ω = 13.436 > 5.991 = χ2
2;0.05, pra hedhim

poshtë hipotezën fillestare.

Matrica e variancë kovariancë I(λ̂)−1 për shpërndarjen beta Lindley-it për të

dhënat 2 është 


1.013 −0.734 0.845

−0.734 0.854 −0.897

0.845 −0.897 0.964


 .
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Fig. 1.3: Densitetet e modeleve për të dhënat 1.

Tabela 1.4: Vlërsimi i parametrave, gabimi standard dhe funksioni i përgjasisë mak-
simale për të dhënat 2

Modeli Vlerësimi me ML Gabimi Stan. -LL Vlërsimi PSE

Lindley θ̂ = 0.868 0.076 106.928 0.855

Beta eksponenciale λ̂ = 0.736 1.357 94.167 0.741
α̂ = 3.345 1.056 2.966

β̂ = 1.708 3.877 1.521
Beta e Lindley-it α̂ = 3.005 1.006 93.971 2.588

β̂ = 0.949 0.924 0.943

θ̂ = 1.462 0.981 1.370
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Tabela 1.5: Kriteret e krahasimit: -2ℓ, AIC dhe CAIC për modelet bazuar në të
dhënat 2

Model -2ℓ AIC CAIC
Lindley-it 213.857 215.857 215.942
Beta eksponenciale 188.334 194.334 194.646
Beta e Lindley-it 187.942 193.942 194.294

Pra, varianca e α, β dhe θ është var(α̂) = 1.013, var(β̂) = 0.854 dhe var(θ̂) = 0.964.

Kështu që, 95% intervalet e besimit për α, β dhe θ janë [1.033, 4.976], [0, 2.76] dhe

[0, 3.384] respektivisht.

Statistika test e raportit LR për të testuar hipotezat H0 : a = b = 1 kundrejt

H1 : a 6= 1 ∨ b 6= 1 për të dhënat 1 është ω = 25.915 > 5.991 = χ2
2;0.05, pra

hedhim poshtë hipotezën fillestare. Tabelat 1.2 dhe 1.4 na tregojnë vlerësimet e

parametrave me metodën e përgjasisë maksimale dhe metodën e katrorëve të vegjël

për të dhënat 1 dhe 2, Tabela 1.3 dhe 1.5 tregojne vlerat e −2 log(L), AIC dhe CAIC.

Vlerat në tabelat 1.3 dhe 1.5, na tregojnë se shpërndarja e beta Lindley-it është më

e fuqishme se modelet tjera qe janë marrë në konsideratë këtu për të dhënat 1 dhe 2.

Krahasimi i densiteteve të modeleve të konsideruara dhe histogramit empirik për të

dhënat janë paraqitur në figurat 1.3 dhe 1.4. Po ashtu vërehet se densiteti i modelit

të shpërndarjes beta të Lindley-it është më i mirë se sa modelt tjera të shqyrtuara.

Vlerësimet e parametrave me Bayes dhe intervalet HPD të parametrave α, β dhe θ

janë përmbledhur në tabelën 1.6.

1.8.1 Simulimi i të dhënave

Në këtë paragraf, do të japim një algoritëm për të gjeneruar mostra të rastit nga

shpërndarja e beta-Lindley-it për vlera të ndryshme të parametrave dhe vëllimit të

mostrës n. Procesi i simulimit realizohet sipas hapave:

Hapi 1. Japim n, dhe Θ = (θ, α, β).
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Fig. 1.4: Densitet e modeleve për të dhënat 2.

Tabela 1.6: Vlerësimet e Bayesit dhe intervali 95% HPD .

Të dhënat/ Parameterat
Bayes

Vlerësimi Lower Upper

Të dhënat 1
α 1.198824 0.531175 1.835345
β 0.136014 0.002155 0.274293
θ 1.283892 0.000737 2.544082

Të dhënat 2
α 2.933191 1.604314 4.132534
β 1.004611 0.000559 1.842176
θ 1.458197 0.343411 2.517247

Të dhënat 3
α 2.581740 0.941880 4.127841
β 0.501017 0.004933 1.110172
θ 2.886923 0.074607 5.401492
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Hapi 2. Japim vlerën fillestare x0 për pikën startuese.

Hapi 3. Marrim j = 1.

Hapi 4. Gjenerojmë U ∼ Uniform (0, 1).

Hapi 5. Vleren e x0e marrim të tillë që

x⋆ = x0 −
(
GΘ(x)−U
fΘ(x)

)∣∣∣
x=x0

Nëse | x0 − x⋆ |≤ ǫ, (shumë i vogël, ǫ > 0 limiti i tolerancës). Atëherë, x⋆ do jetë

mostra e fituar nga F (x).

Hapi 6. Nëse | x0 − x⋆ |> ǫ, atëherë, marim x0 = x⋆ dhe shkojmë te hapi 5.

Hapi 7. Përsërisim hapat 4-7, për j = 1, 2, . . . , n dhe marrim x1, x2, . . . , xn.

Duke përdorur algoritmin e mësipërm, gjenerojmë një mostër më vëllim 30 nga beta-

Lindley për vlerat arbitrare θ = 1.5, α = 2 dhe β = 1. Të dhënat e simuluara (Të

dhënat 3) janë dhënë




0.7230, 0.9211, 1.3350, 2.6770, 0.6035, 2.5947, 3.0801, 1.5572, 1.4727, 0.3013,

0.6116, 0.5550, 1.6320, 0.9438, 1.9079, 1.1693, 1.7259, 4.5494, 0.9360, 1.9373,

2.9493, 0.6233, 1.5323, 0.4515, 0.7262, 0.9476, 0.1333, 0.9405, 2.3910, 0.8615.




Metoda e përgjasisë maksimale dhe ajo e Bayes-it me intervalet e besimit/kredibile

janë llogaritur për mostren e simuluar. MLE e (θ, α, β) janë (2.72966, 2.56457, 0.43766)

respektivisht. Intervalet asimptotikë të besimit për (θ, α, β) janë (−3.5042 ∼ 0, 8.9635),

(−0.6445 ∼ 0, 5.77373) dhe (−0.865 ∼ 0, 1.74044) respektivisht. Vlerësimet e Bayesit

me intervalet e besueshmërisë bazuar në të dhënat e simuluara, tregohen në tabelën

??.
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Fig. 1.5: Densitetet posteriore për të dhënat 1 për parametrat α, β dhe θ.
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Fig. 1.6: Densitetet posteriore për të dhënat 2 për parametrat α, β dhe θ.
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Kapitulli 2

Shpërndarja Kumaraswamy e
Lindley-it: Vetitë dhe aplikimet

2.1 Hyrje

Në vitin 1980 Kumaraswamy publikoi një shpërndarje të re të ngjashme me shpërndarjen

beta, që më vonë filloi të njihet me emrin shpërndarja e Kumaraswamit. Densiteti i

shpërndarjes së Kumaraswamit jepet me:

f(x) = a b xa−1 [1− xa]b−1 . (2.1.1)

ndërsa funksioni i shpërndarjes jepet me:

F (x) = 1− (1− xa)b, (2.1.2)

Shpërndarja e Kumaraswmait nuk ishte studiuar ne mënyre sistematike nga viti i

publikimit të saj. Si nxitës mjaft i madh për studimin e kësaj shpërndarje kon-

siderohet punimi i Jones-it [52] i publikuar në vitin 2008. Pas këtij viti filluan mjaft

shkencëtar të ndryshëm të studiojnë, të aplikojnë dhe të botojnë modifikime të kësaj

shpërndarje. Në vitin 2011, Cordeiro dhe të tjerë [21], përcaktuan një metodë për

gjenerimin e shpërndarjeve të tipit Kumaraswamy-G, ku G është një shpërndarje e

çfarëdoshme.

Nëse me G shenojmë një funksion të shpërndarjes, atëherë shpërndarja e re e

quajtur Kumaraswamy-G, e cila është propozuar nga Cordeiro në vitin 2011 [21], ka
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funksion të shpërndarjes:

F (x) = 1− [1−G(x)a]b , (2.1.3)

ku a > 0 dhe b > 0 janë dy parametra shtesë.

Densiteti i shpërndarjes së re ka formën

f(x) = a b g(x)G(x)a−1 [1−G(x)a]b−1 . (2.1.4)

Familja e densiteteve (2.1.4) ka disa veti sikurse klasa e shpërndarjeve beta-G (shih

Eugene me të tjerë, [30]), por ka disa përparësi meqë nuk përmban ndonjë funksion

special sikurse funksioni beta që e përmban shpërndarja beta.

2.2 Gjenerimi i shpërndarjes Kumaraswamy-Lindley

Nga mënyra e gjenerimit të shpërndarjes Kumaraswamy-G, mund të vërejme se nëse

në vend të G marrim funksionin e shpërndarjes së Lindleyit, fitojmë shpërndarjen

Kumaraswamy Lindley me funksion të shpërndarjes

F (x) = 1−
{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b
, 0 < a, b <∞ (2.2.1)

dhe densitet

f(x) =ab
θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a−1

×
{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b−1

. (2.2.2)

Figurat 2.1 dhe 2.2 ilustrojnë disa forma të mundshme të densitetit dhe funksionit

të shpërndarjes për shpërndarjen Kw-Lindley.

Lemë 2.2.1. [72] Kur a = b = 1, shpërndarja Kw-L reduktohet në shpërndarjen e

Lindley-it me parameter θ.

2.3 Momentet dhe funksioni gjenerues

Teoremë 2.3.1. [72] Momenti i renditk, E(Xk), i shpërndarjes Kw-L jepet me
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Fig. 2.1: Densiteti i shpërndarjes Kumaraswamy-Lindley për vlera të ndryshme.
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a) Nëse α > 0, β > 0 numra real jo të plotë:

E(Xk) =
Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1) (2.3.1)

×
∞∑

i=0

Γ(α + β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

1

(β + j)k−i+α+β

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
(2.3.2)

b) Nëse α > 0, β > 0 numra real të plotë:

E(Xk) =
1

B(α, β)θk

α−1∑

j=0

(
α− 1

j

)
(−1)j

(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1) (2.3.3)

×
β+j−1∑

i=0

(
β + j − 1

i

)
(−1)i(θ + 1)i

1

(β + j)k−i+α+β

× [θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
(2.3.4)

Vërtetim.

E(Xk) =

∞∫

0

xkf(x)dx =
θ2

B(α, β)(θ + 1)β

·
∞∫

0

xk(θ + 1 + θx)β−1(1 + x)e−θβx
[
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

]α−1

dx

=
θ

B(α, β)(θ + 1)β

·
∞∫

0

( t
θ

)k
(θ + 1 + t)β−1(

θ + t

θ
)e−βt

[
1− θ + 1 + t

θ + 1
e−t
]α−1

dt

a) Nëse α > 0, β > 0 janë numra real jo të plotë duke përdorur (1.4.6) kemi:

=
Γ(α)

B(α, β)θk(θ + 1)β+j

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)j!

×
[
θ

∞∫

0

tk(θ + 1 + t)α+β−1e−(β+j)tdt+

∞∫

0

tk+1(θ + 1 + t)α+β−1e−(β+j)tdt

]
dt
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=
Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

∞∑

i=0

Γ(α+ β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

×
[
θ

∞∫

θ+1

tk−i+α+β−1e−(β+j)tdt+

∞∫

θ+1

tk−i+α+βe−(β+j)tdt

]

∞∫

θ+1

tk−i+α+β−1e−(β+j)tdt =
1

(β + j)k−i+α+β

∞∫

(θ+1)(β+j)

sk−i+α+β−1e−sds

=
1

(β + j)k−i+α+β
Γ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))

Pra,

E(Xk) =
Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

∞∑

i=0

Γ(α + β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

× 1

(β + j)k−i+α+β

[
θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))+

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]

b) Nëse α > 0, β > 0 janë numra real të plotë, kemi:

E(Xk) =
1

B(α, β)θk

α−1∑

j=0

(
α− 1

j

)
(−1)j

(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

β+j−1∑

i=0

(
β + j − 1

i

)
(−1)i(θ + 1)i

× 1

(β + j)k−i+α+β

[
θΓ(k − i+ α + β, (θ + 1)(β + j))+

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
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Teoremë 2.3.2. [72] Le të jetë X ndryshore e rastit që ka shpërndarje Kw-Lindley,

atëherë funksioni gjenerues MX(t), është

a) Nëse α > 0, β > 0 janë numra real jo të plotë:

MX(t) =

∞∑

r=0

tr

r!

Γ(α)

B(α, β)θk

∞∑

j=0

(−1)j

Γ(α− j)(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

×
∞∑

i=0

Γ(α + β)

Γ(α + β − i)Γ(i− 1)
(−1)i(θ + 1)i

1

(β + j)k−i+α+β

· [θΓ(k − i+ α+ β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
(2.3.5)

b) Nëse α > 0, β > 0 janë numra real të plotë:

MX(t) =
∞∑

r=0

tr

r!

1

B(α, β)θk

α−1∑

j=0

(
α− 1

j

)
(−1)j

(θ + 1)β+jj!
e(β+j)(θ+1)

×
β+j−1∑

i=0

(
β + j − 1

i

)
(−1)i(θ + 1)i

1

(β + j)k−i+α+β

· [θΓ(k − i+ α+ β, (θ + 1)(β + j))

+
1

(β + j)
Γ(k − i+ α + β + 1, (θ + 1)(β + j))

]
(2.3.6)

Vërtetim.

MX(t) = E
(
etX
)
=

∫ ∞

0

exp(tx)f(x) dx

=

∫ ∞

0

(
1 + tx+

t2x2

2!
+ · · ·+ tnxn

n!
+ · · ·

)
f(x) dx

=

∞∑

i=0

tiE(X i)

i!
. (2.3.7)

Pas zëvendësimit (2.3.1) në (2.3.7) dhe (2.3.3) në (2.3.7) fitojmë (2.3.5) dhe (2.3.6),

respektivisht.

2.4 Analiza e besueshmërisë (ang.Reliability Anal-

ysis)

Funksioni i besueshmërisë (ang.The reliability function )R(t), përkufizohet si R(t) =

1− F (t). Funksioni i besueshmërisë për shpërndarjen Kw-L është:
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Fig. 2.3: Funksioni i besueshmërisë për shpërndarjen Kumaraswamy-Lindley .

R(t, θ, a, b) =

{
1−

(
1− θ + 1 + θt

θ + 1
e−θt

)a}b
.

Funksioni i Hazardit jepet me:

h(t) =
f(t)

1− F (t)
.

Funksioni i Hazardit për shpërndarjen Kw-Lindley jepet me

h(t, θ, α, β) =
ab θ2

θ+1
(1 + t)e−θt

(
1− θ+1+θt

θ+1
e−θt

)a−1

{
1−

(
1− θ+1+θt

θ+1
e−θt

)a}

Figurat 2.3 dhe 2.4 ilustorjnë format e ndryshme të funksionit të besueshmërisë dhe

funksionit të Hazardit për vlera të ndryshme të parametrave a, b dhe θ, respektivisht.
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Fig. 2.4: Funksioni i Hazardit për shpërndarjen Kumaraswamy-Lindley

2.5 Statistika e renditur për shpërndarjen Kw-Lindley

Statistika e renditur e rendit k e një mostre është vlera më e vogël e k−të. Për

mostrën me vëllim n, statistika e renditur e rendit n është maksimumi, pra

X(n) = max{X1, . . . , Xn} .

Rangu është diferenca në mes maksimumit dhe minimumit

range{X1, . . . , Xn} = X(n) −X(1) .

Nëse X(1) ≤ · · · ≤ X(n) shënon statistikën e renditur nga mostra X1, . . . , Xn nga

popullimi me funksion të shpërndarjes FX(x) dhe densitet fX(x) atëherë densiteti i

X(j) jepet me

fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!
fX(x) (FX(x))

j−1 (1− FX(x))
n−j ,

për j = 1, . . . , n. Densiteti i j−të i statistikës së renditur për shpërndarjen Kw-

Lindley jepet me:
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fX(j)
(x) =

n!

(j − 1)!(n− j)!
ab

θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a−1

·
{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b−1

·
(
1−

{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b)j−1

·
({

1−
(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b)n−j

Kështu densiteti i statistikës më të madhe X(n) është

fX(n)
(x) = nab

θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a−1

·
{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b−1

·
(
1−

{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b)n−1

dhe densiteti i statistikës së renditur më të vogël X(1) jepet me

fX(1)
(x) = nab

θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a−1

·
{
1−

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b−1

·
({

1−
(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)a}b)n−1
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2.6 Vlerësimi parametrave

2.6.1 Metoda e përgjasisë maksimale

Funksioni i përgjasisë maksimale për densitetin e shpërndarjes Kw-L jepet me

L =

(
ab

θ2

θ + 1

)n
e
−θ

n
∑

i=1
xi

n∏

i=1

(1 + xi)

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)a−1

·
{
1−

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)a}b−1

(2.6.1)

Pas logaritmimit kemi:

ℓ = lnL = n log a+ n log b+ 2n log θ − n log(θ + 1)− θ

n∑

i=1

xi

+

n∑

i=1

log(1 + xi) + (a− 1)

n∑

i=1

log

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)

+ (b− 1)
n∑

i=1

log

{
1−

(
1− θ + 1 + θxi

θ + 1
e−θxi

)a}
(2.6.2)

Tani,

∂ lnL

∂a
= 0,

∂ lnL

∂b
= 0, dhe

∂ lnL

∂θ
= 0,

kemi

n

a
+

n∑

i=1

ln

(
1− (θ + 1 + θ xi) e

−θ xi

θ + 1

)

− (b− 1)

n∑

i=1

(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)a
ln
(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)

(
1−

(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)a) = 0

n

b
+

n∑

i=1

ln

(
1−

(
1− (θ + 1 + θ xi) e

−θ xi

θ + 1

)a)
= 0
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2n

θ
− n

θ + 1
−

n∑

i=1

xi − (a− 1)

×
n∑

i=1

e−θ xiθ xi (2 + θ + θ xi + xi)

(−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi) (θ + 1)
− (b− 1)

×
n∑

i=1

e−θ xiθ xi (2 + θ + θ xi + xi) a
(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a
(
−1 +

(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a)
·Ki

= 0

Ki =
(
−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

)
(θ + 1)

MLE për parametrat
(
â, b̂, θ̂

)
e (a, b, θ), fitohet duke i zgjidhur këto ekuacione

jolineare. Duke aplikuar mostrën e madhe, MLE e ϕ̂ =
(
â, b̂, θ̂

)
mund të trajtohet si

shpërndarje normale trivariate λ̂ matrica e variancës, kovariancës

√
n(ϕ̂− ϕ) → N3

(
0, nI−1(ϕ)

)

ku elementet e matricës 3 × 3, I(ϕ) mund të vlerësohen me Iij(ϕ̂) = −ℓϕiϕj ϕ=ϕ̂,

i, j ∈ {1, 2, 3}.
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Elementet e matricës së Hesian-it jepen me:

I11 =
∂∂2ℓ

θ2
= −2

n

θ2
+

n

(θ + 1)2
+ (a− 1) · A− (b− 1)

n∑

i=1

(Ai +Bi − Ci +Di)

A = −
n∑

i=1

(
−2 + θ4xi

2 + θ4xi − 2 θ + 2 e−θ xi − xi + 4 θ2xi + A11

)
e−θ xixi

(−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi)
2 (θ + 1)2

A11 =
(
3 θ2xi

2 + θ xi
2 + 4 θ3xi + 3 θ3xi

2 + 2 e−θ xiθ + 2 e−θ xiθ xi + e−θ xixi
)
e−θ xixi

Ai = − θ2xi
2 (2 + θ + θ xi + xi)

2 (e−θ xi
)2
a2

(θ + 1)2 (−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi)
2

Ai1 =

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a

Ai2 =

(
−1 +

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a)

Bi = −xi (−2 + θ3xi
2 + 2 θ2xi

2 + θ xi
2 + 3 θ2xi + θ xi + θ3xi − xi) e

−θ xia(
−1 +

(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a)
Bi2

Bi1 =

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a

Bi2 =
(
−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

)−1
(θ + 1)2

Ci = − θ2xi
2 (2 + θ + θ xi + xi)

2 (e−θ xi
)2
a · Ci1

(θ + 1)2 (−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi)
2 · Ci2

Ci1 =

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a

Ci2 =

(
−1 +

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a)
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Di =
θ2xi

2 (2 + θ + θ xi + xi)
2 (e−θ xi

)2
a2 ·Di1

Di2 · (−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi)
2 (θ + 1)2

Di1 =

((
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a)2

Di2 =

(
−1 +

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a)2

I12 =
∂2ℓ

∂θ∂a
= −

n∑

i=1

e−θ xiθ xi (2 + θ + θ xi + xi)

(−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi) (θ + 1)
+ (b− 1)

·
n∑

i=1

Kia ·Ki1

Ki2 ·
(
−1 +

(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a)2
(θ + 1)

Ki1 = (2 + θ + θ xi + xi) θ xie
−θ xi

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a

Kia =

(
a ln

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)
+ 1−

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

Ki2 =
(
−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

)

I13 =
∂2ℓ

∂θ∂b
=

−
n∑

i=1

e−θ xiθ xi (2 + θ + θ xi + xi) a
(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a

I3i · (−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi) (θ + 1)

I3i =

(
−1 +

(
−−θ − 1 + e−θ xiθ + e−θ xi + e−θ xiθ xi

θ + 1

)a)

I22 =
∂2ℓ

∂a2
= − n

a2
− (b− 1)

·
n∑

i=1

(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a (
ln
(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

))2

(
−1 +

(
−−θ−1+e−θ xiθ+e−θ xi+e−θ xiθ xi

θ+1

)a)2

I23 =
∂2ℓ

∂a∂b
= −

n∑

i=1

(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)a
ln
(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)

(
1−

(
1− (θ+1+θ xi)e−θ xi

θ+1

)a)

I33 =
∂2ℓ

∂b2
= − n

b2
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2.7 Vlerësimi i parametrave sipas Bayes-it

Për të kryer vlerësimin e parametrave me metodën e Bayes-it ne duhet të kemi fil-

limisht densitet apriori, atëherë marrim densitetet apriori joinformative si

π1 (θ) ∝ θ−1; θ > 0

π2 (α) ∝M−1
1 ; 0 < α < M1

π3 (β) ∝M−1
2 ; 0 < β < M2

Nuk ka rëndësi zgjedhja e M1 dhe M2 kështu që marrim thjesht

π2 (α) ∝ 1

π3 (β) ∝ 1

Densiteti posteriori i parametrave θ, α dhe β jepet me

π
(
α, β, θ|x

∼

)
= K

θ2n−1 exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

Bn (α, β) (1 + θ)nβ

n∏

i=1

[
(1 + θ + θxi)

β−1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1
]

(2.7.1)

ku, K konstanta e normalizimit. Vlerësimet e Bayes-it për parametrat θ, α dhe β

janë

θ̂B =

∫

θ

∫

α

∫

β

θπ
(
α, β, θ|x

∼

)
dβ dα dθ, (2.7.2)

α̂B =

∫

α

∫

θ

∫

β

απ
(
α, β, θ|x

∼

)
dβ dθ dα (2.7.3)

dhe

β̂B =

∫

β

∫

α

∫

θ

βπ
(
α, β, θ|x

∼

)
dθ dα dβ (2.7.4)

respektivisht. Nuk është e lehtë të llogariten ekuacionet (2.7.2), (2.7.3) dhe (2.7.4),

andaj për këtë arsye përdoren përafrimet numerike me metodat Monte Carlo Markov
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Chain (MCMC) ku njëra prej tyre është metoda e Gibbs-it dhe algoritmi Metropolis

Hastings. Densitetet posteriori për parametrat α, β dhe θ janë dhënë me

π1

(
α|β, θ, x

∼

)
∝ Γn (α + β)

Γn (α)

n∏

i=1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1

(2.7.5)

π2

(
β|α, θ, x

∼

)
∝ Γn (α + β)

Γn (α)

exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

(1 + θ)nβ

n∏

i=1

(1 + θ + θxi)
β−1 (2.7.6)

π3

(
θ|α, β, x

∼

)
∝
θ2n−1 exp

(
−θβ

n∑
i=1

xi

)

(1 + θ)nβ

n∏

i=1

[
(1 + θ + θxi)

β−1

(
1− 1 + θ + θxi

1 + θ
e−θxi

)α−1
]

(2.7.7)

Algoritmi i simulimit jepet si

Hapi 1. Marrim pikën fillestare, themi α(0), β(0) dhe θ(0), atëherë në hapin e i−të

Hapi 2. Gjatë përdorimit të algoritmit të MH, gjenerojmë αi ∼ π1

(
α|β(i−1), θ(i−1), x

∼

)

Hapi 3. Gjatë përdorimit të algoritmit të MH, gjenerojmë βi ∼ π2

(
β|αi, θ(i−1), x

∼

)

Hapi 4. Gjatë përdorimit të algoritmit të MH, gjenerojmë θi ∼ π3

(
θ|αi, βi, x∼

)

Hapi 5. Përsërisim hapat 2 − 4, M(= 20000) herë për të fituar mostrën me vëllim

M .

Hapi 6. Vlerësimet e Bayes-it për parametrat α, β dhe θ i marrim duke shfrytëzuar

formulat

α̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

αj, β̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

βj dhe θ̂B = 1
M−M0

M∑
j=M0+1

θj respek-

tivisht, ku M0(≈ 5000) .

Hapi 7. Marrim 100× (1− ψ)% HPD intervalet për parametrat α, β dhe θ në bazë

të:
(
α(j∗), α(j∗+[(1−ψ)M ])

)
,
(
β(j∗), β(j∗+[(1−ψ)M ])

)
and

(
θ(j∗), θ(j∗+[(1−ψ)M ])

)
respek-

tivisht. Ku, j∗ është zgjedhur si:

α(j∗+[(1−ψ)M ]) − α(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
α(j+[(1−ψ)M ]) − α(j)

)
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Tabela 2.1: Koha e stagnimit të virusit tek pacientët

0.08 2.09 3.48 4.87 6.94 8.66 13.11 23.63 0.20 2.23
3.52 4.98 6.97 9.02 13.29 0.40 2.26 3.57 5.06 7.09
9.22 13.80 25.74 0.50 2.46 3.64 5.09 7.26 9.47 14.24
25.82 0.51 2.54 3.70 5.17 7.28 9.74 14.76 26.31 0.81
2.62 3.82 5.32 7.32 10.06 14.77 32.15 2.64 3.88 5.32
7.39 10.34 14.83 34.26 0.90 2.69 4.18 5.34 7.59 10.66
15.96 36.66 1.05 2.69 4.23 5.41 7.62 10.75 16.62 43.01
1.19 2.75 4.26 5.41 7.63 17.12 46.12 1.26 2.83 4.33
7.66 11.25 17.14 79.05 1.35 2.87 5.62 7.87 11.64 17.36
1.40 3.02 4.34 5.71 7.93 11.79 18.10 1.46 4.40 5.85
8.26 11.98 19.13 1.76 3.25 4.50 6.25 8.37 12.02 2.02
3.31 4.51 6.54 8.53 12.03 20.28 2.02 3.36 6.76 12.07
21.73 2.07 3.36 6.93 8.65 12.63 22.69 5.49

β(j∗+[(1−ψ)M ]) − β(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
β(j+[(1−ψ)M ]) − β(j)

)

θ(j∗+[(1−ψ)M ]) − θ(j∗) = min
1≤j≤M−[(1−ψ)M ]

(
θ(j+[(1−ψ)M ]) − θ(j)

)

2.8 Aplikimi i shpërndarjes Kw-Lindley

Në këtë paragraf, do të përdorim të dhëna reale për të parë se si shpërndarja Kw=L

është model më i mirë se shpërndarja e Lindley-it.

Të dhënat 1: Të dhënat në tabelën 2.1 paraqesin të dhënat e pacenzoruara që korre-

spondojnë me të prekurin nga kanceri i gjakut dhe janë gjithsejt 128 pacientë që janë

studiuar në punimin e Lee dhe Wang [107]:

Të dhënat 2: Të dhënat paraqesin kohen e mbijetesës për 72 pëllumba të infektuar

me virusin virulent tubercle bacilli, shih Bjerkedal [15]. Të dhënat janë:

0.1, 0.33, 0.44, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96, 1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07,

1.08, 1.08, 1.08, 1.09, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36,

1.39, 1.44, 1.46, 1.53, 1.59, 1.6, 1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72, 1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97,

2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3, 2.31, 2.4, 2.45, 2.51, 2.53, 2.54, 2.54, 2.78, 2.93, 3.27,

3.42, 3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55
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Tabela 2.2: ML, gabimi standard dhe funksioni Log-likelihood për të dhënat 1

Modeli ML Vlerësimi Gabimi standard -LL

Lindley θ̂ = 0.196 0.012 419.529

Kw- Lindley θ̂ = 0.503 0.098 414.229
â = 0.978 0.222

b̂ = 0.280 0.060

Tabela 2.3: Kriteret e krahasimit për të dhënat 1

Modeli -2LL AIC AICC
Lindley. 839.04 841.06 841.091
Kw-Lindley 828.458 834.458 834.651

Matrica variancë kovariancëI(λ̂)−1 e MLE për shpërndarjen Kw- Lindley për të

dhënat 1 


0.009 0.011 −0.005

0.011 0.049 −0.004

−0.005 −0.004 0.003


 .

Kështu që , varianca e theta, a dhe b është var(θ̂) = 0.009, var(â) = 0.049 dhe

var(b̂) = 0.003.Tani, intervalet e besimit 95% për θ, a dhe b janë [0.310, 0.697], [0.541, 1.415]dhe

[0.162, 0.398], respektivisht.

Statistika test LR për hipotezat H0 : a = b = 1 kundrejt H1 : a 6= 1∨ b 6= 1 për të

dhënat 1 është ω = 21.164 > 5.991 = χ2
2;0.05, pra hedhim poshtë hipotezën Ho.

Tabela 2.4: ML, gabimi standard dhe funksioni Log-likelihood për të dhënat 2

Modeli ML Vlerësimi Gabimi St. -LL

Lindley θ̂ = 0.868 0.076 106.928

Kw- Lindley θ̂ = 1.345 0.677 93.967
â = 2.878 1.040

b̂ = 1.077 0.827
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Tabela 2.5: Kriteret e krahasimit për të dhënat 2

Model -2LL AIC AICC
Lindley. 213.857 215.857 215.942
Kw-Lindley 187.935 193.935 194.128

Matrica variancë kovariancë I(λ̂)−1 për Kw- Lindley e të dhënave 2 është




0.458 0.640 −0.548

0.640 1.082 −0.717

−0.548 −0.717 0.684


 .

Pra, varianca e θ, a dhe b është var(θ̂) = 0.458, var(â) = 1.082 dhe var(b̂) = 0.684.

Kështu që, intervalet e besimit 95% për θ, a dhe b janë [0.017, 2.672], [0.838, 4.917]

dhe [0, 3.384], respektivisht.

Statistika test LR H0 : a = b = 1 kundrejt H1 : a 6= 1 ∨ b 6= 1 për të dhënat 2

është ω = 25.922 > 5.991 = χ2
2;0.05, pra hedhim poshtë hipotezën fillestare. Tabelat

2.2 dhe 2.4 tregojnë parametrat e vlerësuar me metodën e përgjasisë maksimale për

të dhënat 1 dhe 2, Tabelat 2.3 dhe 2.5 tregojnë vlerat e −2 log(L), AIC dhe AICC.

Vlerat në tabelat 2.3 dhe 2.5, na sugjerojnë se shpërndarja Kw- Lindley është më

efikase për të dhënat se sa modeli tjetër.

Vlerësimi i Bayes-it për të dhënat 1 dhe 2 është dhëne me:

Tabela 2.6: Vlerësimet e Bayes-it dhe intervalet kredibile 95% HPD.

Data/ Parameter
Bayes

Estimate Lower Upper

Data 1
α 1.198824 0.531175 1.835345
β 0.136014 0.002155 0.274293
θ 1.283892 0.000737 2.544082

Data 2
α 2.933191 1.604314 4.132534
β 1.004611 0.000559 1.842176
θ 1.458197 0.343411 2.517247
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Fig. 2.5: Densiteti i modeleve për të dhënat 1.
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Fig. 2.6: Densiteti i modeleve për të dhënat 2.
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Fig. 2.7: Densiteti posteriori për parametrat α, β dhe θ për të dhënat 1.
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Fig. 2.8: Densiteti posteriori për parametrat α, β dhe θ për të dhënat 2.
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Kapitulli 3

Shpërndarja e përgjithësuar
inverse e Lindley-it

3.1 Hyrje

Në studimet e statistikave të mbijetesës, të dhënat janë të kategorizuara nga procesi

i dështimit siç janë: monotone (konstant, jorritës dhe jozvogëlues) dhe jo-monotone

(unimodale), shih [25] dhe analizat statistikore përkatëse, shih[101, 104]. Janë bërë

përpjekje të mëdha në drejtim të gjetjes së shpërndarjes adekuate për atë modelim

ku ndër të tjerë janë edhe autorët [114, 35, 34] etj. [44] ka studiuar modelin proba-

bilitar të quajtur shpërndarja e Gompertz-it dhe ka patur një aplikim mjaft të madh

në demografi dhe shkencat aktuaristike, ku të dhënat kanë funksionin e raportit të

Hazardit me rritje eksponenciale. Weibulli ([132]) për herë të parë ka studiuar një

shpërndarje të re që sot njihet me emrin Shpërndarja e Weibullit, e cila sot ka një

aplikim mjaft të madh tek analizat statistikore të mbijetesës. Shpërndarja e Weibullit

ka patur një përdorim të gjërë në analizat statistikore të mbijetesës, kur të dhënat,

kanë funksionin e raportit të Hazardit monoton, megjithatë ka një përdorim shumë

më të vogël të kësaj shpërndarje, kur të dhënat funksionin e raportit të Hazardit e

kanë jomonoton. Për këtë arsye, hulumtuesit shkencorë kanë rritur studimet statis-

tikore kur të dhënat kanë funksionin e raportit të Hazardit monoton. Në [68, 130, 131]
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është bërë zgjerimi i shpërndarjes së Weibullit për të bërë këtë shpërndarje më kom-

patibile për modele të ndryshme të të dhënave. Për një diskutim më të zgjeruar rreth

diskutimit të kësaj shpërndarje lexuesi mund të hasë më tepër tek [67]. Edhe në [17]

poashtu jepet shpërndarjen me dy parametra që ka funksionin e raportit të Hazardit

monoton për analiza statistikore të mbijetesës.

Janë disa variante të aplikimit ku të dhënat kanë funksionin e raportit të Hazardit

të tipit monoton. Për shembull, në [12] bëhet analiza statistike e të dhënave eksperi-

mentale për kancerin e mushkërive, dhe tregohet se funksioni i raportit të dështimit

për grupet me status të ulët dhe të lartë të kancerit kanë formë unimodale. Në [103]

janë studiuar të dhënat e 3878 rasteve të kancerit të gjirit në Edinburgh prej 1954 deri

më 1964 dhe është vërejtur se vdekshmëria e tyre ka qenë e ulët në vitin e parë për

të vazhduar me një ngritje në vitet vijuese dhe më pas me një rënie të vdekshmërisë.

Disa shpërndarje inverse për studimet e këtyre fenomeneve janë: shpërndarja in-

verse e Weibull (IW), inverse e Gaussit (IG) dhe inverse gamma (IGm), etj. Këto

shpërndarje kanë një përdorim të gjërë në variantet e aplikimeve reale. Në [67] është

përshkruar në detaje përdorimi i shpërndarjes IW dhe aplikimet përkatëse të statis-

tikës së vendimmarrjes. Shpërndarja IW është model i përshtatshëm për përshkrimin

e fenomeneve të erozionit të komponenteve mekanike, si komponentet dinamike të

motorëve me djegie të brendshme (motorët diesel). Erto dhe Rapone (1984) kanë

treguar se modeli IW ka një përshtatje të mirë të paraqitjes së të dhënave të mbi-

jetesës(dështimit) shih [101]. Calabria dhe Pulcini (1994) kanë provuar të bëjnë inter-

pretimin e shpërndarjes IW në kontekstin e relacioneve për fuqinë (ang. load-strength)

e komponenteve. Shpërndarja inverse e Gausit ka zbatim në përshkrimin e fenomen-

eve si, në rritjen e popullsisë, në aplikimet e studimeve në klinika, etj. Për më shumë

detaje shih botimet [119] dhe [64]. Në [49] është propozuar shpërndarja inverse gama

si një shpërndarje për studimin e modelimit të studimeve të mbijetesës.

Për shkak të aplikimit të madh të shpërndarjeve inverse ne do të propozojmë
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një shpërndarje inverse të quajtur: shpërndarja inverse e Lindley-it. Shpërndarja e

Lindley-it është propozuar nga [105], dhe ka densitetin

f (y, α, θ) =
θ2

(1 + θ)
(1 + y) e−θy, y > 0, θ > 0 (3.1.1)

Në [42] është paraqitur një trajtim matematik i vetive statistike të shpërndarjes

së Lindley-it. Ata po ashtu kanë treguar se shpërndarja e Lindley-it është më e

përshtatshme për modelime të të dhënave se sa shpërndarja eksponenciale. Në [63]

tregohet gjithashtu se shpërndarja e Lindley-it është më e përshtatshme për mode-

limin e të dhënave reale se sa shpërndarja eksponenciale, gama dhe log-normale dhe ka

treguar epërsine e përdorimit të kësaj shpërndarje në hulumtimet e besueshmërisë. Në

[41] dhe [99] së fundmi është propozuar përgjithësimi i shpërndarjes së Lindley-it duke

e përgjithësuar nga një parametër në dy parametra dhe janë emërtuar si shpërndarja

e përgjithësuar e Lindley-it dhe shpërndarja fuqi e Lindley-it, përkatësisht. Këto

përgjithësime mund të shihen si modele alternative të përgjithësimit të shpërdarjeve

të trajtës eksponenciale si shpërndarja gama dhe shpërndarja e Weibull-it.

Densiteti z = 1/y, i shpërndarjes inverse të Lindley-it jepet me:

f (z, α, θ) =
θ2

(1 + θ)

(1 + z)

z3
e−

θ
z , z > 0, θ > 0 (3.1.2)

Shpërndarja inverse e Lindley-it ka vetëm një parametër. Megjithatë parametri që

ndikon në formën e lakores ka një rol themelor që densitetet të jenë fleksibile. Kundu

ka dhënë gjashtë metoda për të shtuar edhe parametrin e formës/asimetrisë në mod-

elin bazë. Këtu, ne kemi përdorur transformimin fuqi x = z
1
α për të shtuar parametrin

e formës së lakores tek shpërndarja inverse e Lindley-it. Shembuj të mirë të kësaj

shpërndarje janë shpërndarjet e tipit të Weibull-it dhe shpërndarjet fuqi të Lindley-it.

3.2 Shpërndarje e përgjithësuar inverse e Lindley-

it

Përkufizimi 3.2.1. [124] Nëse Y është ndryshore e rastit që ka densitetin (3.1.1),

atëherë ndryshorja e rastit X = Y − 1
α themi se ka shpërndarje të përgjithësuar inverse
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të Lindley-it me densitet

f (x, α, θ) =
αθ2

(1 + θ)

[
1 + xα

x2α+1

]
e−

θ
xα , x > 0, α > 0, θ > 0 (3.2.1)

dhe funksion shpërndarjeje

F (x, α, θ) =

[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]
e−

θ
xα , x > 0, α > 0, θ > 0 (3.2.2)

ku, θ është parametri statistikor i dispersionit, parametri α kontrollon formën e lako-

res.

Lemë 3.2.1. [124] Densiteti f(x) në (3.2.1) i shpërndarjes GILD është:

i. rritës për x ∈ (0, x1) ,

ii. zvogëlues për x ∈ (x1,∞).

ku, x1 mund të merret si zgjidhje e f
′

(x) = 0 si:

x1 =

(
α θ − 2α− 1 +

√
α2θ2 + 2αθ + 4α2 + 4α+ 1

2(α+ 1)

) 1
α

Funksioni i densitetit (3.2.1) mund të paraqitet në termat e shpërndarjes mikse si

mëposhtë

f (x, α, θ) =
θ

1 + θ
f1 (x, α, θ) +

1

1 + θ
f2 (x, α, θ)

=
θ

1 + θ

{
αθ

xα+1
e−

θ
xα

}
+

1

1 + θ

{
αθ2

x2α+1
e−

θ
xα

}

ku, f1 (.) dhe f2 (.) janë densiteti i shpërndarjes inverse të Weibull-it dhe densiteti

i shpërndarjes inverse gama, respektivisht, dy anëtarë të familjes së shpërndarjes

së përgjithësuar gama të dhënë kohëve të fundit nga [69]. Kështu që, shpërndarja e

përgjithësuar inverse e Lindley-it mund të konsiderohet si kombinim i dy shpërndarjeve

të përgjithësuara inverse gama me proporcionet θ/(1+θ) dhe 1/(1+θ). Në anën tjetër,

variabla e rastit X themi se ka shpërndarje të përgjithësuar inverse të Lindley-it nëse

X−1 ka shpërndarje të Lindley-it fuqi të propozuar nga [41].

Funksioni i Hazardit për shpërndarjen e përgjithësuar inverse të Lindley-it mund

të përcaktohet si:

h (x, α, θ) =
f(x, α, θ)

1− F (x, α, θ)
=

αθ2 (1 + xα)

xα+1
[
(1 + θ) xα

(
e

θ
xα − 1

)
− θ
] (3.2.3)
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Fig. 3.1: Densiteti për vlera të ndryshme të parametrave
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Fig. 3.2: Grafiku i funksionit të Hazardit për vlera të ndryshme të parametrave
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Grafiku i densitetit (3.2.1) dhe funksionit të Hazardit (3.2.3), me vlera të ndryshme

të parametrave, janë paraqitur në figurat 3.1 dhe 3.2, respektivisht. Në figura shohim

që f(.) dhe h(.) janë monotono-zvogëluese nëse 0 < α < 1, dhe uni-modale për α ≥ 1

dhe vlera të ndryshme të θ. Gupta [48] ka përdorur shprehjen η(x) = −f
′
(x)

f(x)
për të

përcaktuar monotoninë e funksionit të Hazardit. Për GILD, kemi

η(x) =

[
− αθ

xα+1
+
α + 1

x
+

α

x (1 + xα)

]

e η(x) dhe h(x) posedojnë veti të njëjta, kështu që, nëse h(x) është uni-modale (called

upside bathtub (UBT)),do të kemi:

h
′

(x) > 0 for x ∈ (0, x0), h
′

(x0) = 0 and h
′

(x) < 0 for x > x0

dhe poashtu

η
′

(x) > 0 for x ∈ (0, x0), η
′

(x0) = 0 and η
′

(x) < 0 for x > x0,

ku, x0 mund të fitohet duke zgjidhur ekuacionin

αθx2α+2 + 2αθxα+2 − x2α + (2− α)xα + αθx2 − α = 0 (3.2.4)

3.3 Momentet dhe vlera e dispersionit dhe asimetrisë

Teoremë 3.3.1. [124] Nëse X është ndryshore rasti me densitet (3.2.1), atëherë

momenti i rendit r, fillestar i ndryshorës X do të jetë

µ
′

r =
θ

r
α

α (1 + θ)
Γ

(
α− r

α

)
(α (1 + θ)− r) , α > r

Vërtetim. Konsiderojmë,

E [Xr] =
αθ2

1 + θ

∞∫

0

1 + xα

x2α−r+1
e−

θ
xα dx

=
αθ2

1 + θ

∞∫

0

[
1

x2α−r+1
+

1

xα−r+1

]
e−

θ
xα dx
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Duke zëvendësuar xα = t, marrim

=
αθ2

1 + θ

∞∫

0

[
1

y3−
r
α

+
1

x2−
r
α

]
e−

θ
y dy

Nga përkufizimi i shpërndarjes inverse gama, kemi

∞∫

0

e−
a
x

xb+1
dx =

Γ (b)

ab

Duke përdorur përkufizimin e mësipërm, do të kemi:

E [Xr] =
θ

r
α

α (1 + θ)
Γ

(
α− r

α

)
(α (1 + θ)− r) , α > r

Kështu që, pritja matematike dhe dispersioni i ndryshores së rastit X mund të

llogaritet me formulën e mëposhtme

µ =
θ

1
α

α (1 + θ)
Γ

(
α− 1

α

)
(α (1 + θ)− 1) , α > 1

σ2 =

[
θ1/α

α (1 + θ)

]2
· A,

ku

A =

[
α (1 + θ) (α (θ + 1)− 2)

(
Γ

(
α− 2

α

)
− Γ2

(
α− 1

α

))
− Γ2

(
α− 1

α

)]
, α > 2

Duke përdorur teoremën 3.3.1, asimetria dhe sheshësia(sh) mund të llogaritën si

mëposhtë:

Asimetria =
µ

′

3 − 3µ
′

3µ+ 2µ3

σ3
, α > 3

sh =
µ

′

4 − 4µ
′

3µ+ 6µ
′

2µ
2 − 3µ4

σ4
, α > 4.

Lemë 3.3.2. [124] Le të jetë I (a, α, θ) =
∞∫
a

xf (x, α, θ) dx.

Kemi

I (a, α, θ) = θ
1
α+1

(1+θ)

[
Γ
(
θa−α, 2α−1

α

)
+ θΓ

(
θa−α, α−1

α

)]
, α > 1,

ku, Γ(x, a) =
x∫
0

ta−1e−tdt, është funksioni i cunguar gama.
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Shmangia mesatare absolute rreth mesatares dhe mesorës përcaktohet si:

M1 (X) =

∞∫

0

|x− µ|f(x)dx

dhe

M2 (X) =

∞∫

0

|x− µ̃|f(x)dx

respektivisht. Ku, µ̃ =Median (X) paraqet mesoren. Madhësia M1 (X) dhe M2 (X)

mund të llogaritet nga relacionet e mëposhtme,

M1 (X) = 2

∞∫

µ

xf(x)dx+ 2µF (µ)− 2µ

M2 (X) = 2

∞∫

µ̃

xF (x)dx− µ

Duke përdorur lemën 3.3.2, do të kemi

M1 (X) = 2I (µ, α, θ) + 2µF (µ)− 2µ

M2 (X) = 2I (µ̃, α, θ)− µ

3.4 Kuantilet

Teoremë 3.4.1. [124] Nëse X ka densitet (3.2.1) për a, b, θ > 0, kuantili i rendit p

është

Q(p) =

[
−1− 1

θ
− 1

θ
W−1

(
− (1 + θ)p

exp (1 + θ)

)](− 1
α)
,

ku, p ∈ (0, 1) dhe W−1 është funksioni ianasjelltë i Lambertit.

Vërtetim. Konsiderojmë,

Q(p) = F−1 (p) , p ∈ (0, 1)

Kuantili të themi q(p), i përkufizuar me G(Q(p)) = p është rrënjë e ekuacionit

[
1 +

θ

θ + 1

1

Q(p)α

]
e−θ/Q(p)α = p
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Duke shumëzuar të dya anët e ekuacionit me −e−(1+θ), marrim

−
(
1 + θ +

θ

Q(p)α

)
e−(1+θ+

θ
Q(p)α ) = −p (1 + θ) e−(1+θ) (3.4.1)

Vërejmë se
(
1 + θ + θ

Q(p)α

)
> 1, ∀ θ, α, q(p) > 0, duke përdorur funksionin W të

Lambertit, të përkufizuar si zgjidhje e W (z) eW (z) = z, ekuacioni i mësipërm mund

të shkruhet si

W−1

(
−p (1 + θ) e−(1+θ)

)
= −

(
1 + θ +

θ

Q(p)α

)

ku, W−1(.) është funksioni i anasjelltë i funksionit W të Lambert-it dhe përfundimisht

kemi

Q(p) =

[
−1− 1

θ
− 1

θ
W−1

(
− (1 + θ)p

exp (1 + θ)

)](− 1
α)
.

Nëse, α = 1, kuantili i rendit p për shpërndarjen e anasjelltë të Lindley-it përkufizohet

si mëposhtë

Q(p) =

[
−1− 1

θ
− 1

θ
W−1

(
− (1 + θ)p

exp (1 + θ)

)](−1)

.

Në veçanti, nëse p = 0.5, mediana e X është dhënë me

xm =

[
−1− 1

θ
− 1

θ
W−1

(
− (1 + θ)

2 exp (1 + θ)

)](− 1
α)

3.5 Renditja stokastike (e rastit)

Ndryshorja e rastit X themi se është stokastikisht më e madhe se Y , (Y ≤st X) nëse

FX(x) ≤ FY (x) për çdo x. Në mënyrë të ngjashme, X thuhet se është stokastikisht

më e madhe se Y , (X ≤st Y ) nëse

• renditja e raportit të Hazardit (Y ≤hr X) nëse hX(x) ≤ hY (x) për çdo x

• renditja e rezidualeve mesatare jetësore(ang. mean residual life order) (Y ≤mlr X)

nëse mX(x) ≤ mY (x) për çdo x

• renditja e raportit të përgjasisë (Y ≤lr X) nëse fX(x)
fY (x)

është një funksion rritës i

variables x
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Teoremë 3.5.1. [124] Le të jenë X dhe Y dy variabla të rastit që kanë shpërndarje

të pergjithësuar inverse të Lindley-it me parameter të formes së lakores të perbashkët

α dhe parametrat e shkallës θ1 dhe θ2 respektivisht. Nëse θ2 > θ1, atëherë (Y ≤lr X)

për çdo x.

Vërtetim. Le të jetë

Y ∼ GILD(α1, β1) dhe X ∼ GILD(α2, β2)

Atëherë, raporti i përgjasisë jepet nga

fX(x)

fY (x)
=
α2θ

2
2 (1 + θ1)

α1θ21 (1 + θ2)

(
1 + xα2

1 + xα1

)(
xα1

xα2

)2

exp

{
−
(
θ2
xα2

− θ1
xα1

)}

α1 = α2 = α, atëherë

fX(x)

fY (x)
=
θ22 (1 + θ1)

θ21 (1 + θ2)
exp

{
−
(
θ2 − θ1
xα

)}

i cili është rritës për x me parametrat θ2 > θ1. Pra, nëse α1 = α2, atëherë X është

stokastikisht më i madh se Y me raportin e përgjasisë, atëherë dhe vetëm atëherë,

kur θ2 > θ1.

[128] caktohet nga rezultatet e radhitjes stokastike si mëposhtë:

X ≤lr Y =⇒ X ≤hr

X
⇓

≤stY

Y =⇒ X ≤mrl Y (3.5.1)

Rrjedhim 3.5.2. [124] Nëse X ∼ GILD(α, θ1) dhe Y ∼ GILD(α, θ2). Atëherë,

(Y ≤lr X) përderisa θ2 > θ1 kështu që (Y ≤hr X), (Y ≤mrl X) dhe (Y ≤st X).

3.6 Entropia e Renyi-t

Entropia është masë e variacionit të pasigurisë në shpërndarjen e ndryshores së rastit.

Entropia e Renyi-t, [118], përcaktohet si

e (γ) =
1

1− γ
log

{∫
f γ (x) dx

}
,

ku, γ > 0 dhe γ 6= 1. Duke zëvendësuar (3.2.1) në shprehjen e mësipërme, kemi

e (γ) =
1

1− γ
log





(
αθ2

1 + θ

)γ ∞∫

0

1

xγ(1+α)
(
1 + x−α

)γ
e

θγ
xα dx



 .
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Për |z| < 1 dhe γ > 0, kemi

(1 + z)γ =

∞∑

j=0

(
γ

j

)
zj

Duke përdorur shprehjen e mësipërme, kemi

e (γ) =
1

1− γ
log





(
αθ2

1 + θ

)γ ∞∑

j=0

(
γ

j

) ∞∫

0

1

xα(j+γ)+γ
e

θγ
xα dx



 .

Duke kryer transformimet, 1/xα = t, dhe duke zgjidhur integralin, përfundimisht do

të kemi

e (γ) =
1

1− γ
log

{
αγ−1θ2γ

(1 + θ)γ

∞∑

j=0

(
γ

j

)
Γ
(
j + γ + γ−1

α

)

(θγ)(j+γ+
γ−1
α )

}
.

3.7 Besueshmëria e fuqisë së komponentëve

Besueshmëria e fuqisë së komponentëve ( ang.Stress-strength reliability) është një

matje e performancës së sistemit nën konditat e rrepta dhe mund të përkufizohet si

R = P [X > Y ]

Besueshmëria e fuqisë së komponentëve mund të llogaritet sipas formulës

R (α, θ) =

∞∫

0





x∫

0

gy(x)dy



 gx(x)dx

=
αθ21

(1 + θ1) (1 + θ2)

∞∫

0

(θ2 + x (1 + θ2))
1 + xα

x2α+2
exp

(
−(θ1 + θ2)

xα

)
dx

Duke përdorur densitetin e shpërndarjes inverse gama dhe pas kryerjes së disa thjesh-

timeve matematikore, do të kemi

R (α, θ) =
θ21 ·Ra

α (1 + θ1) (1 + θ2) (θ2 + θ2)
(2+1/α)

(3.7.1)

ku,

Ra =
{
α (1 + θ1 + θ2) (1 + θ2) (θ1 + θ2)

1/α + θ2Γ (1 + 1/α) [α (θ1 + θ2) + α + 1]
}
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Nëse, α = 1, atëherë besueshmëria e fuqisë së komponentëve për shpërndarjen inverse

të Lindley-it jepet me

R (α, θ) =
θ21
{
2θ2 + (1 + 2θ2) (θ1 + θ2) + (1 + θ2) (θ1 + θ2)

2}

α (1 + θ1) (1 + θ2) (θ2 + θ2)
3 (3.7.2)

3.8 Procedurat e vlerësimit të parametrave

3.8.1 Metoda e përgjasisë maksimale

Le të jetë x1, x2, . . . , xn një (iid) zgjedhje e rastit e vrojtuar e madhësisë n prej

shpërndarjes GILD (3.2.1). Atëherë, funksioni i përgjasisë i bazuar në zgjedhjen e

vrojtuar përcaktohet si

ℓ
(
x
∼
, α, θ

)
=

αnθ2n

(1 + θ)n

n∏

i=1

(1 + xαi )

n∏

i=1

x
(−2α−1)
i e

θ
n
∑

i=1
x−α
i

(3.8.1)

Funksioni korrespondues i përgjasisë (3.8.1), është

log ℓ = n ln (α) + 2n ln (θ)− n ln (1 + θ) +

n∑

i=1

ln (1 + xαi )

− (2α+ 1)
n∑

i=1

ln (xi)− θ
n∑

i=1

x−αi (3.8.2)

Vlerësuesit maksimal të përgjasisë α̂ML dhe θ̂ML të σ dhe λ, respektivisht mund të

merren si zgjidhje e ekuacioneve jolineare të mëposhtme:

∂ log ℓ

∂α
= 0 =

n

α
+

n∑

i=1

ln (xi) x
α
i

1 + xαi
− 2

n∑

i=1

ln (xi) + θ

n∑

i=1

ln (xi)x
−α
i (3.8.3)

∂ log ℓ

∂θ
= 0 =

2n

1 + θ
− n

1 + θ
−

n∑

i=1

x−αi (3.8.4)

Duke përdorur (3.8.4), vlerësimi i parametrave me metodën e përgjasisë maksimale i

parametrit θ mund të merret në formën e termave të parametrit α si

θ̂ (α) =

n−
n∑
i=1

x−αi +

√
n2 +

(
n∑
i=1

x−αi

)2

+ 6n
n∑
i=1

x−αi

2
n∑
i=1

x−αi

(3.8.5)
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Duke zëvendësuar (3.8.5) në (3.8.3), vlerësuesit e parametrit αme metodën e përgjasisë

maksimale mund të caktohet ne mënyrë unike si zgjidhje e ekuacioneve jo lineare

n

α
+

n∑

i=1

ln (xi)x
α
i

1 + xαi
− 2

n∑

i=1

ln (xi) + θ̂ (α)

n∑

i=1

ln (xi) x
−α
i = 0 (3.8.6)

Vërejmë se ekuacionet e mësipërme (3.8.6) nuk mund të zgjidhen në menyrë analitike

kështu që do përdorim metoda numerike për zgjidhjen e tyre, si p.sh. algoritmin e

Newton Raphsonit.

Gjetja e saktë e intervalit të besimit për parametrat α dhe θ nuk është detyrë

e lehtë meqë vlerësuesit me metodën e përgjasisë maksimale α dhe θ nuk janë në

formë të përshtatshme. Kështu që, mund të marrim intervalin e besimit të sjelljes

asimptotike për α dhe θ. Duke përdorur teorinë e zgjedhjeve të mëdha të vlerësimit me

metodën e përgjasisë maksimale, shpërndarja asimptotike e
(
α̂−α
θ̂−θ

)
është N2 (0, ∆

−1)

ku, (α̂, θ̂) janë vlerësuesit me ML të (α, θ), dhe ∆ është matrica e informacionit e

Fisherit. Elementet e ∆ janë

∆11 =
∣∣∣−∂2 log ℓ

∂α2

∣∣∣
α=α̂

, ∆12 = ∆21 =
∣∣∣−∂2 log ℓ

∂θ∂α

∣∣∣
α=α̂,θ=θ̂

and ∆22 =
∣∣∣−∂2 log ℓ

∂θ2

∣∣∣
θ=θ̂

ku, ∂2 log ℓ
∂α2 = − n

α2 − θ
n∑
i=1

ln2 (xi)x
−α
i +

n∑
i=1

ln2(xi)x
α
i

1+xαi
, ∂

2 log ℓ
∂θ2

= −2n
θ2

+ n
(1+θ)2

dhe ∂2 log ℓ
∂θ∂α

=

n∑
i=1

ln (xi) x
α
i . Matrica e variancë-kovariancës e parametrave α dhe λmund të llogaritet

duke marrë inversin ∆−1 si mëposhtë

V =

[
̂V ar (α) ̂Cov (α, θ)

̂Cov (θ, θ) V̂ ar (θ)

]
=

[
∆11 ∆12

∆21 ∆22

]−1

Pra, intervali asimptotik i besimit (C.I.) 100× (1− ψ)% për α dhe θ është




α̂− zψ/2

√
̂V ar (α), α̂ + zψ/2

√
̂V ar (α)

θ̂ − zψ/2

√
V̂ ar (θ), θ̂ + zψ/2

√
V̂ ar (θ)





ku, ̂V ar (α) dhe V̂ ar (θ) janë varianca e parametrave α dhe θ respektivisht. Këtu,

zψ/2 është percentili i sipërm 100× (ψ/2)th i shpërndarjes normale të standardizuar.
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3.8.2 Vlerësimi i parametrave me metodën maksimale të prod-

himit të distancave

Metoda maksimale e prodhimit të distancave (MPS) është propozuar nga [24]. Kjo

metodë është bazuar në idenë se diferencat e pikave të njëpasnjëshme duhet të kenë

shpërndarje identike. Mesi gjeometrik i diferencave në fjalë jepet me:

GM = n+1

√√√√
n+1∏

i=1

Di (3.8.7)

ku, diferencat Di janë përcaktuar si

Di =

x(i)∫

x(i−1)

f (x, α, θ) dx; i = 1, 2, . . . , n+ 1. (3.8.8)

ku, F (x(0), α, θ) = 0 dhe F (x(n+1), α, θ) = 1. Vlerësimet MPS të α̂PS dhe θ̂PS të

parametrave α dhe θ fitohen duke kryer maksimizimin e mesatares gjeometrike(GM)

të diferencave. Zëvendësojmë (3.2.1) në (3.8.8) dhe duke logaritmuar shprehjen e

mësipërme, do të kemi:

LogGM =
1

n+ 1

n+1∑

i=1

log
[
F (x(i), α, θ)− F (x(i−1), α, θ)

]
(3.8.9)

Vlerësuesit me metodën MPS α̂PS dhe θ̂PS të parametrave α dhe θ mund të merren

duke zgjidhur në mënyrë simultante ekuacionet jo-lineare:

∂LogGM

∂α
=

1

n+ 1

n+1∑

i=1

[
F

′

α(x(i), α, θ)− F
′

α(x(i−1), α, θ)

F (x(i), α, θ)− F (x(i−1), α, θ)

]
= 0 (3.8.10)

∂LogGM

∂θ
=

1

n+ 1

n+1∑

i=1

[
F

′

θ(x(i), α, θ)− F
′

θ(x(i−1), α, θ)

F (x(i), α, θ)− F (x(i−1), α, θ)

]
= 0 (3.8.11)

ku,

F
′

α(x, α, θ) =
θ

1+θ
log(x)
xα

e−
θ
xα dhe F

′

θ(x, α, θ) = − θ
(1+θ)2

1+θ(1+xα)
x2α

e−
θ
xα .

3.8.3 Vlerësimi i parametrave me metodën e katrorëve të

vegjël

Le të jetë x(1), x(2), . . . , x(n) zgjedhja e renditur me vëllim n nga popullimi i shpërndarjes

GIL të dhënë me (3.2.1). Atëherë, pritja matematike e funksionit të shpërndarjes së
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të dhënave empirike përcaktohet si

E
[
F
(
X(i)

)]
=

i

n+ 1
; i = 1, 2, . . . , n (3.8.12)

Vlerësimet e katrorëve më të vegjël (LSE) σ̂LS dhe θ̂LS të parametrave σ dhe θ, fitohen

duke kryer minimizimin e

Z (α, θ) =
n∑

i=1

(
F
(
x(i), α, θ

)
− i

n+ 1

)2

(3.8.13)

Kështu që, vlerësimet α̂LS dhe θ̂LS të parametrave α dhe θ mund të fitohen si zgjidhje

e sistemit të ekuacioneve të mëposhtme:

∂Z (α, θ)

∂α
=

n∑

i=1

F
′

α(x(i), α, θ)

(
F
(
x(i), α, θ

)
− i

n+ 1

)
= 0 (3.8.14)

∂Z (α, θ)

∂θ
=

n∑

i=1

F
′

θ(x(i), α, θ)

(
F
(
x(i), α, θ

)
− i

n + 1

)
= 0 (3.8.15)

ku, F
′

α(x(i), α, θ) dhe F
′

θ(x(i), α, θ) janë përcaktuar në paragrafet e mësipërm. Këto

ekuacione jolineare mund të zgjidhen duke përdorur metodën e Newtonit. Zgjidhja e

optimizimeve jolineare mund të kryhet përmes softverit R ([129]), përkatësisht pake-

tave për optimizim optim(), nlm() dhe bbmle() etj. Ne kemi përdorur paketën nlm()

për optimizimet (3.8.1), (3.8.9) dhe (3.8.13).

3.9 Disa përgjithësime

Ne këtë paragraf, do të japim disa densitete që janë versione të përgjithësuara të

shpërndarjes GIL. Dekadën e fundit janë studiuar mjaft mirë tri metoda si: metoda e

fuqizimit, beta-përgjithësimit dhe Kumaraswamy të përgjithësimit të shpërndarjeve;

ideja e tyre ishte të fusnin dy parametra për formën:

3.9.1 GILD në fuqi.

Densiteti i kësaj shpërndarje është

fEGILD(x, α, β, θ) =
βαθ2

1 + θ
· x

α + 1

x2α+1

[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]β−1

e−
βθ
xα (3.9.1)
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për x > 0, α > 0, θ > 0, β > 0 ku, θ është parametri shkallë dhe α, β janë parametrat

e formës së lakores. Nëse α = 1, atëherë densiteti (3.9.1) reduktohet në formën

fEGILD(x, β, θ) =
βθ2

1 + θ
· x+ 1

x3

[
1 +

θ

1 + θ

1

x

]β−1

e−
βθ
x (3.9.2)

që mund të quhet shpërndarja inverse e Lindley-it në fuqi si një version invers i

shpërndarjes së përgjithësuar të Lindley-it propozuar nga [?]. Funksioni përkatës i

shpërndarjes është, (3.9.2)

FEGILD(x, α, β, θ) =

[(
1 +

θ

(1 + θ)

1

xα

)
e−

θ
xα

]β
(3.9.3)

Funksioni i mbijetesës është

SEGILD(x, α, β, θ) = 1−
(
[1 +

θ

(1 + θ) xα
]e−

θ
xα

)β
(3.9.4)

dhe funksioni i Hazardit është

hEGILD(x, α, β, θ) =
βαθ2

1+θ
· xα+1
x2α+1

[
1 + θ

1+θ
1
xα

]β−1
e−

βθ
xα

1−
(
[1 + θ

(1+θ)xα
]e−

θ
xα

)β (3.9.5)

3.9.2 Shpërndarja beta-GILD

Densiteti i shpërndarjes beta-GIL jepet me:

fBGILD(x, α, θ, a, b) =
α θ2

(1 + θ)B(a, b)

[
1 +

θ

1 + θ
· 1

xα

]a−1

·
[
1−

(
1 +

θ

1 + θ
· 1

xα

)
e−

θ
xα

]b−1 [
1 +

xα

x2α+1

]
e−

aθ
xα (3.9.6)

Funksioni korrespondues i shpërndarjes jepet me:

FBGILD(x, α, θ, a, b) =

[
1 + θ

1+θ
· 1
xα

]a
e−

aθ
xα

aB(a, b)

2F1

(
a, 1− b, a+ 1,

(
1 +

θ

1 + θ
· 1

xα

)
e−

θ
xα

)
(3.9.7)
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kuB(· , ·) është funksioni beta dhe 2F1(a, b, c, z) =
∞∑
0

(a)k(b)k
(c)kk!

zk është funksioni hipergjeometrik.

Funksioni korrespondues i mbijetesës jepet me:

SBGILD(x, α, θ, a, b) = 1− 1

aB(a, b)

[
1 +

θ

1 + θ
· 1

xα

]a
e−

aθ
xα

· 2F1

(
a, 1− b, a + 1,

(
1 +

θ

1 + θ
· 1

xα

)
e−

θ
xα

)
(3.9.8)

dhe funksioni i Hazardit jepet me:

hBGILD(x, α, θ, a, b)

=

αθ2

(1+θ)B(a,b)

[
1 + θ

1+θ
· 1
xα

]a−1 ·
[
1−

(
1 + θ

1+θ
· 1
xα

)
e−

θ
xα

]b−1 [
1 + xα

x2α+1

]
e−

aθ
xα

1− 1
aB(a,b)

[
1 + θ

1+θ
· 1
xα

]a
e−

aθ
xα 2F1

(
a, 1− b, a+ 1,

(
1 + θ

1+θ
· 1
xα

)
e−

θ
xα

)

(3.9.9)

3.9.3 Shpërndarja Kumaraswamy-GILD

Densiteti i shpërndarjes Kumaraswamy-GIL jepet me:

fKwGILD(x, α, θ, a, b) =
abαθ2

1 + θ

(
1 + xα

x2α+1

)[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]a−1

×
[
1−

(
1 +

θ

1 + θ

1

xα

)a
e−

aθ
xα

]b−1

e−
aθ
xα (3.9.10)

Funksioni korrespondues i shpërndarjes jepet me:

FKwGILD(x, α, θ, a, b) = 1−
{
1−

[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]a
e−

aθ
xα

}b
(3.9.11)

Funksioni korrespondues i mbijetesës jepet me:

SKwGILD(x, α, θ, a, b) =

{
1−

[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]a
e−

aθ
xα

}b
(3.9.12)

dhe funksioni i Hazardit është:

hKwGILD(x, α, θ, a, b) =

abαθ2

1 + θ

(
1 + xα

x2α+1

)[
1 +

θ

1 + θ

1

xα

]a−1 [
1−

(
1 +

θ

1 + θ

1

xα

)a
e−

aθ
xα

]−1

e−
aθ
xα
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3.10 Algoritmet për simulim dhe studim

3.10.1 Transformimet e ndryshoreve të rastit

Për të gjeneruar zgjedhjen e rastit të madhësisë n nga GILD (θ), ndjekim hapat e

mëposhtëm:

H1p1 1. Japim vlerat për α dhe θ.

H2p2 2. Gjenerojmë, U1 dhe U2 nga U (0, 1).

H3p3 3. Bëjmë transformimet

Z1 =
√

−2σ2 lnU1 cos (2πU2)

dhe

Z2 =
√

−2σ2 lnU1 sin (2πU2), ku, σ =
√

θ
2

H4p4 4. Përsërisim hapat 2-3, dhe marrim Z1, Z2, Z3 and Z4.

H5p5 5. Përcaktojmë, Y = Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 dhe marrim P = 1
Y α

H6p6 6. Gjenerojmë, W inverse Weibull si

W =
(
−1
θ
log (U)

)− 1
α , ku U ∼ U(0, 1)

H7p7 7. Nëse U ≤ θ
1+θ

, pranojmë W si GILD(α, θ) p.sh X =W përndryshe X = P .

3.10.2 Metoda inverse e CDF

Algoritmi për gjenerimin e mostrave me vëllim n nga GILD(α, θ):

Hapi 1. Japim vlerat për n, α, θ dhe vlerën fillestare x0.

Hapi 2. Gjenerojmë U ∼ Unif (0, 1).

Hapi 3. Caktojmë vleren e re të x0 duke përdorur formulën e Newton-it

x⋆ = x0 − R(x0, θ)
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ku, R(x0, θ) =
FX(x0,θ)−U
fX(x0,θ)

, FX(.) dhe fX(.) janë dhënë me ekuacionet (3.2.2)

dhe (3.2.1) respektivisht.

Hapi 4. Nëse | x0 − x⋆ |≤ ǫ, (toleranca shumë e vogël, ǫ > 0 ), atëherë marrim

x = x⋆ si mostër prej GILD(α, θ).

Hapi 5. Nëse | x0 − x⋆ |> ǫ, atëherë, marrim x0 = x⋆ dhe shkojmë në hapin 3.

Hapi 6. Përsërisim hapat 3-5, n herë për x1, x2, . . . , xn respektivisht.

3.10.3 Simulimet

Në këtë paragraf do te studiojmë vlerësimin e parametrave në termat e gabimit katror

mesatar në bazë të simulimeve nga zgjedhja e marrë prej (3.2.1) me vëllim të ndryshëm

të saj. Për këtë qëllim, do të konsiderojmë vlerat e parametrave si α = 3, θ = 1 të

çfarëdoshëm dhe n = 10, 20, . . . , 100. Të gjitha algoritmet janë koduar në ([129]);

ne kemi përdorur algoritmin e dhënë në 3.10.2 për qëllimet e simulimit. Kodet ne R

janë dhënë në fund të kapitullit. U llogaritëm vlerësimet MLE, LSE dhe MPS për

parametrat α dhe θ për mbi çdo zgjedhje të gjeneruar. Procesi u përserit 1000 herë,

dhe vlerësimet mesatare dhe gabimet mesatare katrore përkatëse tregohen në Tabelën

3.1.

Nga tabela 3.1, mund të shihet se me rritjen e vëllimit të zgjedhjes zvogëlohet

gabimi i mesatares katrore, që provon se vlerësuesit janë konsistent. Metoda maksi-

male e prodhimit të distancave për vlerësimin e parametrave α dhe θ është përdorur

së bashku me metodën e përgjasisë maksimale dhe metodën e katrorëve më të vegjël.

Megjithatë, metoda e katrorëve më të vegjël për vlerësimin e parametrit θ është më e

mirë se sa metoda e përgjasisë maksimale, në anën tjetër, metoda e përgjasisë mak-

simale për vlerësimin e parametrit α performon me mirë se sa metoda e katrorëve të

vegjël.
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Tabela 3.1: Vlerësimi i parametrave së bashku me gabimet mesatare katrore (në
rreshtin e II-të të secilës qelizë) me zgjedhje që kanë vëllime të ndryshme

n
α θ

MLE LSE PSE MLE LSE PSE
10 3.4442 2.9901 2.7470 1.0175 1.0404 1.0532

1.2717 1.3215 0.6798 0.1300 0.1160 0.0873
20 3.2293 2.9866 2.8240 1.0022 1.0185 1.0302

0.3925 0.4933 0.2969 0.0507 0.0489 0.0422
30 3.1573 2.9886 2.8583 0.9949 1.0060 1.0181

0.2298 0.2882 0.1902 0.0307 0.0299 0.0269
40 3.1215 2.9952 2.8805 0.9952 1.0034 1.0146

0.1590 0.2119 0.1385 0.0224 0.0223 0.0202
50 3.0965 2.9934 2.8932 0.9954 1.0017 1.0123

0.1252 0.1682 0.1141 0.0184 0.0181 0.0169
60 3.0804 2.9954 2.9031 0.9956 1.0014 1.0106

0.0998 0.1379 0.0931 0.0148 0.0149 0.0137
70 3.0711 2.9973 2.9140 0.9966 1.0020 1.0101

0.0852 0.1175 0.0805 0.0125 0.0129 0.0118
80 3.0553 2.9937 2.9138 0.9978 1.0027 1.0100

0.0691 0.1009 0.0681 0.0106 0.0110 0.0100
90 3.0511 2.9944 2.9219 0.9992 1.0038 1.0104

0.0619 0.0889 0.0610 0.0095 0.0099 0.0090
100 3.0481 2.9943 2.9290 0.9982 1.0025 1.0087

0.0565 0.0785 0.0557 0.0087 0.0091 0.0083
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3.11 Modelimi me të dhëna reale

Në këtë paragraf, do të përdorim të dhënat reale për nivelin e përmbytjeve të dhënë

në tabelën 3.2, për të provuar aplikimin e shpërndarjes së përgjithësuar inverse

të Lindley-it me të dhëna reale. Të dhënat janë marrë nga inxhinieria civile dhe

paraqesin maksimumin e nivelit të përmbytjeve (në miliona kubik ujë për sekondë)

për lumin Susquehanna në Harrisburg, Pennsylvania mbi 20 perioda katërvjeçare prej

1890 deri 1969. Këto të dhëna reale janë diskutuar në ndërtimin (krahasimin) e mod-

eleve dhe analizave të ndryshme të dhëna në literaturë, ku fillimisht ishin studiuar

nga Duman [26] në studimin e analizës shumëpërmasore diskriminante të shpërndarjes

së Weibullit dhe shpërndarjes log normale. Studimin e këtyre të dhënave në aspek-

tin e Bayesit e kanë dhënë Upadhyay dhe Peshwani [111] duke performuar analizën

e Bayesit për krahasimin e modeleve në mes shpërndarjes lognormale dhe asaj të

Weibull-it dhe ka gjetur se modeli lognormal është modeli më i mirë se ai i Weibull-it.

Maswadah [65] poashtu sygjeron që të përdoret shpërndarja inverse e Weibull-it për

këto të dhëna. Së fundmi, Singh dhe të tjerë [125] treguan epërsinë e modelit të

shpërndarjes inverse të Weibull-it për të dhënat e konsideruara më parë në krahasim

me modelet gamma, Weibull, fleksibile e Weibull-it dhe shpërndarja lognormale. Duke

përdorur kriteret bazë për krahasimet e modeleve si: kiteri i informacionit të Akaikes

(AIC), kriteri i informacionit të Bayesit dhe vlera e test statistikës së Kolmogorov-

Smirnovit(K-S) konkludojmë se shpërndarja inverse e Weibull-it i përshtatet më mirë

këtyre të dhënave në krahasim me shpërndarjet e tjera në shqyrtim.

Tabela 3.2: Të dhënat për nivelin e përmbytjeve
0.654 0.613 0.315 0.449 0.297
0.402 0.379 0.423 0.379 0.324
0.269 0.740 0.418 0.412 0.494
0.416 0.338 0.392 0.484 0.265

Së pari, ne do të përdorim statistikën test të raportit të përgjasisë maksimale
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(LR), që të shikohet se parametri shtesë në shpërndarjen inverse të Lindley-it, do të

ketë efekt për modele më të mira në aplikimin e statistikës. Në rastin tonë, hipoteza

mund të formulohet si

hipoteza fillestare; H0 : α = 1

krahas

hipoteza alternative; H1 : α 6= 1.

Në rastin tonë, statistika test LR për testimin e H0 kundrejt H1 është ξ = −2(ℓ0 −

ℓ1), ku ℓ1 dhe ℓ0 janë funksionet e përgjasisë maksimale nën hipotezat H1 dhe H0,

respektivisht.

Statistika ξ është asimtotikisht (kur n → ∞) me shpërndarje χ2
k me k shkallë

lirie, ku k është numri i parametrave. Testi LR hedh poshtë hipotezën H0 nëse

ξ > χ2
k(γ), ku χ

2
k(γ) shënon kuartilin 100γ% të shpërndarjes χ2

k. Për bashkësinë e të

dhënave reale, vlera e statistikës test LR është ξ = 31.12417, që është më i madh se

χ2
1(γ) = 3.841. Nga kjo rrjedh se hidhet poshtë hipoteza fillestare.
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Tabela 3.3: Vlerësimet e parametrave me MLE, Log-likelihoods, AIC, BIC, K-S dhe rangimet [1(më i miri) deri 7( më i keqi)]
të modeleve te shqyrtuara

Modeli Vlerësuesit LogL AIC BIC K-S
Rangimi
AIC K-S

Inv. Lindley(θ) θ̂=0.63445 -0.58543 0.8291 0.1302 0.35562 6 6

Inv. Exponetial (λ) λ̂=2.54050 -2.74032 7.4806 6.7817 0.41253 7 7

Gn. Inv. Lindley(α, θ) α̂=3.07667 θ̂=0.08987 16.14752 -28.2950 -29.6930 0.09457 1 1

Inv. Weibull(α, λ) α̂=4.31476 λ̂=0.01194 16.09737 -28.1947 -29.5927 0.10605 3 2

Inv. Gamma(α, β) α̂=14.57815 β̂=5.73829 16.14164 -28.2833 -29.6812 0.12716 2 3

Inv. Gaussian(µ, λ) µ̂=0.42315 λ̂=5.64100 15.85202 -27.7040 -29.1020 0.14685 4 4

Gn. Inv. Exponential(α, λ) α̂=37.70078 λ̂=1.64480 15.41120 -26.8224 -28.2203 0.15838 5 5
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3.12 R-codi për gjenerime të zgjedhjeve

rm(list=ls(all=TRUE))

Algoritmi=function(ss,n,alpha,theta){

f=function(x,alp,th)

{((alp*th^2)/(1+th))*exp(-th/(x^alp))*((1+x^(alp))/(x^(2*alp+1)))}

F=function(x,alp,th)

{(1+(th/((1+th)*(x^alp))))*exp(-th/(x^(alp)))}

A_MLE=rep(NA,ss);T_MLE=rep(NA,ss)

A_LSE=rep(NA,ss);T_LSE=rep(NA,ss)

A_PSE=rep(NA,ss);T_PSE=rep(NA,ss)

for(jj in 1:ss){

set.seed(jj)

print(jj)

#*************************************************

u=runif(n)

x=rep(0,n)

for(i in 1:n){

x0=1

xnew=x0-((F(x0,alpha,theta)-u[i])/f(x0,alpha,theta))

while(abs(xnew-x0)>0.0001){

x0=xnew

xnew=x0-((F(x0,alpha,theta)-u[i])/f(x0,alpha,theta))

}

x[i]=xnew

}

x=sort(x)

#*************************************************

logL=function(th){

S=0

for(i in 1:n){

S=S+log(f(x[i],th[1],th[2]))

}

return(-S)

}

MLE=nlm(logL,c(.5,1),hessian=T)

#**************************************************

LS=function(th){

s=0

for(i in 1:n){

s=s+((F(x[i],th[1],th[2])-(i/(n+1)))^2)
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}

return(s)

}

LSE=nlm(LS,c(alpha,theta))

#**************************************************

PS=function(th){

d1=log(F(x[1],th[1],th[2]))

dn1=log(1-F(x[n],th[1],th[2]))

s=0

for(i in 2:n){

s=s+log(F(x[i],th[1],th[2])-F(x[i-1],th[1],th[2]))

}

D=(s+d1+dn1)/(n+1)

return(-D)

}

PSE=nlm(PS,c(alpha,theta))

#**************************************************

A_MLE[jj]=MLE$estimate[1]

A_LSE[jj]=LSE$estimate[1]

A_PSE[jj]=PSE$estimate[1]

T_MLE[jj]=MLE$estimate[2]

T_LSE[jj]=LSE$estimate[2]

T_PSE[jj]=PSE$estimate[2]

}

Est=data.frame(A_MLE,A_LSE,A_PSE,T_MLE,T_LSE,T_PSE)

M=apply(Est,2,mean)

A_MSE=apply((Est[1:3]-alpha)^2,2,mean)

T_MSE=apply((Est[4:6]-theta)^2,2,mean)

DD1=data.frame(n,alpha,theta,A_MLE=M[1],

A_LSE=M[2],A_PSE=M[3],T_MLE=M[4],T_LSE=M[5],T_PSE=M[6])

DD2=data.frame(n,alpha,theta,A_MSE[1],

A_MSE[2],A_MSE[3],T_MSE[1],T_MSE[2],T_MSE[3])

print(M)

print(DD1)

print(DD2)

}

library(compiler)

Algoritmi=cmpfun(Algoritmi)

kk=1000

Algoritmi(kk,10,3,1)
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Kapitulli 4

Shpërndarja e Weibull-Rayleigh-it:
Vetitë dhe aplikimet

4.1 Hyrje

Shpërndarja e Rayleigh-it konsiderohet si shpërndarja me aplikimin më të madh pas

shpërndarjes normale. Aplikimi i kësaj shpërndarje ndër të tjera është tek radarët,

vetitë e valëve të tipit sinus me zhurmë etj. Në vitin 1980 Rayleigh fitoi këtë

shpërndarje duke punuar në rezultatet e amplitudave të zërit që vijnë nga shumë

burime të rëndësishme. Megjithatë në ditët e sotme shpërndarja e Rayleigh-it ka

një fushë të gjërë aplikimi duke përfshirë analizën e besueshmerisë(sigurisë) (ang.

reliability analysis), eksperimentet e testeve jetësore (ang.life testing experiments),

statistikën e aplikuar dhe hulumtimet nëpër klinika universitare.

Meqë shpërndarja e Rayleigh-it ka funksionin e raportit të Hazardit linearisht

rritës, atëhere kjo veti e bën të çmuar për të studiuar komponentet që nuk kanë defekte

të prodhimit në fabrikë por vjetërsohen shpejt me kohë. Një aplikim kryesor i kësaj

shpërndarje është tek analizimi i të dhënave te shpejtësisë së erës. Kjo shpërndarje

është një rast special i shpërndarjes se Weibullit ku parameteri i formës së lakores

është i barabartë me 2. Origjina dhe aspektet e kësaj shpërndarje mund të gjenden

në Siddiqui [121], Hirano [59] dhe Howlader & Hossian [60]. Dyer & Whisenand [28]

kanë shfaqur rendësinë e kësaj shpërndarje në komunikimet inxhinierike dhe Polovko
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[115] ka paraqitur rëndësinë e aplikimit të saj tek pajisjet me elektrovakum. Disa

autorë kanë kontribuar në studimin e këtij modeli si p.sh Sinha & Howlader [122],

Ariyawansa & Templeton [8], Howlader [60], Lalitha & Mishra [102] dhe Abd Elfattah

dhe të tjerë. [7].

Përkufizimi 4.1.1. [86] Ndryshorja e rastit X ka shpërndarje të Rayleigh-it (RD)

me parametër θ nëse densiteti i saj jepet me:

g(x) = θxe−
θ
2
x2, x > 0, θ > 0 (4.1.1)

dhe funksioni i shpërndarjes ka formën:

G(x, θ) = 1− e−
θ
2
x2 , x > 0, θ > 0. (4.1.2)

ku me θ kemi shënuar parametrin e formës së lakores(ang. shape parameter).

Shpërndarja e Weibull-it është shpërndarje mjaft popullore dhe gjatë dekadave të

fundit është përdorur për modelimin e të dhënave në inxhinieri, studimet bilologjike,

analiza statistikore të mbijetesës etj. Në përgjithësi është mjaft e përshtatshme për

modelimin e të dhënave ku raporti i Hazardit është monoton. Marcelo et al. [66] kanë

përkufizuar dhe studiuar familjen e shpërndarjeve njëpermasore me dy parametra

shtesë në mënyrë të ngjashme sikurse zgjerimin e shpërndarjes së Weibull-it (Gur-

vich et al., [45]) dhe shpërndarja Gama ( Zografos and Balakrishnan, [133]), duke

përdorur si gjenerator shpërndarjen e Weibullit. Termi gjenerator nënkupton se për

çdo shpërndarje bazë G do të kemi shperndarje tjetër F .

Nëse G(x) është funksioni i shpërndarjes bazë i variablës së rastit X, me densitet

g(x) dhe me funksion të shpërndarjes së Weibull-it F (x, α, β) = 1 − eαx
β

(for x >

0) me parametrat pozitivë α dhe β. Bazuar në këtë densitet, zëvendësojmë x me

G(x)

G(x)
(G(x) = 1 − G(x)). Tani do kemi një shpërndarje të re të quajtur shpërndarja

Weibull- G (ose shkurt Wei- G) me dy parametra shtesë α dhe β. Fillimisht është
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përcaktuar në vitin 2014 në punimin e (Marcelo et al. [66]) si më poshtë

F (x, α, β, ζ) =

G(x;ζ)
1−G(x;ζ)∫

0

αβtβ−1e−αt
β

dt

= 1− e

{

−α
[

G(x;ζ)

G(x)

]β
}

, x ∈ R;α, β > 0, (4.1.3)

ku G(x; ζ) është funksioni i shpërndarjes bazë. Familja e densitetit përkatës ka formën

f(x, α, β, ζ) = αβg(x; ζ)
(G(x; ζ))β−1

(
G(x)

)β+1
e

{

−α
[

G(x;ζ)

G(x)

]β
}

. (4.1.4)

Ndryshorja e rastitX me densitet (4.1.4) shënohet meX ∼Wei−G(α, β, ζ). Parame-

trat shtesë të fituar nga gjeneratori i shpërndarjes Weibull i japin përparësi të madhe

shpërndarjes së re sepse fitohet një shpërndarje me fleksibile. Nëse β = 1, atëherë

kemi rastin ku gjenerator është shpërndarja eksponenciale. Një interpretim i familjes

së shpërndarjes Wei − G mund të shihet tek punimi (Cooray, [22] në kontekstin e

njejtë. Funksioni i mbijetesës dhe raporti i Hazardit për familjen Wei−G jepet me

R(x, α, β, ζ) = 1− F (x, α, β, ζ) = e

{

−α
[

G(x;ζ)

G(x)

]β
}

, (4.1.5)

dhe

h(x, α, β, ζ) =
f(x, α, β, ζ)

R(x, α, β, ζ)

=
αβg(x; ζ) (G(x; ζ))β−1

(
G(x)

)β+1
=
αβ (G(x; ζ))β−1

(
G(x)

)β h(x, ζ), (4.1.6)

respektivisht, ku h(x, ζ) = g(x;ζ)

(G(x))
. Shprehja αβ(G(x;ζ))β−1

(G(x))
β shërben si faktor korrigjues

për raportin e Hazardit në modelin bazë. Gjeneratori (4.1.3) mund të përdoret në

situata të përgjithshme për modelimin e të dhënave të mbijetesës me funksione të

ndryshme të raportit të Hazardit.
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4.1.1 Vetitë matematikore.

Duke përdorur serinë fuqi për funksionin eksponencial marrim

e

{

−α
[

G(x;ζ)

G(x)

]β
}

=
∞∑

i=0

(−1)iαi

i!

[
G(x; ζ)

G(x)

]iβ
, (4.1.7)

Duke zëvendësuar (4.1.7) në (4.1.4), fitojmë

f(x, α, β, ζ) = αβg(x; ζ)
∞∑

i=0

(−1)iαi

i!

(G(x; ζ))β(i+1)−1

(
G(x)

)β(i+1)+1
. (4.1.8)

Duke përdorur teoremën e binomit kemi

[1−G(x; ζ)]−(β(i+1)+1) =

∞∑

j=0

Γ (β(i+ 1) + j + 1)

j!Γ (β(i+ 1) + 1)
G(x; ζ)j. (4.1.9)

Pas zëvendesimit të (4.1.9) në (4.1.8) , densiteti Wei−G është

f(x, α, β, ζ) =

∞∑

i=0

∞∑

j=0

ωi,jg(x; ζ) (G(x; ζ))
β(i+1)+j−1 , (4.1.10)

ku

ωi,j =
(−1)iαi+1βΓ (β(i+ 1) + j + 1)

i!j!Γ (β(i+ 1) + 1)
.

4.2 Shpërndarja e Weibull-Rayleigh-it

Në këtë paragraf do të studiojmë shpërndarjen me tre parametra të quajtur shpërndarja

e Weibull-Rayleigh (WR). Duke zëvendësuar G(x) dhe g(x) të dhënë me (4.1.1) and

(4.1.2) në (4.1.10) marrim funksionin e shpërndarjes së Weibull-Rayleigh-it

F (x, α, β, θ) = 1− e
−α

(

e
θ
2 x2−1

)β

, x > 0. (4.2.1)

Densiteti i WR jepet me

f(x, α, β, θ) = αβθxe
θ
2
x2
(
e

θ
2
x2 − 1

)β−1

e
−α

(

e
θ
2 x2−1

)β

, x > 0, (4.2.2)

dhe raporti i funksionit të Hazardit është

h(x, α, β, θ) = αβθxe
θ
2
x2
(
e

θ
2
x2 − 1

)β−1

.
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4.3 Vetitë statistikore

Në këtë paragraf do të studiojmë vetitë statistikore të shpërndarjes WR, gjegjësisht

funksionin e kuantilit, asimetrisë dhe kurtosis , momentet dhe funksionin e momenteve

gjeneruese.

4.3.1 Funksioni i kuantilit dhe Simulimet

Funksioni i kuantilit ne lidhje me (4.2.1) është

Q(u) = F−1(u) =

√√√√2

θ
ln

[
1 +

(− ln(1− u)

α

) 1
β

]
(4.3.1)

Simulimin e ndryshoreve të rastit do ta bëjmë si mëposhtë: Le të jetë U shpërndarja

uniforme në intervalin (0, 1). Kështu që,duke përdorur transformimet inverse kon-

siderojmë variablin X me

X =

√√√√2

θ
ln

[
1 +

(− ln(1− u)

α

) 1
β

]
, (4.3.2)

Nëse zëvendësojmë u = 1/2 në (4.3.2), marrim medianën M të X

M =

√√√√2

θ
ln

[
1 +

(
ln 2

α

) 1
β

]
.

4.3.2 Asimetria dhe sheshësia

Asimetria e Bowley-it (1962) jepet përmes kuantileve:

SK =
Q0.75 − 2Q0.5 +Q0.25

Q0.75 −Q0.25
,

dhe sheshësia e Moors-it (1998), jepet me oktile:

Ku =
Q0.875 −Q0.625 −Q0.375 +Q0.125

Q0.75 −Q0.25
.

ku Q(.) paraqet kuantilet.
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4.3.3 Momentet

Teoremë 4.3.1. [76] Nëse X ka shpërndarjeWR(θ, β, α), atëherë momentet e rendit

të r-të për ndryshoren e rastit X jepen si mëposhtë

µ′
r =

∞∑

i,j=0

∞∑

k=0

ωi,j(−1)k
(
β(i+1)+j−1

k

) θΓ(1 + r
2
)

2
[

2
θ(k+1)

]1+ r
2

. (4.3.3)

Vërtetim. Fillimisht rikujtojmë se momentet e rendit r për ndryshoren e rastit X me

densitet f(x) jepet me

µ′
r =

∞∫

0

xrf(x)dx.

Zëvendësojmë (4.1.1) dhe (4.1.2) në (4.1.10)dhe fitojmë

µ′
r =

∞∑

i=0

∞∑

j=0

ωi,jθ

∞∫

0

xr+1e−
θ
2
x2
[
1− e−

θ
2
x2
]β(i+1)+j−1

dx, (4.3.4)

meqë 0 < 1−e− θ
2
x2 < 1 për x > 0, nga shprehja per serinë binomiale

[
1− e−

θ
2
x2
]β(i+1)+j−1

rrjedh

[
1− e−

θ
2
x2
]β(i+1)+j−1

=
∞∑

k=0

(−1)k
(
β(i+1)+j−1

k

)
e−k

θ
2
x2 , (4.3.5)

keshtu që

µ′
r =

∞∑

i,j,k=0

(−1)k
(
β(i+1)+j−1

k

)
ωi,jθ

∞∫

0

xr+1e−(k+1) θ
2
x2dx. (4.3.6)

Le të jetë (k + 1) θ
2
x2 = t, gjejmë:

µ′
r = δi,j,k

θΓ(1 + r
2
)

2
[

2
θ(k+1)

]1+ r
2

. (4.3.7)

ku

δi,j,k =

∞∑

i,j=0

∞∑

k=0

ωi,j(−1)k
(
β(i+1)+j−1

k

)
.

me çka perfundon vërtetimi i teoremës.

Bazuar në teoremën 4.3.1 masa e dispersionit, asimetrisë dhe sheshësisë për shpërndarjen
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WR(x;α, θ, β) mund të meren duke u bazuar në relacionet e mëposhtme

CVWR =

√
µ2

µ1

− 1,

CSWR =
µ3(φ)− 3µ1(φ)µ2(φ) + 2µ3

1(φ)

[µ2(φ)− µ2
1(φ)]

3
2

dhe CKWR =
µ4(φ)− 4µ1(φ)µ3(φ) + 6µ2

1(φ)µ2(φ)− 3µ4
1(φ)

[µ2(φ)− µ2
1(φ)]

2 .

Teoremë 4.3.2. [76] Funksioni gjenerues i momenteve për shpërndarjen WR jepet

me

MX(t) =

∞∑

r=0

tr

r!
δi,j,k

θΓ(1 + r
2
)

2
[

2
θ(k+1)

]1+ r
2

. (4.3.8)

Vërtetim.

MX(t) =

∞∫

0

etxfWR(x)dx

=

∞∑

r=0

tr

r!
xrfWR(x)dx =

∞∑

r=0

tr

r!
µ

′

r

=
∞∑

r=0

tr

r!
δi,j,k

θΓ(1 + r
2
)

2
[

2
θ(k+1)

]1+ r
2

. (4.3.9)

4.4 Shpërndarja e statistikës së renditur

Në këtë paragraf, do të marim format e shprehjes për densitetin e r statistikës së

renditur të shpërndarjes WR, poashtu, asimetrine dhe sheshësinë e r statistikës së

renditur të zgjedhjes me vëllim n për zgjedhje të ndryshme n dhe r. Le të jetë

X1, X2, ..., Xn një zgjedhje nga shpërndarja WR me densitet (4.2.1) dhe funksion

shpërndarjeje (4.2.2), respektivisht. Le të jenë X(1), X(2), ..., X(n) statistikat e rendi-

tura të fituar nga kjo zgjedhje. Tani japim densitetit e Xr:n, të themi fr:n(x,Φ) dhe
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momentet e Xr:n, r = 1, 2, ..., n. Asimetria dhe sheshësia e densitetit të Xr:n janë

paraqitur më poshtë. Densiteti i Xr:n jepet me

fr:n(x,Φ) =
1

B(r, n− r + 1)
[F (x,Φ)]r−1 [1− F (x,Φ)]n−r f(x,Φ) (4.4.1)

ku F (x,Φ) dhe f(x,Φ) janë funksioni i shpërndarjes dhe densiteti i WR të dhënë me

(4.2.1), (4.2.2), respektivisht, dhe B(., .) është funksioni beta. Meqë 0 < F (x,Φ) < 1,

për x > 0, duke përdorur serinë binomiale për [1− F (x,Φ)]n−r, të dhënë me

[1− F (x,Φ)]n−r =
n−r∑

j=0

(−1)j
(
n− r

j

)
[F (x,Φ)]

j

, (4.4.2)

kemi

fr:n(x,Φ) =
n−r∑

j=0

(−1)j
(
n− r

j

)
[F (x,Φ)]r+j−1 f(x,Φ), (4.4.3)

Duke zëvendësuar (4.2.1) dhe (4.2.2) në (4.4.3), mund te shfaqen shprehjen për

momentet e rendit k-të të statistikës së renditur Xr:n të themi E(Xk
r:n), si kombinim

linear i momenteve të rendit k të WR.

Statistika e renditur e r-të për shpërndarjen e Weibull Rayleigh-it jepet me

fr:n(x,Φ) =
αβθxe

θ
2
x2

B(r, n− r + 1)

[
1− e

−α
(

e
θ
2 x2−1

)β]r−1

·
[
e
−α

(

e
θ
2 x2−1

)β]n+β−r (
e

θ
2
x2 − 1

)β−1

.

Densiteti i statistikës së renditur X(1) jepet me

f1:n(x,Φ) = nαβθxe
θ
2
x2
(
e

θ
2
x2 − 1

)β−1
[
e
−α

(

e
θ
2 x2−1

)β]n+β−1

,

dhe densiteti i statistikës së renditur X(n) është

fn:n(x,Φ) = nαβθxe
θ
2
x2
(
e

θ
2
x2 − 1

)β−1
[
e
−α

(

e
θ
2 x2−1

)β]β

·
[
1− e

−α
(

e
θ
2 x2−1

)β]n−1

.
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4.5 Vlerësimi i parametrave me metodën e katrorëve

më të vegjël

Në këtë paragraf do të përdorim regresionin për vlerësimin e parametrave të panjohur

të shpërndarjes Weibull-Rayleigh-it; për herë të parë kjo metodë është përdorur nga

Swain, Venkatraman and Wilson [120] për vlerësimin e parametrave të shpërndarjes

beta. Supozojmë se X1, X2, ..., Xn është zgjedhje e rastit me vëllim n prej funksionit

të shpërndarjes G(.) dhe supozojmë se X(i); i = 1, 2, ..., n shënon zgjedhjen e renditur.

Metoda e propozuar përdor shpërndarjen e G(X(i)). Për zgjedhjen e rastit me vëllim

n, kemi

E
(
G(X(i))

)
=

i

n+ 1
, V
(
G(Y(i))

)
=

i(n− i+ 1)

(n+ 1)2(n + 2)

dhe Cov
(
G(X(i)), G(X(j))

)
=

i(n− j + 1)

(n+ 1)2(n + 2)
; for i < j,

për më tepër shih Johnson, Kotz and Balakrishnan [51]. Duke përdorur pritjet matem-

atike dhe variancat, kemi dy variante të metodës së katorëve më të vegjël që mund

të përdoren për vlerësimin e parametrave.

Metoda e katrorëve më të vegjël realizohet duke bërë minimizimin e shprehjes

n∑

i=1

(
G(X(i) −

i

n + 1

)2

, (4.5.1)

në lidhje me parametrat që do të vlerësohen. Kështu që në rastin e shpërndarjes WR,

metoda e katrorëve më të vegjël për parametrat α, β dhe θ, të themi α̂LSE, β̂LSE, dhe

θ̂LSE , respektivisht, kërkon të minimizohet (4.2.1) dhe (4.5.1):

Q(α, β, θ) =
n∑

i=1


1− e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}

− i

n+ 1




2

. (4.5.2)

Për të minimizuar (4.5.2) në lidhje me α, β, dhe θ, fillimisht derivojmë në lidhje me
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këta parametra me çka fitojmë:

∂Q

∂α
=

n∑

i=1


1− e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}

− i

n+ 1






[
e

θ
2
x2
(i) − 1

]β
e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}
 , (4.5.3)

∂Q

∂β
=

n∑

i=1


1− e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}

− i

n+ 1





α
[
e

θ
2
x2
(i) − 1

]β
e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}

log
[
e

θ
2
x2
(i) − 1

]

 , (4.5.4)

∂Q

∂θ
=

n∑

i=1


1− e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}

− i

n+ 1





αβxe θ

2
x2
(i)

[
e

θ
2
x2
(i) − 1

]β−1

e

{

−α
[

e
θ
2 x2

(i)−1

]β
}
 . (4.5.5)

Vlerësimet e parametrave merren duke i barazuar ekuacionet e mësipërme me zero.

Meqë vlerësimet e parametrave nuk mund të shfaqen në formë të përshtatshme për

zgjidhje atëherë duhet të perdorim ndonjë algoritëm të metodës numerike për zgjid-

hjen e tyre.

4.6 Vlerësimi i parametrave me metoden e përgjasisë

maksimale

Le të jetë X1, X2, . . . , Xn zgjedhje e rastit ku X ∼WR((x, ϕ) me vlerat e observuara

x1, x2, ..., xn dhe le të jetë Ψ = (α, β, θ)T vektori i parametrave të modelit në shqyrtim.
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Funksioni i pergjasisë maksimale për (4.1.4) jepet me

L(ϕ) = n logα+ n log β + n log θ +

n∑

i=1

log xi +
θ

2

n∑

i=1

x2i

+(β − 1)
n∑

i=1

log
(
e

θ
2
x2i − 1

)
− α

n∑

i=1

[
e

θ
2
x2i − 1

]β
. (4.6.1)

Duke derivuar L(ϕ) në bazë të parametrave α, β, dhe θ dhe duke barazuar rezultatet

me zero, marrim maksimumin e këtij funksioni. Derivatet parciale të L(ϕ) në lidhje

me secilin parametër janë:

Un(ϕ) =
∂(L)

∂α
,
∂(L)

∂β
,
∂(L)

∂θ

ku

∂(L)

∂α
=
n

α
−

n∑

i=1

[
e

θ
2
x2i − 1

]β
= 0, (4.6.2)

∂ (L)

∂β
=
n

β
+

n∑

i=1

log
(
e

θ
2
x2i − 1

)
− α

n∑

i=1

[
e

θ
2
x2i − 1

]β
log
[
e

θ
2
x2i − 1

]
= 0, (4.6.3)

dhe

∂ (L)

∂θ
=

n

θ
+

1

2

n∑

i=1

x2i + (β − 1)
n∑

i=1

x2i e
θ
2
x2i

2
(
e

θ
2
x2i − 1

)

−αβ
2

n∑

i=1

x2i e
θ
2
x2i

[
e

θ
2
x2i − 1

]β−1

= 0 (4.6.4)

Vlerësimi i parametrave me metodën e përgjasisë maksimale për parametrat α, β, dhe

θ të themi α̂, β̂, dhe θ̂, fitohen duke zgjidhur ekuacionet, ∂(L)
∂α

= ∂(L)
∂β

= ∂(L)
∂θ

= 0.Meqë

këtu nuk kemi forma të përshtatshme për zgjidhje përdorim algorime për zgjidhje me

metoda numerike. Nëse për tre parametrat e shpërndarjes WR(x;α, β, θ), ekzistojne

derivatatet e rendeve të dyta atëherë kemi matricën




α̂

β̂

θ̂


 ∼ N







α

β

θ


 ,




V̂ αα V̂αβ V̂αθ

V̂βα V̂ββ V̂βθ

V̂θα V̂θβ V̂θθ





 . (4.6.5)
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V −1 = −E




V αα Vαβ Vαθ

Vβα Vββ Vβθ

Vθα Vθβ Vθθ


 (4.6.6)

ku

Vαα =
∂2L

∂α2
= − n

α2

Vββ =
∂2L

∂β2
= − n

β2
− α

n∑

i=1

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)β (

ln
(
e1/2 θ xi

2 − 1
))2

Vθθ =
∂2L

∂θ2
= − n

θ2
− (β − 1)

n∑

i=1

1/4
xi

4e1/2 θ xi
2

(e1/2 θ xi2 − 1)
2

− α

4

n∑

i=1

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)β
β xi

4e1/2 θ xi
2
(
β e1/2 θ xi

2 − 1
)

(e1/2 θ xi2 − 1)
2

Vαβ =
∂2L

∂α∂β
= −

n∑

i=1

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)β

ln
(
e1/2 θ xi

2 − 1
)

V
αθ

=
∂2L

∂α∂θ
= −1

2

n∑

i=1

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)β
β xi

2e1/2 θ xi
2

e1/2 θ xi2 − 1

Vβθ =
∂2L

∂b∂θ
=

n∑

i=1

1/2
xi

2e1/2 θ xi
2

e1/2 θ xi2 − 1

− α

2

n∑

i=1

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)β
xi

2e1/2 θ xi
2
(
β ln

(
e1/2 θ xi

2 − 1
)
+ 1
)

e1/2 θ xi2 − 1

Duke gjetur matricën inverse të matricës së mësipërme do të marrim vlerat asimp-

totike të variances dhe kovariancës për vlerësuesit α̂, β̂ dhe θ̂. Duke përdorur (4.6.6),

përafrojmë intervalin e besimit 100(1− γ)% për α, β dhe θ si më poshtë

α̂± z γ
2

√
V̂αα, β̂ ± z γ

2

√
V̂ββ, dhe θ̂ ± z γ

2

√
V̂θθ,

ku zγ ështe percentili 100γ% i shpërndarjes normale të standardizuar.

Duke përdorur R mund të njehsojmë matricën e Hesianit dhe inversin e saj kështu

që marrim gabimet standarde dhe intervalet e besimit për parametrat e vlerësuar.

Do të përdorim testin e raportit të përgjasisë maksimale për të treguar se për të

dhëna te ndryshme që do të shqyrtohen, shpërndarja Weibull-Rayleigh është statis-

tikisht më e mirë se shpërndarja e Weibull-it. Në rastin e përgjithshëm, testojmë
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hipotezat e tipit H0 : λ = λ0 krahas H0 : λ 6= θ0 duke performuar testin LR

(ang.likelihood ratio). Në këtë rast testi LR për testimin e hipotezës H0 kundrejt

H1 është ω = 2(ℓ(θ̂; x) − ℓ(λ̂0; x)), ku λ̂ dhe λ̂0 janë parametra të vlerësuar me

metodën e përgjasisë maksimale nën hipotezat H1 dhe H0, respektivisht. Statistika ω

është asimptotikisht (kur n→ ∞) me shpërndarje χ2
k, ku k është gjatësia e vektorit λ

qe po shqyrtohet. Testi LR hudh poshtë H0 nëse ω > χ2
k;γ, ku χ

2
k;γ shënon kuantilin

100γ% e shpërndarjes χ2
k.

4.7 Aplikimi

Në këtë paragraf do të krahasojmë rezultatet e përshtatjes së të dhënave me shpërndarjet

e Weibull-Rayleigh, Exponentiated Weibull, Beta-Weibull-it ([108]) dhe Weibull-it.

Të dhënat janë marrë nga Meeker dhe Escobar (1998, p. 383, [95]); ato paraqesin

kohën e dështimit dhe kohën e punës së pajisjeve nga një sistem i madh pajisjesh. Dy

lloje të dështimeve të pajisjeve janë vërejtur: Dështimet nga tensioni i lartë i rrymës

gjatë elektricitetit dhe dështimet e tjera nga prodhimet normale. Koha e dështimeve

është dhënë mëposhtë:

2.75, 0.13, 1.47, 0.23, 1.81, 0.30, 0.65, 0.10, 3.00, 1.73, 1.06, 3.00, 3.00, 2.12, 3.00,

3.00, 3.00, 0.02, 2.61, 2.93, 0.88, 2.47, 0.28, 1.43, 3.00, 0.23, 3.00, 0.80, 2.45, 2.66.

Matrica e variancë kovariancës I(λ̂)−1 për shpërndarjen e Weibull-Rayleigh për të

dhënat e mëposhtme llogaritet si

I(λ̂)−1 =




0.012 0.001 −0.040

0.001 0.007 −0.044

−0.040 −0.044 0.364


 .

Kështu që, varianca e parametrave α, β dhe θ është var(α̂) = 0.012, var(β̂) = 0.007

dhe var(θ̂) = 0.364. Tutje, intervali i besimit 95% për parametrat α, β dhe θ është

[0.060, 0.490], [0.122, 0.462] dhe [0.379, 2.745] respektivisht. Do të paraqesim edhe

grafikisht profilin e funksionit të përgjasisë për parametrin. Paraqesim α në figurë
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Tabela 4.1: Vlerësuesit me metodën e përgjasisë maksimale, katorëve më të vegjël
dhe gabimet standarde për të dhënat e shqyrtura

Modeli ML-Vlerësimi Gabimi Standard LL LSES
Weibull-Rayleigh α̂ = 0.275 0.109 35.409 0.628

β̂ = 0.292 0.086 0.039

θ̂ = 1.562 0.603 1.561
Beta-Weibull α̂ = 6.104 0.003 39.562 1.595

β̂ = 0.205 3.179e-06 0.045
â = 0.149 0.029 6.793

b̂ = 8.114 3.932 3.933
Exponentiated Weibull α̂ = 0.314 0.024 39.463 0.032

β̂ = 5.877 0.199 5.885

θ̂ = 0.156 0.029 0.038
Weibull α̂ = 0.449 0.115 46.158 0.133

β̂ = 1.265 0.204 0.055

Tabela 4.2: Kriteret e krahasimit për Weibull-Rayleigh-in

Model -2LL AIC AICC
Weibull-Rayleigh 70.818 76.818 77.741
Beta-Weibull 79.124 87.124 88.266
Exponentiated Weibull 78.926 84.926 85.849
Weibull 92.316 96.316 96.760

4.1 për të treguar unicitetin e vlerësimit të këtij parametri.

Testi LR për testimin e hipotezës H0 : θ = 2 kundrejt H1 : θ 6= 2 për të dhënat

është ω = 21.498 > 3.841 = χ2
2;0.05, pra hedhim poshtë hipotezën fillestare.

Nga të dhënat e tabelës 4.1 mund të shohim vlerësimet e parametrave për shpërndarjet

e studiuara për të dhënat; tabela 4.2 tregon vlerat e −2 log(L), AIC dhe AICC. Vlerat

në tabelën 4.2, tregojnë se shpërndarja e Weibull-Rayleigh është më e përshtatshme

për të studiuar këto të dhëna se sa shpërndarjet e tjera në këtë model. Grafikët e

densiteteve që paraqesin densitetin empirik me densitetet e shpërndarjeve të shqyr-

tuara janë dhënë në figurën (Fig. 4.2). Densiteti i shpërndarjes Weibull-Rayleigh
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paraqet më mirë të dhënat se sa densitetet e shpërndarjeve tjera. Figura (Fig.4.3)

tregon grafikun P-P për WR dhe W për të dhënat e shqyrtuara.
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Fig. 4.1: Funksioni i përgjasisë maksimale për parametrin α për të dhënat
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Fig. 4.2: Grafikët e densiteteve që paraqesin densitetin empirik me densitetet e
shpërndarjeve të shqyrtuara
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Fig. 4.3: Grafikët PP për Weibull-Rayligh dhe Weibull për të dhënat
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Fig. 4.4: Funksionet e shpërndarjes empirike, Weibull-Rayeigh-it, Weibullit në fuqi
dhe Weibullit për të dhënat
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Kapitulli 5

Shpërndarja e anuar normale, t−e
anuar dhe Dirichle. Varësia
bishtore

5.1 Hyrje

Idea e shpërndarjeve të anuara është dhënë në vitin 1985 nga Azalini ku si bazë

kryesore merret lema

Lemë 5.1.1. [2]Le të jetë f densitet simetrik rreth origjines 0, G− densitet - funk-

sion i vazhdueshëm absolut i tillë qe G
′

eshte simetrik rreth origjines. Atëherë

2f(x)G(λx), (−∞ < x <∞) është densitet.

Vërtetim. Duke supozuar se f dhe G jane simetrik rreth origjinës, kemi

∞∫

−∞

2f(x)G(λx)dx = 2





0∫

−∞

f(x)G(λx)dx+

∞∫

0

f(x)G(λx)dx





= 2





0∫

−∞

f(x)G(λx)dx+

0∫

−∞

f(x)[1−G(λx)]dx





= 2

0∫

−∞

f(x)dx = 1 (5.1.1)
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5.2 Shpërndarja normale e anuar

Përkufizimi 5.2.1. [2] Themi se ndryshorja e rastit X, ka shpërndarje normale të

anuar nëse densiteti i saj është:

f(x, α) = 2φ(x)Φ(αx), −∞ < x <∞, (5.2.1)

ku φ(x) = 1√
2π
e−

x2

2 dhe Φ(x) =
x∫

−∞
φ(t)dt janë densiteti i shpërndarjes nor-

male standarde dhe funksioni i shpërndarjes normale standarde respektivishtë. Për

thjeshtësi do e përdorim shenimin X ∼ SN(0, 1, λ).
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Fig. 5.1: Densiteti i shpërndarjes së anuar normale

Me rritjen e |α| densiteti gjithnje e me shume bëhet më i anuar. Në vazhdim disa

veti të kësaj shpërndarje do i japim në lemën e mëposhtme.

Lemë 5.2.1. [2] Le të jetë X ∼ SN(0, 1, λ). Atëherë:

1. Kur λ = 0, Z ∼ N(0, 1),

2. Kur λ → ∞, fλ(x) tenton në 2φ(x)IX>0, që është densiteti i shpërndarjes

gjysmë-normale.

3. −X ∼ SN(0, 1,−λ),
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4. Φ(x;−λ) = 1− Φ(−x;λ),

5. log(fλ(x)) është funksion konkavë i x dhe densiteti fλ(x) është funksion uni-

modal i x,

6. X2 ∼ χ2
1.

Lemë 5.2.2. [116] Le të jetë Z ∼ N(0, 1) dhe X ∼ SN(0, 1, λ). Atëherë |X| dhe |Z|
kanë shpërndarje të njëjtë.

Vërtetim.

P (|X| ≤ x) =

x∫

−x

2φ(u)Φ(αu)du

=

x∫

0

2φ(u)Φ(αu)du+

0∫

−x

2φ(u)Φ(αu)du

=

x∫

0

2φ(u)Φ(αu)du−
0∫

x

2φ(−u)Φ(−αu)du

=

x∫

0

2φ(u)Φ(αu)du+

x∫

0

2φ(u)Φ(−αu)du

=

x∫

0

2φ(u)
[
Φ(αu) + Φ(−αu)

]
du

=

x∫

0

2φ(u)du = P (|Z| ≤ x)

Lemë 5.2.3. Variabla e rastit X ka densitet (5.1), atëherë dhe vetëm atëherë nësë

X mund të paraqitet në trajtën:

X = δ|Z1|+
√
1− δ2Z2 (5.2.2)

ku Z1, Z2 ∼ N(0, 1) dhe

δ =
α√
1 + α

(5.2.3)
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5.3 Momentet e shpërndarjes normale të anuar

univariate

Lemë 5.3.1. [4] Le të jetë X ndryshore e rastit që ka shpërndarje normale standarde

dhe le të jenë h dhe k numra real. Atëherë:

E{Φ(hX + k)} = Φ

{
k√

1 + h2

}
, ∀h, k. (5.3.1)

Vërtetim. Për çdo h dhe k, do të shënojmë E{Φ(hX + k)} si:

Ψ(h, k) = E{Φ(hX + k)} =

∞∫

−∞

Φ(hx + k)φ(x)dx. (5.3.2)

Pas derivimit të ekuacionit (5.3.2) sipas k fitojmë:

∂Ψ(h, k)

∂k
=

∞∫

−∞

φ(hx+ k)φ(x)dx

=
1

2π

∞∫

−∞

exp

{
−1

2

[
(hx+ k)2 + x2

]}
dx

1

2π
exp

(
− k2

2(1 + h2)

) ∞∫

−∞

exp



−1 + h2

2

(
x+

hk

1 + h2

)2


 dx.

Pas zëvendësimit të u =
√
1 + h2

(
x+ hk

1+h2

)2

kemi:

∂Ψ(h, k)

∂k
=

1

2
√
π
√
1 + h2

exp

(
− k2

2(1 + h2)

)
1

2
√
π

∞∫

−∞

exp

{
−u

2

2

}
du

=
1√

1 + h2
φ
( k√

1 + h2

)
.

Tani pas integrimit sipas k, kemi: Ψ(h, k) = Φ
{

k√
1+h2

}
.

Lemë 5.3.2. [4] Nëse X ∼ SN(0, 1, λ) atëhere funksioni gjenerues i momenteve

është:

MX(t) = 2e
t2

2 Φ
( λt√

1 + λ2

)
(5.3.3)
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Vërtetim.

MX(t) = E(etx) = 2

∞∫

−∞

etxφ(x)Φ(λx)dx

= 2e
t2

2

∞∫

−∞

1√
2π

exp

{
−1

2
(x− t)2

}
Φ(λt)dt

= 2e
t2

2

∞∫

−∞

1√
2π

exp

{
−1

2
u2
}
Φ(λ(u+ t))du

= 2e
t2

2 E{Φ(λ(u+ t))},

ku U ∼ N(0, 1).

Nga lema 5.3.1 kemi:

MX(t) = 2e
t2

2 Φ
( λt√

1 + λ2

)
.

Viteve të fundit janë përcaktuar disa përgjithësime të shpërndarjes asimetrike

normale si p.sh.

1. Nadarajah dhe Kotz (2003): Ndryshorja e rastit ka shpërndarja asimetrike

normale-normale nëse denisteti i saj është:

fX(x) =
2√
2πσ

exp

(
− x2

2σ2

)
Φ
(λx
δ

)
, −∞ < x <∞. (5.3.4)

Duke zëvendësuar λ = δ = 1 në (5.3.4)fitojmë shpërndarjen asimetrike normale

standarde.

2. Arellano-Valle et al. (2004): Ndryshorja e rastit ka shpërndarja të përgjithësuar

asimetrike normale nëse densiteti i saj është:

fX(x) = 2φ(x)Φ
( λ1x√

1 + λ2x2

)
, , λ1 ∈ R, λ2 ≥ 0,−∞ < x <∞. (5.3.5)

Duke zëvendësuar λ2 = 0 në (5.3.5) fitojmë shpërndarjen asimetrike normale.
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3. Ma and Genton (2004): Ndryshorja e rastit ka shpërndarje fleksibile asimetrike

normale nëse densiteti i saj është:

fX(x) = 2φ(x)Φ
(
αx+ βx3

)
, α, β ∈ R−∞ < x <∞. (5.3.6)

Duke zëvendësuar β = 0 në (5.3.6) fitojmë shpërndarjen asimetrike normale

standarde.

4. M. Sharafi, J. Behboodian(2008): Ndryshorja e rastit ka shpërndarje Balakr-

ishnan asimetrike normale nëse densiteti i saj është:

fn(x) = cn(λ)ϕ(x)Φ
n(λx), n ≥ 1, x ∈ R, λ ∈ R. (5.3.7)

ku cn(λ) = 1
∞
∫

−∞

ϕ(x)Φn(λx)dx
= 1

E(Φn(λU))
, U ∼ N(0, 1). Duke zëvendësuar n = 1

në (5.3.7) fitojmë shpërndarjen asimetrike normale.

5. A. Jamalizadeh, J. Behboodian, N. Balakrishnan (2008): Ndryshorja e rastit ka

shpërndarje asimetrike normale me dy parametra nëse densiteti i saj është:

f(x;λ1, λ2) = c(λ1, λ2)ϕ(x)Φ(λ1x)Φ(λ2x), x ∈ R, λ1, λ2 ∈ R, (5.3.8)

ku c(λ1, λ2) = E[Φ(λ1x)Φ(λ2x)], X ∼ N(0, 1). ku cn(λ) = 1
∞
∫

−∞

ϕ(x)Φn(λx)dx
=

1
E(Φn(λU))

, U ∼ N(0, 1). Duke zëvendësuar λ1 = λ, λ2 = 0 ose λ2 = λ, λ1 = 0 në

(5.3.8) fitojmë shpërndarjen asimetrike normale.

6. P. Hasanalipour, M. Sharafi (2012): Ndryshorja e rastit ka shpërndarje të

përgjithësuar Balakrishnan asimetrike normale nëse densiteti i saj për n ∈ R+

është:

fn(x;λ1, λ2) = cn(λ1, λ2)φ(x)Φ
n

(
λ1x√

1 + λ2x2

)
, (5.3.9)

x ∈ R, λ1 ∈ R, λ2 ≥ 0,ku koeficienti cn(λ1, λ2), i cili është funksion i n dhe

parametrave λ1, λ2 jepet me:

cn(λ1, λ2) =
1

∞∫
−∞

φ(x)E
[
Φn
(

λ1U√
1+λ2U2

)] =
1

E
[
Φn
(

λ1U√
1+λ2U2

)] , U ∼ N(0, 1).
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Duke zëvendësuar λ1 = λ, λ2 = 0 ose λ2 = λ, λ1 = 0 në (5.3.8) fitojmë

shpërndarjen asimetrike normale.

5.4 Shpërndarja asimetrike normale me shumë vari-

abla

Kalimi nga shpërndarja me një variabël në atë me shumë variabël mund te arrihet

duke përdorur formulen Farlie-Gumbel-Morgenstern, që në rastin me dy variable merr

këtë trajtë:

F (x1, x2) = F1(x)F2(x)[1 + α{1− F1(x1)}{1− F2(x2)}], (5.4.1)

ku F1 dhe F2 shenojnë shpërndarjet margjinale (ang. marginal distributions) dhe α

është parametër që merr vlera në intervalin (−1, 1).

Përkufizimi 5.4.1. [4] Themi se vektori X që ka dimension k, ka shpërndarje

asimetrike normale me shumë variabla nëse densiteti i tij është:

fX(x) = 2φk(x; Ωx)Φ(α
Tx), x ∈ Rk, (5.4.2)

ku φk(x;ωx) është vektor k− dimensional që ka shpërndarje normale me pritje matem-

atike 0 dhe matricë korelacioni Ωx; α është vektor k−dimensional që kontrollon

asimetrinë (ang.skewness).

5.5 Shpërndarja e anuar t

William Sealy Gosset(1876-1937) ka patur diplomë në Matematikë dhe Kimi prej

Oksfordi, kur me 1899 filloi të punoi për fabrikën e birrës Messrs në Dublin. Gjatë

punës së tij në këtë kompani ai ndërtoi teorinë e zgjedhjeve të vogla në statistikë sepse

i nevojiteshin për eksperimente në numër të vogël. Meqë me rregullat e kompanisë

nuk lejohej të botoheshin rezultatet shkencore nga stafi i kompanisë, Gosset publikoi

këtë shpërndarje me pseudonimin ”student”.

Le të jetë Z ndryshore e rastit që ka shpërndarje normale standarde N(0, 1) dhe V
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ndryshore e rastit që ka shpërndarje χ2(n). Atëherë ndryshorja e rastit T = Z√
V
n

ka

shpërndarja t me densitet

f(t) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

)
(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

Gomez dhe të tjerë, [43], kanë përkufizuar shpërndarjen e anuar t− normale me

n shkallë lirie me densitetin

f(x) =
2Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

)
(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2

Φ(λx).

Duke përdorur analogjinë e njëjtë me përkufizimin e shpërndarjes normale të an-

uar, po ashtu në vitin 2003, u dha përkufizimi i shpërndarjes shumëpermasore të

anuar t.

Përkufizimi 5.5.1. [46] Le të jetë X = (X1, X2, . . . , Xn) ∼ SNp(Σ, α) dhe W ∼ χ2
n

Themi se ndryshorja e rastit ka shpërndarje shumëpërmasore të anuar t nëse ka

densitetin e trajtës:

fn(y, α) =
2 (1 + n−1yΣ−1y)

−(n+p)/2

Γ
(
n+p
2

) FTn+p

(
α

′

y√
n+ yΣ−1y

√
n+ p

)
(5.5.1)

ku FTk është funksioni i shpërdarjes t.

Demarta dhe McNeil [27] definuan shpërndarjen e anuar t në trajtën

X = θV −1 + V −1/2Z (5.5.2)

ku Z ∼ N(0, R) dhe është e pavarur nga V ∼ Γ
(
η
2
, η
2

)

Përkufizimi 5.5.2. [36] Le të jetë (X1, X2) një ndryshore rasti dypërmasore me

funksione margjinale të shpërndarjes njëpërmasore Pr(X1 ≤ x) = F1(x) dhe Pr(X2 ≤
x) = F2(x). Koeficienti i sipërm i varësisë bishtore jepet me:

λU = lim
u→1−

(F1(X1) > u|F2(X2) > u) , (5.5.3)

ndërsa koeficienti i poshtëm i varësisë bishtore jepet me:

λL = lim
u→0+

(F1(X1) ≤ u|F2(X2) ≤ u) , (5.5.4)
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Përkufizimet e koeficientëve bishtorë munden poashtu të jepen përmes kopulës

të dhënë nga Sklar në vitin 1959, [126]. Termi ”kopulë” (ang. copula) është emër

latin ”copulare” që ka kuptimin ”lidhje ose bashkim”. Ideja e futjes së kopulës është

që të kalohet nga modelet individuale në modelet të përbashkëta. Kopula C është

një funksion i shpërndarjes ku funksionet margjinale kanë shpërndarje uniforme në

[0, 1]. Sklar [126] ka vërtetuar se funksioni i shpërndarjes së ndonjë dysheje (X, Y )

me funksionet e shpërndarjes G dhe H respektivisht, mund të shprehet si

F (x, y) = C{G(x), H(y)},

në terma të kopulës C, paraqitja është e vetme kur G dhe H janë të vazhdueshme.

Përkufizimi 5.5.3. [54], Nëse C është kopulë e (X, Y ), atëherë

λU = lim
u→1−

1− 2t + C(t, t)

1− t
, (5.5.5)

dhe

λL = lim
u→0+

C(t, t)

t
(5.5.6)

Le të jetë

X = V − 1
2Z (5.5.7)

ku Z = (Z1, Z2, . . . , Zd) ∼ SNn(θ, R) and V ∼ Γ
(
η
2
, η
2

)
dhe Z janë të pavarura nga V.

Teoremë 5.5.1. [36] Koeficienti i poshtëm i varësisë bishtore për X që ka shpërndarje

të dhënë me (5.5.2), ku θ = (θ1, θ2) jepet me:

1. Nëse θ1 = θ2 = 0, atëherë

λL = 2P

(
tη+1 ≤ −

√
(n+ 1)(1− ρ)

1 + ρ

)
(5.5.8)

2. Nëse θ1 dhe θ2 > 0 atëherë λL = 0;

3. Nëse θ1 dhe θ2 < 0 atëherë λL = 1;

4. Nëse θ1 > 0 dhe θ2 < 0 atëherë λL = 0;

5. Nëse θ1 = 0 dhe θ2 > 0 atëherë λL = 0;
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6. Nëse θ1 = 0 dhe θ2 < 0 atëherë λL = 0;

λL =

1∫

0


1− Φ



(
2

n
2 Γ
(
n+1
2

)

2
√
π

) 1
n

u
1
n




 du (5.5.9)

Tani duke marrë në konsideratë densitetin e shpërndarjes normale dypërmasore

të anuar të dhënë me

fX(x) = 2φ2(z, R)Φ(θ
zz), z ∈ R (5.5.10)

dhe duke marrë në konsiderim densitetin e trajtës (5.5.7), fitojmë densitetin e vektorit

të rastit X që ka shpërndarje t të anuar në formën tjetër me densitet të dhënë si më

poshtë:

fX(x) = 2

∞∫

0

φ2

(
x,
R

y

)
Φ(θTx

√
y)

(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydy

= 2

∞∫

0

y

2π
√

1− ρ2
e−

1
2
(xTR−1

x)yΦ(θTx
√
y)

(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydy

=
2(η

2
)
η
2

2π
√
1− ρ2Γ(η

2
)

∞∫

0

Φ(θTx
√
y)y

η+2
2

−1e−
1
2
(η+x

TR−1
x)ydy

=
2(η

2
)
η
2

2π
√
1− ρ2Γ(η

2
)
(η + xTR−1x)−

η+2
2

×
∞∫

0

Φ(θTx

√
w

η + xTR−1x
)w

η+2
2

−1e−
1
2
wdw

ku w = (η + xTR−1x)y;

=
2Γ(η+2

2
)

πηΓ(η
2
)

(
1 +

xTR−1x

η

)− η+2
2

∞∫

0

Φ(θTx

√
w

η + xTR−1x
)
w

η+2
2

−1e−
1
2
w

w
η+2
2

Γ(η
2
)
dw

=
2Γ(η+2

2
)

πηΓ(η
2
)

(
1 +

xTR−1x

η

)− η+2
2
EW

(
Φ(θTx

√
W

η + xTR−1x
)
)

ku W ∼ Γ(η+2
2
, 1
2
)

=
2Γ(η+2

2
)

πη
√
1− ρ2Γ(η

2
)

(
1 +

xTR−1x

η

)− η+2
2

Ftη+2

(
θTx

√
η + 2

η + xTR−1x

)
.

96



Pra, vektori i rastit X themi se ka shpërndarje dypërmasore t të anuar nëse den-

siteti i tij jepet me:

f(x) =
2Γ(η+2

2
)

πη
√

1− ρ2Γ(η
2
)

(
1 +

xTR−1x

η

)− η+2
2

Ftη+2

(
θTx

√
η + 2

η + xTR−1x

)

ku Ftη+2(·) është funksioni i shpërndarjes t me η + 2 shkallë lirie.

Densiteti margjinal i X1 mund të gjendet si

fX1(x1) =

∞∫

−∞

fX(x)dx2

=

∞∫

−∞

2

∞∫

0

φ2

(
x,
R

y

)
Φ(θTx

√
y)

(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydydx2

=

∞∫

0

∞∫

−∞

2
y

2π
√
1− ρ2

e
− y

2

(
(x2−ρx1)

2

1−ρ2
+x21

)
Φ(θTx

√
y)

(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydx2dy

=

∞∫

0

2
y

1
2

√
2π
e−

y
2
x21

∞∫

−∞

1

2π
e−

z2

2 Φ
(√

yθ1x1 + θ2
√
y
(√1− ρ2

y
z + ρx1

))
·Adx2dy

ku

A =
(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
y

marrim z =
√

y
1−ρ2 (x2 − ρx1),

=

∞∫

0

2
y

1
2

√
2π
e−

y
2
x21EZ(Φ

(
θ2
√

1− ρ2Z + (θ1 + ρθ2)
√
yx1

)
)
(η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydy

=

∞∫

0

2
y

1
2

√
2π
e−

y
2
x21Φ
( (θ1 + ρθ2)x1

√
y√

1 + θ22(1− ρ2)

) (η
2
)
η
2

Γ(η
2
)
y

η
2
−1e−

η
2
ydy

= 2
Γ(η+1

2
)

(πη)
1
2Γ(η

2
)

(
1 +

x21
η

)− η+1
2

Ftη+1(λ1x1

√
η + 1

η + x21
),

ku

λ1 =
θ1 + ρθ2√

1 + θ22(1− ρ2)
.
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Lemë 5.5.2. [36] Ndryshorja e rastit X1 ka varësi bishtore të poshtme të dhënë me:

P (X1 ≤ x1) ∼ 2
Γ
(
n+1
2

)
n

n
2

√
piΓ

(
n
2

)
n
|x|−nFtn+1(−λ1

√
n+ 1), kurx→ ∞. (5.5.11)

5.6 Shpërndarja Dirichle

Shpërndajra Dirichle është një përgjithësim shumëpërmasor i shpërdarjes beta. Den-

siteti i saj jepet me

f(x1, x2, . . . , xk;α1, α2, . . . , αk) =

Γ(
k∑
i=1

αi)

∏k
i=1 Γ(αi)

k∏

i=1

xαi−1
i , (5.6.1)

Nëse k = 2, atëhere densiteti (5.6.1) merr trajtën e densitetit te shpërndarjes beta.

Vërtetë, meqë
k∑
i=1

xi = 1 → x2 = 1− x1, atëherë fitojmë:

f(x1, x2;α1, α2) =
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
xα1−1
1 (1− x1)

α2−1

Densiteti i shpërndarjes Dirichle (shih p.sh. Kotz dhe të tjerë. (2000)) jepet me

Γ(α)
∏k

i=1 Γ(αi)

(
1−

k−1∑

i=1

ui

)ak−1
k−1∏

i=1

uαi−1
i ,

ku
∑k−1

i=1 ui ≤ 1, ui > 0, i = 1, . . . , k. Shënojmë me (u1 . . . uk−1)
⊤ vektorin e rastit me

densitetin e dhënë mësipër e shkruajmë me (U1 . . . Uk−1)
⊤ ∼ D(k, α). Vektori i rastit

në trajtën e transformuar (u
1/p
1 , . . . , u

1/p
k−1)

⊤ ka densitetin

pk−1Γ(α)∏k
i=1 Γ(αi)

(
1−

k−1∑

i=1

upi

)ak−1
k−1∏

i=1

upαi−1
i , ui > 0, i = 1, . . . , k :

k−1∑

i=1

|ui|p ≤ 1.

Le të jenë I1 . . . Ik ndryshoret e rastit të pavaruara që marrin vlerat −1, 1 me den-

sitet 1/2. Vektori i rastit (I1U
1/p
1 , . . . , Ik−1U

1/p
k−1)

⊤ paraqet simetrinë me fuqi p të

(U1 . . . Uk−1)
⊤. Densiteti i vektorit simetrik te rastit është

h(u1, . . . , uk−1) :=
pk−1Γ(α)

2k−1
∏k

i=1 Γ(αi)

(
1−

k−1∑

i=1

|ui|p
)ak−1

k−1∏

i=1

|ui|pαi−1 , (5.6.2)

ku
∑k−1

i=1 |ui|p ≤ 1.
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Përkufizimi 5.6.1. [56] (Gjeneratori i densitetit) Le të jetë g një funksion pozitiv i

matshëm, dhe α := (α1, . . . , αk)
⊤, k ≥ 2, vektor me komponetet e tij pozitiv. Nëse

ω ∈ (0,∞] funksioni g plotëson

(
2

p

)k ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)

∫ ω

0

g(x)xα−1 dx = 1, α :=

k∑

i=1

αi, (5.6.3)

atëherë g do të jetë një gjenerator densiteti me α; shenojmë g ∼ GSD(k, p, α, F ).

Nëse integrali i mësipërm është i fundëm për ndonjë α (me komponent pozitiv) do t’i

referohemi g si gjenerator universal densitetesh.

Hashorva dhe të tjerë [56] kanë treguar se gjeneratori i densitetit definon në menyrë

unike densitetin e LpGSD.

Teoremë 5.6.1. [56] Le të jetë g ∼ G(α, ω) me α ∈ (0,∞)k, k ≥ 2, dhe ω ∈ (0,∞],

dhe x le të jetë vektor i rastit k-dimensional me densitet funksioni h të përkufizuar

me

h(x) := g(

k∑

i=1

|xi|p)
k∏

i=1

|xi|pαi−1 , ∀X = (x1, . . . , xk)
⊤ ∈ Rk : 0 < ‖x‖p < ω,(5.6.4)

me p > 0. Atëherë X ∼ GSD(k, p, α, F ) ku F është një funksion i shpërndarjes në

[0, ω) me densitet funksionin f

f(r) = 2

(
2

p

)k−1 ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)
g(rp)rpα−1, ∀r ∈ (0, ω). (5.6.5)

Anasjelltas, nëse X ∼ GSD(k, p, α, F ) me funksionin e shpërndarjes F me densitet

f atëherë X ka densitet funksionin h të përcaktuar me (5.6.4) me gjenerator densiteti

g të përkufizuar me densitetin f (5.6.5).

Vërtetim. Transformojmë variablat

yi = xir
−p, i = 1, . . . , k − 1, dhe rp =

k∑

i=1

|xi|p .

Duke llogaritur Jakobianin e këtij transformimi fitojmë densitetin e X

h(r, z1, . . . , zk1) = 2g(rp)rp
∑k

i=1 αi−1
k−1∏

i=1

|zi|pαi−1

(
1−

k−1∑

i=1

|zi|p
)αk−1

=
2k
∏k

i=1 Γ(αi)

pk−1Γ(α)
g(rp)rp

∑k
i=1 αi−1c

k−1∏

i=1

|zi|pαi−1
(
1−

k−1∑

i=1

|zi|p
)αk−1

,
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me c−1 := (2/p)k−1
∏k

i=1 Γ(αi)/Γ(α). Kështu që, rezultati rrjedh nga forma e den-

sitetit të dhënë me (5.6.6).

Tani, nëse X ka densitet h të dhënë me(5.6.4), atëhere densiteti i RU jepet me

h(r, u1, . . . , uk−1) = f(r)q(u1, . . . , uk−1),

me q të dhënë si në (5.6.2). Duke kryer transformimet e variablave si më lart, rrjedh

se X ka densitet h të dhënë me (5.6.4).

Shembulli 5.6.2. [Dirichle simetrike] Le të jetë α ∈ (0,∞)k, k ≥ 2, c, p konstante

pozitive dhe g(x) = c(1− x)αk−1, ∀x ∈ (0, 1). Përkufizojmë densitetin h te vektorit të

rastit (u1, . . . ,uk−1)
⊤ në Rk−1 ekuacioni (5.6.4) me

h(x) := c(1−
k−1∑

i=1

|xi|p)αk−1

k−1∏

i=1

|xi|pαi−1 , X ∈ Rk−1 : 0 < ‖X‖pp < 1.

Duke marrë në konsideratë 5.6.3 fitojmë:

c−1 =

(
2

p

)k−1 ∏k−1
i=1 Γ(αi)

Γ(
∑k−1

i=1 αi)

∫ 1

0

x
∑k−1

i=1 αi−1(1− x)αk−1 dx

=

(
2

p

)k−1 ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)
, α :=

k∑

i=1

αi.

Prej nga rrjedh se për x ∈ Rk−1 të tillë që ‖x‖p < 1,

h(x1 . . . xk−1) =
(p
2

)k−1 Γ(α)∏k
i=1 Γ(αi)

(1−
k−1∑

i=1

|xi|p)αk−1
k−1∏

i=1

|xi|pαi−1 . (5.6.6)

Shembulli 5.6.3. [Kummer-Beta] Le të jetë g gjenerator densiteti i shpërndarjes

Kummer-Beta LpGSD të dhënë me

g(x) = cλ ≥ 0, γ > 0.

Konstantja e normalizimit c për konstanten e dhënë αi, i ≤ k të tillë që α > 1 − δ

percaktohet nga relacionet:

c−1 =

(
2

p

)k ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)

∫ 1

0

xα−1 exp(−λx)xδ−1(1− x)γ−1 dx

=

(
2

p

)k ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)

∫ 1

0

xα+δ−2(1− x)γ−1 exp(−λx) dx

=

(
2

p

)k ∏k
i=1 Γ(αi)

Γ(α)
1F1(α + δ − 1;α + δ + γ − 1;−λ)Γ(α + δ − 1)Γ(γ)

Γ(α + δ + γ − 1)
,
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ku 1F1 është funksioni hipergjeometrik i llojit të parë (poashtu njihet edhe si funksioni

i Kummer-it i llojit të parë). 1F1 ka trajtën

1F1(a, b, x) = 1 +
a

b
x+

a(a+ 1)

b(b+ 1)

x2

2!
+ · · · =

∞∑

k=0

(a)k
(b)k

xk

k!
,

ku (a)k, (b)k janë simbolet e Pochhammer-it.
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Përmbledhje

Në këtë tezë doktorature, kemi dhënë disa version të gjenerimit të shpërndarjeve si shpërndarja
beta-Lindley,  Kumaraswamy  Lindley,  inverse  të  Lindley-it,  Weibull-Ryleight  dhe  koeficientet
bishtorë për shpërndarjen e anuar t dhe shpërndarja Dirichle. Janë paraqitur disa veti statistikore si:
momentet, funksioni i kuantiles, entropia, radhitja stokastike.  Disa metoda të vlerësimit si metoda
e përgjasisë maksimale, metoda e katrorëve të vegjël , metoda e prodhimit maksimal të distancave
dhe ajo e Bayesit janë përdorur për vlerësimin e parametrave të panjohur tek keto shpërndarje. Dy
algoritme janë propozuar për gjenerimin e mostrave të rastit nga shpërndarjet e propozuar dhe kodi
në  R  është  dhënë  poashtu.  Për  më  tepër,  simulimet  janë  përdorur  për  të  studiuar  sjelljen  e
parametrave  të  vlerësuar.  Në  vazhdim  kemi  dhënë  disa  përgjithësime  të  shpërndarjes  së
përgjithësuar inverse të Lindley-it  si  GILD në fuqi,  beta-GILD  dhe Kumaraswamy-GILD janë
sugjeruar  për  përdorim  kur  shpërndarja  e  sugjeruar  nuk  eshtë  kompatibile  për  të  dhënat  që
studiohen. Në fund, aplikimi i shpërndarjeve të propozuar  është demonstruar me një bashkësi të
dhënash reale dhe kemi krahasuar me shpërndarje tjera.

Abstract

In this thesis, we introduced some  new distributions like beta-Lindley, Kumaraswamy Lindley,
generalized inverse Lindley distribution , Weibull-Rayeigh and we study the tail dependence for
skew t distribution and Dirichle distribution. Some statistical properties,  e.g. moments, quantile
function,  entropy,  stochastic  ordering,  stress-strength  reliability  of  those  new distributions  are
explicitly derived. Some methods of estimations, maximum likelihood, least square,  maximum
product  estimation  methods  and  Bayes  estimatiom  are  approached  to  use  for  estimating  the
unknown  parameters.  Two  algorithms  are  proposed  for  generating  random  sample  from  the
proposed distribution and R codes are also provided. Moreover,  a simulation study is conducted to
study  the  behaviour  of  the  discussed  estimators.  In  addition,  four  generalizations  of  GILD,
exponentiated-GILD, beta-GILD and Kumaraswamy-GILD are suggested to use where proposed
distribution seams incompatible to the data. Finally, the applicability of the proposed distribution is
demonstrated for a set of real data and compared with competitive two parameters well known
inverse distributions.


	

